FOLYTONOS ALLAPOTU MARKOV-FOLYAMATOK
STATISZTIKAI VIZSGALATAROL, 1II.

irta: ARATO MATYAS

Bevezetés / N

Az el6z6 két részben, [1], [2] az idGben folytonos és diszkrét egydimenzids
stacionarius Gauss— Markov folyamat statisztikai vizsgalatardl volt sz6, mig ebben
a részben a hasonld tipust kétdimenzids (komplex) folyamattal kapcsolatos prob-
lémak targyalasara kerill sor, llyen tipust folyamatok statisztikai vizsgalatanak
elvégzésének sziikségessége a LoMONOSZOv EGYETEM VALOSZINUSEGSZAMITASI
TanszExkén vetddott fel egy geofizikai probléma vizsgalatinak kapcsan. A prob-
Iémat egy kiillon pontban ismertetem, ott mutatok rd a fizikai jelenség teljes
vizsgalataval kapcsolatos tovabbi lehet8ségekre is. Az elért eredmények megbeszé-
lése a tanszéken rendszeres volt, jelen dolgozat ezen eredményeket ismerteti, ki-
dolgozasukban a szerz8 is részt vett. Az eredményekrdl A. N. KoLMOGOROV, JA. G.
SzINAY és a szerz§ egy kozos dolgozata [4], a szamitasokrdl és az ahhoz sziikséges
apparatusrél RIKOvA, SzINAJ és a szerz§ [5] dolgozata szdmol be. Részletes bizo-
nyitdsok a [4] cikkben nem szerepelnek, a jelen dolgozatban szerepl$ bizonyitaso-
kat a szerz6 dolgozta ki — a 3. § kivételével, mely a SzinaJ-jal kozés s a [3]
disszerticioban szereplS eredményeket tartalmazza.

IDOBEN FOLYTONOS, STACIONARIUS, NORMALIS, KOMPLEX ESET

1. § Az iddben folytonos folyamat leirisa

Tekintsitk azt a kétdimenziés stacionarius sztochasztikus folyamatot, melynek
E(1), n(r) komponensei eleget tesznek a

dé = — A&dt + ondt + de,

1.1)
dn = wédt —ndt + de,

sztochasztikus differencidlegyenleteknek, ahol ¢,(f) és &,(¢) két fiiggetlen Wiener-
Sfolyamat

Mdey =Mde, =0, M(de,)? = M(dey)? = a-dt
paraméterekkel. Feltéve, hogy

(@O =E@0+in@), x(O =e@)+ie, (), y=Ai—io
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az (i.1) rendszert egyetlen egyenlet alakjaban irhatjuk fel,
(1.1) - dl = —yldt+dy.
A (1) folyamat komplex korrelacios fiiggvénye (vo. [1] 1.2. tétel)

(1.2) C(1) = A@D) +iB(x) = ML) +1)) = o2 exp (— A|7| — iwT)

ahol 62 =a/J (az (1.1") egyenlet alapjan). A {(¢) folyamatnak a [0, T) intervallumon
valo realizicidja alapjan értelmezhetjiik a

(1.3) o() = a(x) +ib(x) = ~T-‘:? / L (t+1)dr
R 0

empirikus korrelacios fiiggvényét, mely O-ban jobbrdl differencialhaté 1 valdszi-
niiséggel és .

1 1
(1.4) ¢(0) = —a—wsi+o 53—,

ahol a a fenti g1 (7) és e2(¢) ,,fehér zaj” folyamatokat jellemz$ intenzitds paramétere,
mig

T T
3= lOp i, = [ ora, =% [copa
0 o

Az r integral kifejezésében szerepld 0 argumentum a

(=1L ()] e

osszefilggés alapjan van meghatarozva.
Az (1.4) oOsszefiiggés igazolasa a kovetkezokeppen torténik. Konnyli meg-
mutatni, hogy

ct+h)—c(z)

T-t T-1
(1.5) - = Tir /C(t)dm)/-k‘(]flt)z/C(r){(r«kh)dt—
0 [}

1 _
| —ﬁﬁ(T—T)C(TH-O(l)«

Masrészt a komplex folyamatra érvényes (vo. 1. rész (1.10))
- 2@ =) 2T,

(ahol a konvergencia 1 valdsziniiséggel és négyzetes kozépben is érvényes) Gssze-
fliggés alapjan konnyi belatni, hogy a

; D) —E(t-0)]
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Osszeg hatarértékeként értelmezett

[t aw

integral értéke

(1.6) —aT+£@'—2§—'€—(w——i f I (0)]2 db.

Egyszerli szamolassal belathaté ugyanis, hogy

n n

Z IC(’i)_C(ti—l)lzzz[C(ti)C(ti)_C(ti—l)c_(t;)-C(tt)Z(?:)_C(tiil)g(ti—l)] =

2 2

= —2;7C(’i—l){C(ti)_C(ti—l)]+ (D)2~ 1 0)]? + 227[C(ti—l)m)—C(II)C(ti—l)]:
= —2; Lt D) — S DI+ (D2 = 1LO0)> +

+ DAL (i )] [€0- =06 — giO(t) =0 - 1],
2

(1.5) és (1.6) dsszevetésébsl adodik (1.4).

2. § A paraméterek becslései s azok eloszlasai
Az el8z8 pontban mar szerepelt, hogy ugyanigy, mint az egydimenzids esetben

az a diffdziés paraméter pontosan becsiilhet§ egyetlen realizacié alapjan, mivel

D)~ @) ~aT, ha n—eo, max |t—1;-4| >0
T ‘
€s '
2 @)=t ~aT, ha n—os, maxt;—ty| 0.
1
Az ismeretlen paraméterek tehat A és w. Jeldlje a [0, T} intervallum realizacidéinak
terén a {(f) folyamathoz tartoz6 mértéket P. Ugyanezen a téren vezessiik be a

\V=LxWwW

standard mértéket, ahol L a kozonséges Lebesgue-mérték a {(0) sikon, mig W a
{(H—{(0) ndvekmények terén a kétdimenzids Wiener-mérték a x(z) (vo. (1.1))
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folyamat paramétereivel. Ismeretes (1. [14], vo. az elsG rész (2.1) képletével), hogy

P A Pro® A, o, |!
W—-;{.—a;exp — 2% TSZ—’;SI‘}'I{T‘F?TI'

@.1)

A (2.1) 6sszefiiggés szerint az 5%, 53, r rendszer a feladat elégséges statisztika rend-

szere. w és A szerint differencialva az

)VZ + 602
2a

, A
L=log5—£=—logna2+log/1—— Ts%—;sf+lT+%Tr

kifejezést a

2.2) : L _2ai T,
ww a a
oL 1 i, s

egyenleteket kapjuk az @ és 7 maximum likelihood becslések meghatarozasara.
(2.2)-bs1

2.2) =

[N
NNI =

mig (2.3)-b6l a AT=x, A-T=% jeloléssel %-ra a
2.3) B2+ (hy—1R—1=0

egyenletet kapjuk, ahol &, =s2/aT, h, =s53/aT. (2.3") egyetlen pozitiv megoldasanak
eloszlasara a 3. §-ban visszatériink.

Legyen 62(&))=§"2s%' Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt.

1 Ugyantgy, mint azt az elsd részben [1] lattuk, a Radon—Nikodym derivalt levezethetd heu-
risztikusan az ¢,(f) és &2 (¢) funkcionaljainak segitségével is. A komplex esetben ugyanis a Radon—
Nikodym derivalt

T T
2 1 dr 2 1 dny — 2
Clyerp {-BO ;L [ @erigdisondy: 1 [ n-otdsindy:)
0

dt 2a P dt

T T
COE , Ate A
_LOF, P Ofic(nldr—;of(fdemdn)—

T T
i of [“or @] o of (ndg =)}

= C(4) exp {

dt

alakd, melybd! (2.1) formalisan kdénnyen megkaphatd, amint azt a fenti kifejezésben szerepld
integralokra vonatkozd Osszefiiggések mutatni fogjak.
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2.1. TETEL. Az & maximum likelihood becslés esetén a
O—w
o (@)
vdltozo (0,1) paraméterii normdlis eloszldsu.

Megjegyzés. A tétel érdekessége éppen az, hogy nem aszimptotikus, hanem
pontos eloszlast ad az @ becslésre.

Bizonyitds: Egyszer(i atalakitasokkal belathato, hogy
T
I NSOICCRYY
4]

&:gzl/_l_ -
7@ BT ropa)”

és allitasunk igazolasira elegendd belatni, hogy (T helyett egy dt hossziisagu inter-
vallumon integralva) a

1£(9)](d0 — wdt)Y 2adt
valdsziniiségi valtozd (0,1) normalis eloszlasu. Az (1.17) egyenlet alapjan
1{1(d0 — wdt) = dey-cos 6 —de,-sin 0,

ahonnan allitasunk azonnal kdvetkezik, mivel de, és de, fiiggetlen normalis eloszlasa
valtozok.

A fenti tétel ramutat a {(f) folyamat altal leirt mozgas jellegére: egy w Atlag
szogsebességgel mozgo pont, melynek origdtdl vald tavolsaga |{].2

3. § Konfidencia intervallumok szerkesztése a A paraméterre

Ebben a részben feltessziik, hogy a {(f) komplex stacionarius Gauss— Markov
folyamat Osszes paraméterei ismertek A kivételével. Az egyszerliség kedvéért legyen
ME@D=Mn()=0 és ME()=Mn2(t)=1/21. llyen feltételek mellett Kiszadmitjuk
az elégséges statisztika rendszer karakterisztikus fiiggvényét és megmutatjuk a
megfeleld konfidencia intervallumok szerkesztésének madjat. Mint mar emlitettem,
az ismertetendd eredmények, valamint a szamitasok Ja. G. SziNnas, L. Rikova

2 Az id6ben diszkrét esetre vald attérés szempontjabol igen hasznos a

T T

(%) [rcwrdo = [ an—nay
0 0

Osszefiiggés is, mely egyszeriien igazolhat6 a

2 [T )= (- @] = 2 2 ) (E@) = £ (- ) — EE) ) — nt- )]

azonossag alapjan, melybol (%) éppen ugy megkaphatd, mint ahogyan azt (1.6) bizonyitisanal
tettiik.

7 II1. Osztdly Koézleményei X1V/3
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és a szerz6 nevéhez fiizGdnek [5]. Mint (2.1)-b4l lathato, elégséges statisztika rend-
szert a

3.1 21(T) =%{62(0)+'72(0)+52(T)+'72(T)},

2(T) = /(éz(t) +n2 (1)) dt

statisztikak alkotnak. Ezen mennyiségek karakterisztikus fiiggvényének meghata-
rozasara a kovetkezd parcialis differencialegyenletet lehet felirmi. (Kiilonbozd
funkcionalokra vonatkozé differencialegyenletek létezési és egyértelmiiségi kérdé-
seivel foglalkozik DiNkIN [7] dolgozata.) Legyen

(3.2) w(T, x,y) = M{ei‘”"’(T)““’“(T)k«O):x }s

n(0)=y

azaz a y; és y, valtozok feltételes karakterisztikus figgvénye a £(0)=x, n(0)=y
feltétel mellett. Nyilvan

oo

1 _ (X1 =x+2xAT +wyAT)? _ (vi—y—wxAT + AyAT)?
3.3 [ 24T 24T .
3.3) u(T+ AT, x, y) 2nAT//e

—c0

-u(T, x,y{[l + i, AT (x2 —}—yZ)] [1 — iy ((xl "Z‘X)Z +(y1 —Zy)z N

2
+x(x;—x)+y (3 —y)) +a7‘(_x2(x1 —x)24+y2(y,— )+

+2y(x; —x) (Y1 —y)+ "')]}dxl dy,

ahonnan a AT —~0 hataratmenettel a kovetkez Gegyenletet kapjuk u(T7, x, y)-ra:

ou 1 [0%u  0%u Ju ) s Ou )
34 AT = E(a_xz+5)7]+ ax(—uxlx—llx—wy)ﬂ:a;(—1a1y+wx—ly)+
2
-|-u[—iocl+iall(x2+y2)—32—‘—(x2+y2)+ioz2(x2+y2)]. :
Legyen

x24y2

w(T, x, Y)=u, (T, X, y)e = 2

akkor (3.4) alapjan

35 2] (62”‘ —62“‘]+%

ouy ) o
o =7\t | T T em g, (Cext ) tunin (45,
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vagy polarkoordinatakban

, ouy 1 0%u;,  Ouy 5
(3.5) T —2-?—‘*’ — 2 - Ar | 4 uyio, 2.
Az u (T, r)=v(T, r?)=v(T, g) leképezéssel v(T, @) a

v v ov
. == =205+2—(1-4 j
(3.6) 3T 0 0 +2 30 ( Q)+ ity 00
differencialegyenletnek tesz eleget, mégpedig a nyilvanvald
3.7 oy
G v(0,Q)=e? "

kezdeti feltétellel. Jeldlje v Laplace-transzformaltjat w, azaz

oo

w(T,y) = fe‘Vi’v(T, o)do.

0

A (3.6) és (3.7) Osszefiiggések alapjan

(3.8) %ﬁ- E‘1( 297+ 20y —idy) + w(2A —2y),
3.9) 0,9) = —
G. w(0,7) = N

2

A (3.8) egyenlet megoldasat ismert modszerek alapjan egyszeriien (lasd pl.

339 o.) egyszerlien megkaphatjuk. Legyenek y,, vy, az

A+V2A2 =2ia,

io
(3.10) YZ—)~7+“'L =0, 71.2= 3

2
egyenlet gyokei. A (3.8) egyenlet els§ integraljai

1 Y71
3.11 ¢, =T—-- lo
( ) ! 2(y1—72) g?"?z

1 '}’
¢ = logw+ 5 log (7= y1) (v —72) — 207 © ,

lesznek. T=0 esetén

(3.12) YTV p-20i-m0e,
Y—72

Y1— 'yze—z(?'l—‘)’l)cl
VS T Ce2aimma

T+

323

(13]
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és igy
e—z(?l—')'z)fl('y —7,)? .
(3.13) log w+14 log g _e_zm_lm)i +Aey=cy,
e (1 —e—20n-ver) per—ier,
e—cx(?x—}’z)(’yl ._yz)
(3.9) és (3.13) alapjan
1 —e—2¢1(vy1-72) 1
gc2= e = 0.
e—cx('h—‘iz)(yI —¥,) Y= -yze‘z()'x—-)'x)cl foty
| —e-2Gi-ywer )

(3.11) behelyettesitésével a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk

1= Y772 21Gi-m

, A y=
Y—73 elogW+‘/z log (v=v1)(y—v2)— STeTE) logy_.y2 —AT .
—T(m—n)‘/?_yl (74—
e Y1—71)
Y— 72

4 bkl 1
o 10,
e 20ri-72) Y=r2 =

Py =Py L g=2TGr-72)

V=72 oy
Ikl S Py VORI
Y—72
ahonnan
(.19 w = (v —y,)e 7

doy

i ’
(?—72)[71— ) ]+(Y——'y1)[71_-y2]e—zr(n-vz)

A x(T), x2(T) valosziniiségi valtozok karakterisztikus fiiggvényét (feltétel nélkiili!)

(3.14)-bdl a y = /1—%1, helyettesitéssel kapjuk meg (3.10) felhasznalasdval:
(3.15) Uy, 5, (T) = M(gnuDrinn®) = y (T, A—%] _

4A(A% — 2iot,) Ve rT ~ TV 32 - 2icz
(A= ity + VA2 = 2i,)* = (A — ity — Y12 = 2iey) P~ 27V =202

Legyen »=AT, akkor a Ay;, A2y, valtozok karakterisztikus fiiggvénye

4(1 — 2iat,)%ee”
(1 —iay +V1—2iay)2eV 1 =22 — (1 — o, Y 1 — 2iaty) 2~V 1 - 202

(3.16)

alak( lesz.
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(2.3) alapjan az ismeretlen A paraméterre vonatkozdé maximum likelihood
egyenlet

1
7—(x1—T)—ﬂ-xz=0

alaka lesz, melynek egyetlen pozitiv megoldasa

o~V =TV +40

3.17

A 1 becslés eloszlasanak meghatarozasara tekintsitk a

(3.18) Pl{i<x} =P, {x; —XLZ——% (T—x,)>0} = P{x%,+xp,=Tx+1}
osszefiiggést, ahonnan x =24y és {; = Ayy, +A%¥2%x,, AT == helyettesitéssel
(3.19) Pl <l =Pt = wp+ 1}

ahol {, karakterisztikus fiiggvénye (3.16) alapjan

4(1 —2iya)"ee
(1 —iya+V1—2ip2a)2 eV 1-20% (1 —jyo— Y1~ 2iy2a)2 e~ ¥ 1-2ir%

(3.20)

alaku. Innen adott » és y esetén a megfelel§ valdszinliségek kiszamithatok.
Legyen p = 1—2iy?«, akkor {, valészinliségi valtozé eloszlasanak Laplace-
transzformaltja (3.20) alapjan a kovetkezd,

8ytex Vpe—¥r 1 1 2
n + /n s [ )
-2 -0 Wp+D* (p+2-1* Gp+D(0p+2y-1)
2k
p—1 ,/"
- | 1=5—=p
> Zy o207
=0 p—1 Vp ’
vagy az s2=p és a = 2y —1 helyettesitéssel
8yter ~ 52 (s—1)2%*  (s—a)*
21 ~x(2k+1)s .
N ) P C-DGADGFa G+ I (s+ap
A (3.21) Osszeg elsG tagjanak, az
8yte ple=»r

=02 (@-Dp+a(p+1)?
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kifejezésnek inverz Laplace-transzformaltja (felhasznalva példaul DitkiN, Kuz-
NYECOV [6] tablazatait)

el -

+[1—q>( ky V”J’H]] [ i t4y-2  (y=2) (o taytl)
V%y+1 2(y-D* 2(y—1y°

(3.22)

_’W+1_wﬁ+w+D1+

(y—1? »y-1?

+[1_(D( ny +(2y—l)l/xy+1]] 24 224
Va(uy +1) yy2

(2y-12-1] [(Zy— 1432 —2y+1)
2(y—-1*

2y—1)?
O 4 - G )| +
2 Yyt 50 [7y —Sy+1 ]
—- - v2 2y | T T 2+% 2+% +1 s
=17 ° yo-n T T

ahol

X

2
ww=,4/rww.
Vn |
0

Ez a kozelités {, eloszlasinak meghatarozasara x nagy értékeire megfeleld. Tovabbi
kozelités kaphatd, ha pl. figyelembe vessziik, hogy

(p—a)*
(p 4 a)2k+ 1
alaku fiiggvények inverz Laplace-transzformaltja

?Zax dk(zax)k - 2ax
k! dxk

alaka, tehat a megfeleld Laguerre-polinomok fognak szerepelni. x kis értékeire
a megforditasi képlet alapjan {, siiriiségfiiggvénye

ﬁm=§wwm

alaku lesz, ahol s, a (3.20) fiiggvény polusait jeldli, b(s;) pedig az s, pontban levd
reziduumot. A polusokra vonatkozd egyenlet

A+ ys+VIE D% _ iz
(1 +ys—V1+2y%)?

alaka.
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A fenti Osszefiiggések alapjan lehetséges A-ra konfidencia intervallumok szer-
kesztése, a szamitdsokhoz azonban elektronikus szamologép igénybevételére volt
sziikség. A kdvetkez8 pontban szerepld példiban T=60 év és x=23,6 esetén a
megfelel§ felsG és alsd becslések (a valdsziniiségi szinteket az indexbe téve)

%000 =3,5,  #9,95=6,2, % 4975=7,8,
(3.23)
0,10~ 1327; %0,05 :0,82, #0,025 =0,46_

A (3.19) és (3.20) osszefiiggésekbdl 1athatd, hogy x kicsiny értékeire
(3.24) Px{ﬁ<y%}=e><p{—%},

azaz a x/x hanyados y2 eloszlasi 2 szabadsigfokkal, mig » nagy értékeire

y

(3.25) P{x<73.+yl/;} xl/—;_~/e-xz/2 dr,
T

—o0

azaz x normalis eloszlasu D2 (%) ~ % szdrasnégyzettel. Mivel » eloszlasa folytonos
tetszGleges 0 <a <1 és 0 <x <o értékekre van olyan k, hogy

P {x=k}=o.
A
k =k, (%)
Osszefiiggésbdl a
% =2,(k)

osszefiiggést kapjuk, ahonnan nyilvanvalo, hogy
Pin<#,(2)}=u

€s #,(x%) lesz a »-ra vonatkozo konfidencia hatar. A szamitasok azt mutattak, hogy
k,(x) monoton névekvs és igy lézetik az inverze, tehat megfelelé konfidencia ha-
tarok kaphatdk.

4. § Egy geofizikai probléma

Foldiink pillanatnyi forgastengelye a Fold mint ellipszoid kistengelyéhez vi-
szonyitva allanddan valtoztatja helyzetét (ez az un. ,,szabad mutacio”). Ezen hely-
valtoztatasnak van egy egyéves peridodusa, melynek kiszlirése utan megmarad az
un. Chandler-féle valtozas, melynek mintegy 14 honapos peridodusa van. Ez az in-
gadozas azonban mar nem pontosan periodikus mozgis és emellett az amplitidodja
is 10—20 éves hullamokban valtozik. Az 1. abra, mely a pdlus Chandler-féle kom-
ponenseinek empirikus korrelacids fiiggvényét abrazolja, jol mutatja, hogy szépen
teljesiilnek azok a feltételek, melyek az 1. §-ban keriiltek ismertetésre (az empirikus
korrelicios fiiggvény alakja szabalyos spiralis, melyet vo. (1.2)-vel).

Az 1. abra A. JA. Orrov [11] dolgozatanak 6. tablazata alapjan késziilt a
Moszkval EGYETEM VALOSZINUSEGSZAMITASI TANSzEKén. Az emlitett 6. tablazat
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x(2), y(f) koordinataibol levalasztva azokat a komponenseket, melyeknek periddusa
egy év, kapjuk a &(7), n(f) komponensii stacionarius Gauss— Markov-folyamatot.
Az abran korrel jeleztiik az 0,1 év nagysagu T novekményekhez tartozé értékeket,
mivel évente — immar tobb mint 70 éve — 10 mérést végeznek, s ezeket a mérése-
ket még a Nagy Honvéd6é Haboru idején sem szakitottdk meg. Az abra alapjan
szemléletesen is azonnal megallapithatd, hogy
a 2n/w periddus kb. 14 honapos. A 2.1 té-
tel éppen azt mondja ki, hogy @ valdban
pontosan becsiilhetd, tehat a becslésiink meg-
bizhat6. A kapott spiralis alapjan azt lehetne
varni, hogy a A paramétert is pontosan lehet
becsiilni, ez azonban nincs igy, mint ahogyan
azt a 3. §-ban lattuk. 3

A foldforgas polusanak nevezziik a for-
gastengely és a foldfelszin metszéspontjat P-t,
melynek koordinatait jelolje (x, y, z), ahola
koordinatak a Fold tehetetlenségi ellipszoid-
janak tengelyei irAnyaban mérend8k. A fol-
det abszolut szilard testnek foltételezve az
Euler-féle egyenletekbdl

X = Xx¢ cos (a%rot + 1)

Y = Yo sin (@Prot + 1)

Z—z

mozgast kapnank: azaz a forgasi polus egy kormozgast ir le a tehetetlenségi po6lus
(a foldfelszin és foldtengely metszéspontja) (0, 0, z,) koriil. Ha az idGegység egy

1abra: - t=0, 1-n; n=0,42,..-,156

: ¢ . 2
csillagaszati nap ro=1 és ngw 304 nap.

Az eddigiekben feltettiik, hogy a tehetetlenségi polus id6ben nem valtoztatja
helyét, azonban a kiilonb6z8 tomegvaltozasok (pl. levegSaramlasok) hatasara
I szinten valtoztatja helyét. A fuggSleges komponens valtozasait elhanyagolva az
egyenlitS sikjaval parhuzamos sikban mérve ¢ és Y koordinatait, azok az id§
fiiggvényei lesznek, melyek periodikus komponensektSl (éves vagy féléves perid-
dussal) és véletlen hataroktdl is fliggnek. Azaz

@ (1) :%' ;. cos (At +oy) + 4, (1)

Y(r) = kZ by cos (At + Bi) + 4, (1)

ahol a 4,(¢) és 4,(r) sztochasztikus folyamatokrol fel lehet tételezni — els6 durva

kozelitésben —, hogy un. ,fehér zaj”’-szertek.
Mivel az Gj koordinatarendszerben a forgasi polus &, n koordinatai a
d¢

2n
Ly = ?(’T—l//)
4.1)
dn’ = ART
o O ok
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egyenletrendszernek tennének eleget, melynek megoldasai nagy ,kilengéseket” is
kell hogy mutassanak — amit a valésagban nem tapasztaltak —, még figyelembe
kell venni a fold rugalmassagat is, ami a T periddus meghosszabbodisat eredmé-
nyezi ugyan, de nagy ,.kilengések™ nem valnak lehetségessé. A rugalmassig figye-
lembe vételével a (4.1) rendszer helyett a

4.2) k
d!ZI_——Et) =—al+bn+ 2 a2k €08 (At 1 01) + 45(7)
k

egyenleteket kapjuk, melyeknek viselkedésével éppen az ¢l6z6 pontokban foglal-
koztunk.

A (4.2) egyenlettel kapcsolatban elmondottak természetesen mutatjak, hogy
az (1.1) egyenletben szereplé &,(¢), &,(¢) folyamatokrol feltételezni, hogy azok
Wiener-folyamatok, a Fold pdlusai mozgasanak vizsgalatanal csak elsé kozelités
és durva idealizalas. Azonban OrLov [13] adatai azt mutatjak, hogy a

I=—M—-on+f, n"=wl—In+g

feltételezéssel élve az f(r) és g(t) tavoli értékei fliggetlenek, igy helyettesitésitkk meg-
felel§ ,.fehér zajokkal” torvényes. Ugy tiinik, hogy ezen ekvivalens ¢;(f) (i=1,2)
»fehér zajok™ intenzitasanak meghatarozisaban levd hiba elég kicsiny ahhoz, hogy
ne legyen hatassal a A paraméter becslésére. Egy olyan elmélet kidolgozasa azonban,
mely ennek az allitdsnak pontos matematikai megfogalmazisat adna, nincs meg,
bar igen hasznos lenne.

Hatvan év adatainak feldolgozasa alapjan a koévetkezd eredmények adoédtak

0=>5274; #%=36, 2zn:0=1,191, o(2n:w®)=0,006 3
A (3.25) aszimptotikus formula szerint
a2(%)=3,6

és o <0,03 szint esetén x negativ alsé becslést kapnank — ami lehetetlen — tehat
a normalis eloszlassal valo kozelités még egyaltalin nem megfelels.
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