STABILIS KORRENDSZEREK SURUSEGEROL

irta: DOMINYAK IMRE

Bevezetés

Korelhelyezésnek neveziink egy olyan kérrendszert, amelyben nincsenek kdzés
belsG ponttal rendelkezd korok. 1
Tekintsitk egy korelhelyezés O kozéppontti K korét. K ciklikus sorrendben a |
Py, P,, ..., P, pontokban érintkezzék a korelhelyezés mas koreivel. A A'= !
= max {P,OP, J, P,OP; <, ..., P,OP, 4} értéket K labilitisdnak, a ¢ = n—1’
értéket pedig K stabilitdsdnak nevezziik. Ha 6 =0, akkor K rogzitve van, azaz, ha
a szomszédos koroket rogzitjilk, nem lehet elmozditani a kérelhelyezést definiald
tulajdonsag megsziinése nélkiil. A korelhelyezés stabilitisin o alsd hatarat értjiik:
s=info.
FeiEs TOTH [1] kimutatta, hogy az euklideszi sik barmely s=0 stabilitdst kor-
elhelyezésének siiriisége
T

4y) d=

! s n(m—s)
nctg;—tg—z-—-

ahol # az a legnagyobb természetes szam, amelyre n(n —s) = 2z. Ugyanott megadott
ot korelhelyezést (lasd 1—35. 4bra), amelyeknél az (1) korlat pontos. Jelen dolgozat
elsd részében az (1) alatti egyenlStlenséggel analdg slirliségbecslést adunk a gdmbon
és a hiperbolikus sikon. A masodik részben a korfedésekre vonatkozé duilis problé-
makkal foglalkozunk.

Stabilis korelhelyezések

1. TETEL: Legyen az egységnyi sugari gémbon egy s =0 stabilitdsi kirelhelyezés
minden kirének a sugara =r; akkor a kirelhelyezés siiriisége

@ d n(l—cosr)

v

. N . -8
T—narc sin [COSECOS r]—arc sin [Sln ( 5 )COS r]

ahol n az a legnagyobb természetes szdm, amelyre n(n —s)=2m.

Egy korelhelyezés K korének Dirichlet-cellajan azon pontok halmazat értjiik,
amelyek K-ra vonatkozé hatvanya nem nagyobb a kérelhelyezés tobbi kérére vonat-
koz6 hatvanyanal. Az 1. tétel bizonyitasaként megmutatjuk, hogy a korelhelyezés
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siirlisége mindenegyes Dirichlet-celldban legalabb akkora, mint a (2)-ben szerepld

korlat. |
Legyen K a korelhelyezés egyik kore.! Legyen tovabbad K kozéppontja O, \

sugara ¢ €és Dirichlet-cellaja D. Erintse D a K kort ciklikus sorrendben a Py, P,, ...

..., P,, pontokban. Mivel D konvex, teriilete nem nagyobb, minta Kkérta Py, P,, ...

..., P,, pontban érint6 m-szog teriilete:

va 2| % —arcsin [sinﬁcos 0
i=1 2 2 ?

ahol «, =P,0OP, <, ..., 0, =P, 0P .
Felhasznaljuk most azt a tényt, hogy ha f(x) az (a, b) intervallumban értelmezett
konvex figgvény és

16) D

A

asa—A<a=f<B+y<b,
akkor
@ S +fB)<fla—y) +f(B+7).

Figyelembe véve, hogy —arc sin(sin z cos ¢) z-nek konvex fiiggvénye
(O<z<n/2;0<g<mn/2), a (4)-es egyenlGtlenség véges szamn alkalmazisival nyer-
jiik, hogy

(. A .. 2n—
D = 2|n—narcsin sin > cos ¢| —arcsin |sin —— cos o,

ahol 4 = n—s.
Ezért a korslirliség D-ben:
K n(l—cos @)

) 5 =

e A .
7T—rnarc sin [sm — COs ¢| —arc sin | sin 7 Cos ¢

2

(5)-ben egyenldség csak akkor all fenn, ha D szabalyos, vagy olyan érintd sokszog,
amelyben az egy csucsbdl indul6 két legkisebb egyenl§ oldal kivételével a t5bbi oldal
egyenld. '

(5)-ben a K sugara, ¢ is szerepel. Kimutatjuk, hogy (5) jobboldala

(1= cos o)

n 4 i inico + 2n—ni arc sin | sin 2n—_n}'co
o —arcsin |sin - cos ¢ ) rcsin | s 5 s@
g-nak monoton novekvd fiiggvénye. Vezessiik be a cos ¢ =x és arc sin (sin 1/2-x) =

=f(x, 1) jeloléseket. Mivel arcsin (sin 1/2-x) x-nek konvex fiiggvénye (0=x=1,
0 <A <m), geometriai megfontolasokbdl kivetkezik, hogy

m__ JLAf D fA )= f Y

G(o) =

Go) l—x 1—x ’

©-nak monoton cstkkenG fiiggvénye, vagyis G(¢) monoton ndvekszik.
Ezzel tételiink be van bizonyitva.

u=2n—n

v
1 A tovabbiakban ugyanazzal a szimbolummal jeloljiik a tartomdanyt és teriiletét.
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Vannak olyan stabilis korelhelyezések a gombon, amelyekben a (2) alatti korlat
pontos. Példaul ilyenek a szabilyos poliéderek csucspontjai altal kijelolt kozép-
pontu korelhelyezések, amelyeket sztereografikus projekcidiban dbrazoltunk (6—10.
abra). S6t az archimedeszi-féligszabalyos poliéderek? kozil a (3,6, 6), (3,8, 8),
(3, 10, 10), (4, 6, 6), (5, 6, 6) és a (3, 4, 4, 4) szimbolumokkal jeldltek is meghataroz-
nak egy-egy extremalis korelhelyezést (11—16. abra). Elemi szamolasokkal belat-
hato, hogy a fenti korelhelyezéseken kiviil nincs olyan, amelynél a (2) alatti korlat
pontos.

2. TETEL: Legyen a — 1 gorbiiletli hiperbolikus sikon egy s=0 stabilitdsu korel-
helyezés minden kiérének sugara =R =arch cosec n—s/2, akkor a korelhelyezés
minden korének Dirichlet-celldjaban a siirtiség

' 7(1—ch R)

©) dz=

T — n arc sin (cos % ch RJ —arc sin (sin n(n2— 5) ch R]

ahol n az a legnagyobb természetes szdm, amelyre n(n —s)=2x.

A bizonyitasnal ugyandgy jarunk el, mint a gémbon. Minthogy a bizonyitas
hasonlé az 1. tétel bizonyitasdhoz, nem részletezziik azt. Ha az R =<arch cosec 7 —s/2
feltétel nem teljesiil, a (6) alatti korlat nincs értelmezve. Az eljarasunk azonban
akkor azt a trividlis korlatot szolgiltatja, hogy a silirlis€ég =0. Ilyenkor ugyanis D
teriiletének becslésénél nem tudunk véges fels6 korlatot megadni.

A hiperbolikus sikon végtelen sok olyan stabilis korelhelyezés van, amelynél
a (6) alatti korlat pontos. Példaul ilyenek a szabalyos egybevagd sokszdgekbdl allo
mozaikok beirt korrendszerei. A 17—19.abran a {4,5}, {3, o} és {4, o} szimbolum-
mal jelolhet6 mozaikokhoz tartozo korrendszereket abrazoltuk a Poincare-modell
segitségével. De nemcsak egybevagd szabalyos sokszOgii mozaik esetén lehet a (6)
alatti korlat pontos. A 20. a4bran példaul olyan egybevagd haromszogek a Dirichlet-
cellak, amelyek 72°, 36° és 36° nagysagu szogekkel rendelkeznek.

Stabilis korfedések

Korfedésnek nevezzilk egy allando gorbiiletli felillet olyan korrendszerét, ha
a felillet minden pontja legalabb egy kornek belsejében vagy hataran van. '

Legyen K a korfedés egyik kore. Legyen tovabba K kozéppontja O, sugara
@ és Dirichlet-cellaja D. A P,, P,, ..., P, pontok ciklikus sorrendben K azon hatar-
pontjai, amelyek a korfedés egyetlen korének sem fekszenek a belsejében, s mind-
egyikhez csatlakozik csak a K kor altal fedett tartomany is. Ekkor K stabilitasan a
o=n—A=n—max {P,OP, <, ..., P, OP; <} értéket értjilk, a korrendszer stabili-
tasanak pedig az s=inf ¢ értéket tekintjiik.

3. TETEL: Az euklideszi sik s=0 stabilitdsu fedé kérrerdszerének a siiriisége

2n
nsins+cosnnsinns ’

Q) D=
ahol n az a legnagyobb természetes szdm, amelyre n(n — §)=2m.

2 Lasd [3] 17—22. oldal.
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A bizonyitast ugyanugy végezhetjitk el, mint a korelhelyezéseknél: megadjuk,
hogy milyen Dirichlet-cellaknal lehet a megadott stabilitasu koérfedés siir(isége
maximalis.

Legyen K a korfedés egyik kore. Legyen tovabba K kozéppontja O, sugara o
és Dirichlet-cellija D. A P, P,, ..., P, pontok a K kér olyan egymas utan kovet-
kez8 pontjai, amelyek egyetlen kdrnek sem fekszenek a belsejében és amelyek mind-
egyikének van olyan kornyezete, amelyet csak a K kor fed. A P,, P,, ..., P,, pontok
a Dirichlet-cella csticspontjai kozott szerepelnek. Minthogy D konvex, a P,P,...P,
m-sz0g D-ben van, vagyis terillete nem nagyobb D teriileténél

m

p=> 0%sino; ’
st 2
ahol ay =P,0OP, <, 00, =P,0OP; 4, ..., &,, = P,,OP, <. Tehat K-nak a D-re vonatkozb
sliriisége

K 2n
8 — =
® D

“m
2 sing,
i=1

A A = m—ys jelolést hasznalva és (8) nevezljére a (4) egyenlStlenséget alkalmazva
kapjuk, hogy ‘

K 2%
®) D T nsinA—sin(mi)’

ahol » az a legnagyobb természetes szam, amelyre nd=2n. Ez pedig tételiink Allita-
saval egyezik meg. Az eljarasunkbdl kovetkezik, hogy a {4; 4} és {3; 6} mozaikokhoz
tartozé korfedések (21. és 22. 4bra) siir{isége a (7) alatti korlattal egyenld.

A konstans gorbiiletii felilletek stabilis korfedései analég médon definidlhaték.
Ezek siirtiségére érvényesek a kovetkez§ tételek:

4. TETEL: Legyen az egységnyi sugari gémb feliiletén egy s=0 stabilitdsi kér-
fedés minden kirének sugara =r; akkor a kirfedés siiriisége

(10) D= n(l—cosr)
N s n(m—s) ’
T —narctg cosrctgi +arctg |cosrtg 5

ahol n az a legnagyobb természetes szdm, amelyre n(n —s)=2n.
L

5. TETEL: Legyen a—1 girbiiletii hiperbolikus sikon egy s=0 stabilitdsi kor-
fedés minden korének sugara =R, akkor a korfedés minden kérének Dirichlet-
celldjaban a siirfiség

an D= n(1—chR)

s n(n—s)] ’
2 2

ahol n az a legnagyobb természetes szdm, amelyre n(n —s)=2n.

mT—narctg [cthtg ]+arctg [cthg

Minthogy a 4—5. tételek bizonyitdsa hasonlé az 1. tétel bizonyitdsihoz, nem
ko6zoljiik azt.
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14. dabra

15. dbra
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A gébmbon négy olyan stabilis korfedés van, amelyeknél a (10) alatti korlat -
pontos. Ezen korrendszerek koreinek kozéppontjait a {3, 3}, {3, 4}, {4; 3} és {5; 3}
szabalyos poliéderek® cstcspontjai jelolik ki. A 23—26. abran a fenti korfedések
sztereografikus projekcioi lathatok.

28. dbra

A hiperbolikus sikon szdmtalan olyan korfedés van, amelyek siirtisége a (11)
alatti korlattal egyenlS. Ilyenek példaul az olyan egybevagd szabalyos sokszogekbsl
all6 mozaikokhoz tartozok, amelyeknél a belsG szog 90° vagy 120°. Ezek koziil
lathaté kettS a 27. és 28. abran, ahol a Poincare-modellen abrazoltuk a korfedést.
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ON THE DENSITY OF STABLE CIRCLE SYSTEMS
I. Dominydk
In the first part of the paper we give a lower bound of the density of the stable circle packing

on the sphere and hyperbolic plane. In the second part an upper bound of density of stable circle-
covering is given on the sphere, Euclidean and hyperbolic plané.

3 Lasd [3] 17. oldal.
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