HATARELOSZLASTETELEK KITERJESZTESEROL

frta: NEMETZ TIBOR és VARGA GYULA

Bevezetés

Legyen &, &,, ... egy P mérték szerint fiiggetlen valdsziniiségi valtozo sorozat,
melyre igaz a centralis hatireloszlastétel. RENYT ALFRED [1] dolgozatiban azt a
kérdést vetette fel, hogy milyen feltételek mellett lesz érvényes a centralis hatar-
eloszlastétel egy QP! mérték szerint is. A kérdést specialis esetekben megoldotta.

KoLMoGOoROV a tételt altalanosan bizonyitotta [2] dolgozatiban azon megszo-
ritds mellett, hogy P tokéletes mérték. Bizonyitasa a

') sup [P(B)—Q(B)| -0, ha n— +oo
Bemy

relacié bizonyitasan alapult. RENYI A. egy késdbbi dolgozatiban [3] a keverd hal-
mazok fogalmanak bevezetésével megmutatta, hogy a tokéletesség feltételezése nem
sziikséges. RENYI A. és REVEsz P. kozos dolgozatukban [4] az eredményeket bizo-
nyos ergodikus Markov-lancokra is kiterjesztették.

Ebben a dolgozatban a szerz8k KoOLMOGOROV eljarasa alapjan megmutatjak,
hogy az (1) 6sszefiiggés érvényes a tokéletesség feltevése nélkiil nemcsak a P szerint
fiiggetlen sorozatokra, hanem olyan sorozatokra is, melyekre érvényes a Kolmo-
gorov-féle null-egy torvény. Ezen torvény a folyamatok elméletében kiilonb6zd
regularitasi feltételek alapjaul szolgalt, melyekkel szintén foglalkozni kivanunk.
Mivel pl. stacionarius sorozatok esetén a centralis hatareloszlastétel fennéallasahoz
ez a legkevesebb, amit meg kell kdvetelniink, altalanositisunk az eredeti tétel termé-
szetes altalanositasa. A bizonyitas egyben megmutatja e tétel és a null-egy térvény
szoros kapcsolatat. Megmutatjuk, hogy a stacionarius sorozatokra vonatkozd
centralis hatareloszlas tételek legutobbi eredményei (RozaNov [5], IBRAHIMOV [6])
milyen kapcsolatban vannak a fenti eredményekkel.

Munkankban sok segitséget kaptunk ARATO MATYAStOl, aki problémaink és
kérdéseink megoldasaban a legjobb informéacidkat és utasitasokat adta, Ezért a
segitségért koszonetiinket fejezziik ki.

1.§. A null-egy torvény és a keverés

Jelolje Mt (—eo<s<t<+<0) az (Q, A, P) valdszinliségi mezbn értelmezett
&y Eoiys --r & vallszinliségi valtozok altal generalt o-algebrat. Jelblje tovabba
M~ a legszikebb |J Mn-t tartalmazd o-algebrat. Definialjuk ezzel analdg az

n>s

1 Jtt és a tovabbiakban Q<P azt jelenti, hogy a Q mérték abszolut folytonos a P mértékre
nézve, mégpedig, ha csak kiilon nem hangsulyozzuk, mindig az MZZ o-algebrin. P és Q min-
dig valosziniiségi mértéket fog jelolni.
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M. és az M. o-algebrakat. Ha a {,} valdsziniiségi valtozd sorozat teljesen
fiiggetlen a P mértékre nézve, akkor tetszSleges 4 € M- .., B€ M1 halmazokra

(1. 1) P(4B)—P(A)P(B) = 0.

Ha a {{,} sorozat a P mértékre nézve szigoru értelemben stacionarius sorozatot
alkot, akkor az (1. 1) 6sszefiiggés nem 4ll fenn, ellenben azt mondjuk, hogy rendel-
kezik a keverés tulajdonsagaval, ha az altala generalt § mértéktarté transzformacid
keverdS, azaz ha

_ AeMm?.
(1.2) lim [P(A§"B)—P(A)P(B)| -0 e
n-—» oo BESJE()-

Az (1. 2) feltétel ekvivalens azzal, hogy tetsz8leges B, az IR”.. g-algabrara nézve
mérhetd halmazra Q(§"B)—P(B), pontosabban igaz a kovetkezd

1. 1. TETEL: Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy egy staciondrius sorozat
rendelkezzen a keverés tulajdonsdgdval az, hogy tetszoleges Q<P mértékre teljesiil-
jon a
(1. 3) Q("B)-~P(B) BeMZ., n—>+o
dsszefiiggeés.

Bizonyitds: Ha

3 1 P hol 1, ha weM
QM( )_I—)(]_M-j M ’ ano Xy = 0’ ha U)QM,
B

akkor (1.2) épp (L. 3) fennallasat jelenti a Q<P valdsziniliségi mértékre.

Ha (1.3) fennall a Q,, ..., Q, mértékekre, akkor nyilvin barmely konvex
linearis kombinaciojukra is, ebbsl hataratmenettel kovetkezbleg tetszdleges Q <P
valoszinliségi mértékre is, ami e feltétel sziikségességét mutatja, Masrészt, ha (1. 3)
fennall minden Q,, A€M°.. mérték esetén, akkor nyilvin minden A€M .-ra
érvényes lesz az (1.2) Osszefiiggés is.

Fiiggetlen valdszinliségi valtozok sorozataira érvényes a Kolmogorov-féle null-
egy torvény, azaz, ha

(1. 4) n W =%,

- oo

akkor N trivialis o-algebra. (Ezt ugy értjiik, hogy M csak null és egy mértékii hal-
mazokbol allo c-algebra.)

Az (1.4) feltételnek eleget tevé sorozatokat szokas regularis sorozatoknak
nevezni. (A dinamikus' rendszerek elméletében — vagy mas néven ergodelmélet-
ben — az (1. 4) feltételnek eleget tevd rendszereket Kolmogorov-féle rendszereknek
nevezik [7]). Ismeretes, hogy (1. 4) fennallasa tobbet jelent a keverésnél (lasd pl.
ROHLIN [8]), s6t igaz a kévetkezd tétel (a tételt stacionarius sorozatokra RozaNov
mondja ki és bizonyitja [5] kényvében, 246. old. El6z6leg VINOKUROV [12] bizonyitott
hasonlé tételt Markov-lancokra).
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1.2. TETEL: A {&,} sorozat (1.4) értelemben vett regularitdsdnak sziikséges és
elégséges feltétele a

(1. 5) sup [P(4B)—P(A)P(B)|~0, ha n—oo, AC"..
BeM

osszefiiggés fenndlldsa.

Bizonyitds: A sziikségesség bizonyitdsa. A null-egy torvény fennallasa
esetén
M) =M(?),

masrészt az ismert martingal konvergencia tétel szerint (Doos [9] 298 o.)
(1. 6) MM (]| D) — M (]| -0, n— 4 oo,

Mivel a BeM; halmaz xy karakterisztikus fiuggvénye Ii;” mérhetd, tetszGleges
mérhet6 A halmazra

P(4B) = M(y4x5) = M(M(LaxsiM)) = MM, | D)) = fM(xAI9JLT)dP,
masrészt ’

P(A)P(B) = M(tOM(z) = [ M(z4|%) dP,
igy (1. 6) alapjan ’

sup [P(AB)—P(A)P(B)| = sup | [ (M| D)~ My 9) dP| =
BT v OBeMT B .

= [ MG — MO ] dP = MIM(1 | D5) — M [0 ~0, ha n— +eo.
Q2

Az elégségesség bizonyitasa. Ha A€ [ M akkor A€M tetszSleges n-re, igy
az (1. 5) osszefiiggés alapjan (B helyébe A-t téve)
[P(4) —P*>(4)| =0,

amib8l P(4) vagy 0, vagy 1 lehet, amivel a tétel bizonyitasit befejeztiik.

Az elGbbi tételbdl azonnal kovetkezik egy — a mi céljainkra sokkal hasznal-
hatobb — tétel, mely a P-re nézve abszollt folytonos Q mértékek segitségével fejezi
ki a regularitast.

1. 3. TETEL: A {&,} sorozat (1. 4) regularitdsdnak sziikséges és elégséges feltétele a

(.7 sup [Q(B)—P(B)|-0, ha n—-+
Be B .

osszefiiggés fenndlldsa, tetszéleges Q<P mértékre.

Bizonyitds: A sziikségesség bizonyitdsa. A Radon—Nikodym-tételt az M=
o-algebrara alkalmazva,

Q) = [14P,




418 NEMETZ T. ES VARGA GY.

ahol tehat M(A)=1 és 4 mérhet§ a M 7 o-algebrara nézve. Az 1.1 tétel bizonyi-
l= X4 .

P4y’
bizonyitani. Az 1.2 tétel szerint azonban ilyenkor

tasahoz hasonldoan elég a sziikségességet

P(4)=0 alaku fliggvényekre

|P(48)—P(A)P(B)|

PA) -0, ha n—> + .

sup |Q(B)—P(B)| = sup
BeMme Bemy®
Innen az allitas tetszSleges 1 varhaté értékl 1épcsGs fiiggvényekre kovetkezik, €s
Mp(4) =1 miatt 4 ilyen 1épcsds fiiggvényekkel tetszéleges pontossaggal megkoze-
lithetéd.
Az elégségesség bizonyitasa nyilvanvaléan kdvetkezik a Q(B) =P (B|4) <P(B)
(ha P(A4)=>0) sszefiiggésbsl, mivel ekkor .

. |P(4B)—P(A)P(B)]
Bséli?;: Q(B)—P(B)| = Bseumr;r P(4)

Ezzel a tételiinket bebizonyitottuk.

2.8§. Kiilonb6z6 regularitasok

Mint az el6z6 pontban lattuk, a null-egy torvény fennallisa t6bb, mint az egy-
szerl keverés. Most megvizsgaljuk a kiilonboz8 célokra bevezetett regularitisok
viszonyat. Tekintsiik el§szor az egyszerii keverés kdzvetlen altalanositasaként adodé

ha n— +oo, ACM" ..

2.1) Bsug [P(A4B)—-P(A)P(B)|—~0, k rogzitett

s n
Osszefiiggést. Ez az Osszefliggés ekvivalens az (1.5) Osszefiiggéssel. Pontosabban
igaz o

2.1. TETEL: A (2. 1) dsszefiiggés fenndlldsdbol kiovetkezik az (1.5) dsszefiiggés
fenndlldsa. (A forditott allitds nyilvanvald.)

Bizonyitds: El@szor azt kell belatnunk, hogy ekkor igaz a null-egy tdrvény.
Mivel ennek bizonyitasa tulajdonképpen a fiiggetlen valtozé sorozatra vonatkozd
null-egy tétel bizonyitasanak (lasd pl. ITo [10]) megismétlését jelentené csekély modo-
sitassal, igy ettdl eltekintiink. ROSENBLATT [11] dolgozataban a kdvetkezG fogalmat
vezeti be: Egy {&,} stacionarius sorozatot ersen keverSnek mondunk, ha

(2.2 sup |P(4B)—P(A)P(B)|~0, ha n— +oo.
Mk o
;é‘)’?i‘ln

Egy {£,} stacionarius sorozatot teljesen regularisnak szoktak nevezni, ha 1 val6-
szinliséggel

2.3) sup |P(B|ME.)—P(B)|~0, ha n— + e,

BEMT,

Igazak a kovetkezd tételek:
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2.2. TETEL: Ha egy {&,} sorozat teljesen reguldris, akkor erésen keverd is.
2.3. TETEL: A (2. 2) regularitdsbol kivetkezik a null-egy toérvény fenndlldsa.
Bizonyiids: Legyen A €M™ .. & BeMi,n. Akkor

[P(4B)—P(A)P(B)| = U[P(Blimk_m)—P(B)] dP| =

= sup |P(B|ME..)—P(B)|-P(4)~0,

BEMS,n
ezzel a 2.2 tételt igazoltuk.
A (2. 3) tétel bizonyitasahoz csak azt kell meggondolni, hogy a (2. 2) Osszefiiggés
fennalldsa maga utin vonja a (2. 1) Osszefiiggés fennallasat.

Mas megfogalmazasban a (2. 1) és (2.2) regularitasokat a k&vetkezGképpen
lehet felirni:

21 sup [IMné—My-Mé|~0, n— +o
n

(2.2) sup [Mné—Mn-ME| -0,  n— +eo,
&n

ahol || =1, |€|=1 és & mérhets az M* .., n pedig az Wxy» o algebrara nézve.
Annak belatasahoz, hogy (2. 1) és (2.2") fennallasabol kovetkezik (2. 1) és

(2. 2) fennallasa, elég tekinteni a &=, és n =13y valdsziniiségi valtozékat. A for-

ditott allitast igazolando tekintsiink valds n és & valtozdkat. Akkor fennall az, hogy

Mén—MEM = MM (& | ML) — EMy] =
= MIEM (7| D2 ) — EMin] = M{EM (| - ) — Ml
Bevezetve az
) { 1 ha M@z|M.)—Mn=0
TT1lo1 ha M@ ) — My =0,
v { 1 ha M@ |Misn)—My" >0
“ -1 ha M@ D) —My =0
jeloléseket, nyerjitk, hogy
IMén—MEMy| = M{y’ [M(n| D) — My}l = [Myy’ — MnMy|
€s ebbdl teljesen hasonlé médon az
[Mné —MnM¢| = My’ —Mn'M¢E|

Osszefiiggéseket. Ez azt jelenti, hogy n-hoz és &-hez létezik olyan B€Wyn és
AeME ., hogy az '
. n* =2xp—1
&x =2y,—1
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valtozokra nézve
[Mén —MEMy| = [Mp*&*—My*ME*| = 4[P(4B)—P(4)P(B)].
Ezzel allitasunkat igazoltuk.
Kovetkezmény., A (2.1), (2.2) és (2.3) regularitais fennallasabdl (1. 7)
kovetkezik.,
3.§. Hatarérték-tételek kiterjesztése

A Kolmogorov-féle [2] gondolatmenet megismétlésével bebizonyitjuk, hogy azon
sorozatokra, melyekre érvényes valamilyen hatareloszlastétel, és a hatareloszlas
nem fiigg az els6 m tag (m fix) Osszegétbl, a hatareloszlastétel igaz marad minden
Q<P mértékre is. Igaz ugyanis a kovetkezd

3.1. TETEL: Ha a {&,} sorozat a P mérték szerint az (1. 4) értelemben reguldris,
és léteznek olyan valés C, és D, szdmok, hogy a {, = &, +... + &, vdltozéra igaz a

Cn'— Cn
P {T,, < x}:F(x),

(ahol F(x) nem fiigg az elsé m vdltozdtol, m rigzitett) dsszefiiggés, akkor tetszéleges
Q<P mértékre nézve is

Cn - Cn
Q {T < x}=>F(x).

Megjegyzés. A regularitais megkovetelése lényegében nem jelent megszori-
tast, mivel P-re nézve csak igy képzelhet§ el a hatareloszlastétel fennallasa (lasd
IBrRAHIMOV [6], VOLKONSZKIJ és RozAnov [13]).

Bizonyitds: Jelolje A,(x), ill. A4,,(x) azon w-k halmazat, melyekre

Cn_ Cn

<X,

illetve az

rI- — €m+1+ +€n—Cn
mn Dn

valoszintliségi valtozd mellett
rlmn <X.

Allitasunk igazolasahoz azt kell belatnunk, hogy ha x F(x)-nek folytonossagi helye,
akkor

3.1) P(4,(0)) - Q(4,(x)| <&, bha n>Ne),
(1. 7) miatt
(3.2) P4 ()~ QA () <5, ha m=N,().
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Minthogy feltettiilk, hogy a hatareloszlas fiiggetlen az els6 m (rdgzitett) valtozo
viselkedésétdl, igy

(.3) ']P(A,,(x)oAm,,(x))|<—§—, ha n>N,(, m),
s mivel Q«P,
3.4 Q4,(x)o A () <3, ha n=>Nye,m, Q).

(3. 2), (3.3) és (3. 4) egyiittesen épp (3. 1) fennallasat jelentik.
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