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(A NEWTONI INFINITEZIMALIS ANALIZIS KIALAKULASA, 11.)
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El6z6 kozleményiinkben! roviden vazoltuk a XX. szdzadi matematika-trténet-
iras allasfoglalasat NEWTON infinitézimalis analizisével kapcsolatban. Lattuk, hogy
tobbnyire a NEwTON— LEIBNIZ vita és a fizika—matematika ellentétpar fell koze-
lednek a newtoni infinitézimalis szamitas fogalmainak torténeti tisztazasihoz.
Ez annyit jelent, hogy a differencial- és integralszamitas, a differencidlgeometria,
a limesz-matematika, a sorelmélet és fiiggvényelmélet felGl érkeznek NEwTONhoOZ.
Olyan matematikai diszciplinak fel§l, amelyek a leibnizi jel6lési méd és algoritmus
kifejlesztéseként €s hianyossagainak fokozatos kikiiszobolésével néttek naggya.
Ezzel parhuzamosan a matematikai gondolkozds fokoz6dé szigorodisa, amelyik
egyre pontosabb valaszfalat igyekezett vonni a matematika és annak fizikai alkal-
mazasai kozé, eleve bizalmatlanul tekintett NEwTON fizikai fogalmakkal atszétt
infinitézimalis meggondolasaira.

A matematikatorténészek, forditott Antoniusként dicsérni jonnek NEWTONt
és eltemetik. Talan Jean PELSENEER fejezte ki legvilagosabban és leg8szintébben
ennek az interpretacionak a lényegét. Szerinte? — és ismételjiik, hogy ebben a tudo-
manytorténészek legnagyobb részének ugyanez az allaspontja — NEwWTON érdekls-
dése sohasem volt igazan matematikai. Az infinitézimalis moédszert csupan 1j ered-
mények elérésére alkalmas eljardsnak tekintette. Sohasem tudott attérni a modern
matematikai felfogadshoz, mindvégig a gérog matematika fogalmi kérében maradt,
az egyszeri, szép, harmonikus, ahogyan & nevezte ,,simple & elegant” biivkorében.
Nem jutott el, jollehet abban a korban élt, amit a synthése algebrico-logique koranak
nevez a matematika-torténetirds, a matematika algebrai felfogasaig. Nem tudott
csatlakozni ahhoz a vonalhoz, amelyik szakitott a gordg gondolkozasmoddal:
DESCARTES, FERMAT, LEIBNIZ matematikajahoz. Korszakalkotd nagy miive a Principia
éppen azért nem hatott a maga kordban, mert a nehézkes, elavult gbrég geometriai
modszereket alkalmazta benne. A Principia forradalmi fizikai gondolatait retrograd
matematikai modszerekbe Oltoztette és ez a tény kiilonds kettSségre vezetett az
angol tudomanyos élet fejl6désében. NEwWTON fizikai kivalosiaga miatt szerzett tekin-
télye bizonyos fokig koételezGvé tette Anglidban matematikai modszereinek az
alkalmazasat is, és ez a tény csaknem egy évszazadra visszavetette az angol mate-
matikat a leibnizi modszereket alkalmaz6 kontinenshez képest. Csak a XIX. szazad

! VEKERDI LAszLS: ,,A newtoni infinitézimalis analizis kialakuldsa a XX. szazadi matematika-
torténetiras tiikkrében”, A Magyar Tudomdnyos Akadémia I11. ( Matematikai és Fizikai) Osztdlydnak
Kozleményei, 14, 35—70, 1964.

2 PELSENEER, J.: ,,Une opinion inedite de Newton sur I’Analyse des Anciens & propos de
I’Analysis geometrica de Hugo de Omerique”, Isis, 14, 163 —165, 1930.
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elején kezdik az angol matematikusok to accept the ,,de-ism” of Leibniz in place
of the ,,dot-age” of Newton?, irja szellemesen Newton matematikai miiveinek kit{ing
ismerSje és kiaddja, J. F. ScorT.

LEIBNIZ szerencsés jelolése — NEWTON szerencsétlen pontjai, LEIBNIZ bator
el6retorése az infinitézimalis analizis geometriai alkalmazasainak teriiletén —
NEWTON régi, steril gérég geometriai mddszerekhez valé ragaszkodasa, LEBNiz
nagyobb érzéke az algebrai algoritmus irant, LEIBNIZ nagyobb szintetiko-kombina-
torikus képessége, ez az alland6” és csaknem elkeriilhetetlen Gsszehasonlitgatas
NewToN és LEBNiz infinitézimalis matematikaja kozott sziikségszerlien vezetett
J. E. HOFMANN kategorikus megallapitasdhoz: ,,A késGbarokk matematikai csics-
teljesitménye a katkulus felfedezése. Ez G. W. LEIBNIZ, egy lipcsei professzor fidnak
a kizardlagos érdeme.”*

MasfelSl ramutatott a modern matematika-torténetiras a newtoni infinitézimalis
matematika el8deinek a hosszll sordra. NEWTON mestere, Isaac BARROW ,.fedezte
fel” az ,,integralas” és ,,differencidlas” inverz jellegét. MERCATOR és James GREGORY
fedezték fel a ,,transzcendens fliggvények” sorbafejtését. FERMAT fedezte fel, hogy a
,differencialhanyados a differenciahinyados ,hatarértékeként” értelmezendd.
GREGORIUS A SANTO VINCENTIO fedezte fel az infinitézimalis analizis szempontja-
bo] annyira fontos Gsszefiiggést a logaritmus és az egyenld szaru hiperbola teriilete
kozott, DESCARTES a ,,differencidlegyenleteket”, GALILEI a fizikai problémabdl adodd
,.differencidlegyenlet integralasat™, és igy tovabb.>

Amit NEWTON matematikai munkajaban Ujnak és meglepdnek tartottak, az a
modern matematika-torténetiras szerint el6deitSl szarmazik s ezt sem & fejleszti
tovabb és juttatja diadalra, hanem LeiBNiz. Mit fedezett fel NEWTON, aki — minden
matematika-torténetiras ellenére — mégiscsak a modern infinitézimalis matematika
egyik legnagyobb jelent8ségli megteremtje volt? Mit tudott a matematikabol
NeEwTON?

Modern fogalmak és a XVII, szazadi matematika

Lassuk el8sz6r mit nem tudott.

1. Nem tudta, hogy mi a fiiggvény. Sem &, sem kortarsai nem ismerték ezt az
egyszerii, szimunkra oly mindennapos és nélkiilszhetetlen fogalmat.® Nem tudta,

3 Scortr, J. F.: A history of mathematics, London, 1958, 162: ,,...elfogadni LEIBNIZ ,deizmusat’
NEWTON ,pontozasa’ helyébe”. Lefordithatatlan szojaték, a diff. LeBNizi jelolésére épitve.

4 HormANN, J. E.: Geschichte der Mathematik, 2. Bd., Berlin, 1957, 62.

5 Lényegében mar ZEUTHEN igy latta ezt (ZEUTHEN, H. G.: Geschichte der Mathematik im
XVI. und XVII. Jahrhundert, Leipzig, 1903) s a infinitézimalis szamitas torténetének wjabb mono-
grafusai, ToepLiTz (ToepLiTZ, O. Die Entwicklung der- Infinitesimalrechnung, Berlin—Gottingen—
Heidelberg, 1949) és BovER (BOYER, C. B.: The history of the calculus and ist conceptual develop-
ment, New York 1949) szintén ezt a felfogast kovetik. Utdbbi szerint pl. a NEwTON és LEiBNIZ
kozott kitort priritasharc okat elsdsorban abban kell keresni, hogy azonos elédék munkajat foly-
tatjak, ill. veszik at.

6 A fiiggvényfogalom XVII. szdzadi el6torténetét jol ismerteti WHITESIDE, D. TH.: ,,Patterns
of Mathematical thought in the later seventeenth century”, Archive for History of Exact Sciences,
1, 179—388, 1960. Az infinitézimalis szamitds fontos szerepét a fiiggvényfogalom kialakuldsadban
BouTtroux ismerte fel (BOUTROUX, P.: L’idéal scientifique des mathématiciens, Paris, 21955, 118 —
119.), szerinte viszont NEWTON semmi egyebet nem tett, mint létrehozta a ,,végtelen algebrajat”,
a véges algebranak a tetszOleges pontossdg figyelembevételével térténd folytatdsat (i. m. 129.).
BouTroux végeredményben az EuLer-féle fiiggvényfogalmat vetiti vissza a XVII. szdzadba, az
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mit jelent egy adott szimhalmaz minden egyes x eleméhez egy masik halmaz egy
vagy tobb y elemét rendelni. Nem a hozzarendelés fogalma okozta a nehézséget.
A NewToN korabeli matematika kiterjedten dolgozott tablazatokban kifejezett
osszefiiggésekkel. NEWTON maga jelentds helyet foglal el az interpolacios modszerek
fejlesztésében. Az interpolacié pedig nem egyéb, mint 0j szamértékek adott szamérté-
kekhez bizonyos szabalyok szerint torténG hozzarendelése. Azt is tudta NEWTON,
hogy az algebrai egyenletek adott szamokhoz rendelnek hozza méas szamokat, de
sohasem jutott eszébe dltaldnossdgban egy adott halmaz minden egyes eleméhez
egy masik halmaz egy vagy tobb elemét rendelni hozza. NEWTON nem Aaltalanositja
a hozzarendelés fogalmat, s igy ahol alkalmazza is ott sem szabad ebben ,,fliggvényt”
latnunk. Nem szabad még az EuLer-féle fiiggvényfogalom értelmében sem, mert
az EuLEr-féle figgvényfogalom mar a modern fiiggvény sziik korben érvényes
intuitiv megsejtését jelenti.

2. Nem ismerte NEwTON a hatarérték fogalmat sem.” Tobb helyen beszél
ugyan ,.eltlinG” és ,,megsziilet6” mennyiségekrsl, s6t ir — kiillonosen levelezésé-
ben — minden adott értéknél kisebb eltéréssel t6rténd megkSzelitésrdl is és kisérletet
tesz a végtelen sorral nyert megkozelités esetében az elhanyagolas folytan elalld
hiba megbecsiilésére, de a hatarérték fogalmat, ami a konvergencia kritériumokkal
koriilbastyazottan a modern infinitézimalis analizis lelkét jelenti, a hatarérték fogal-
mat nem ismeri. Ujbol nem azt akarjuk ezzel mondani, hogy nem dolgozik vele.
Hiszen szamos olyan feladatot old meg, amit mi a limesz-fogalom segitségével
végziink el. Szinte boszorkanyos iigyességgel dolgozik végtelen sorokkal. Nyoma
sincs ndla CAVALIERI bizonytalansiginak vagy WALLIS probalgatisainak. Maga-
biztosan jar azon a teriileten, ahol elGtte sotétben tapogatéztak, vagy — sokszor
még James GREGORY is — klasszikus mddszerekkel megkeriilve a problémat, in-
direkt bizonyitast alkalmaztak. De a hatarérték és a konvergencia fogalmat, azt,
hogy ,,barmely kicsiny & szimhoz rendelhet§ egy N kiiszobszam tgy ...” — azt
nem ismeri.

3. Nem ismerte a ,,folytonossag” fogalmat. Foloslegesnek tiinik talan kiilon
kiemelni ezt, mert mi a folytonossagot a fiiggvényeknél vezetjiik be a limesz-fogalom
segitségével, de a folytonossdgnak a mi mai felfogasunk szerint centralis jelentGsége
van a differencialszamitas elméletében és igy nem art szem el6tt tartani, hogy ennek
az elméletnek egyik megteremt8je, NEWTON nem ismerte azt.

algebrai és nem-algebrai fiiggvények megkiilonbdztetését keresi ott, ahol nem errdl van sz6, hanem
végtelen ,.egyenletekrdl” és infinitézimalis szamitasrol. V6. SzOKEFALVI-NAGY BELA: Valds fiigg-
vények és fiiggvénysorok, Budapest, 1954, 11.: ,,A valds valtozos fiiggvények elmélete a differentidl-
és integralszamitdsnak NEWTON és LEIBNIZ altal a XVII. szdzadban tértént felfedezésével kezddott.
E szadmitdsok targyanak: a fiiggvénynek a fogalma egyiitt fejloddtt az elmélettel. DESCARTES a
szazad elsd felében a ,geometriatol’ még minden olyan gorbét tavol kivant tartani, amely nem
definidlhaté algebrai miiveletekkel. A differential- és integralszamitdsbol megsziileté matematikai
analizisban azonban rendre polgarjogot nyertek az algebraiakon kiviil mds egyszerii fiiggvények
is, mint a logaritmus, exponencialis, trigonometrikus €s arcus fiiggvények, s ezekkel egyiitt minden
olyan fliggvény is, amely beldliik ered akar kdzvetleniil, akar az infinitézimalis szamitas eszkdzeivel:
kvadraturdkkal vagy végtelen sorok osszegeként. Legaldbbis ezeket tekintette pl. EULER igazi
fiiggvényeknek”.

7 VEKERDI LAszL6: ,,Infinitézimalis modszerek Pascal matematikdjiban™, A Magyar T udo-
mdnyos Akadémia Ill. (Matematikai és Fizikai) Osztdlydnak Kézleményei, 13, 269—285, 1963,

5 IIl. Osztaly Kozleményei XIV/4




426 . VEKERDI L.

4. Ugyanezen okbdl jegyezziik meg, hogy nem ismerte a monotoénia fogalmat
sem.

5. Nem ismerte, még sik esetében sem, az analitikus geometriat,® helyesebben
azt, amit ma ez alatt a kifejezés alatt értiink: a sik pontjaihoz rendelt szamparok
kozotti kapesolatok vizsgalatat. Pl. az ellipszis szAmara nem a sik azon x, y pontjai-
nak a helye, amelyek kielégitenek egy bizonyos — a koordinatarendszertdl fiiggd —
masodfoki egyenletet. NEwToNnak az ellipszis koordinatarendszertdl fiiggetlen
geometriai fogalom, kis és nagy atmérdvel, fokuszokkal, érintSkkel és azoknak
megfelelS atmérGkkel és ezek kozo6tt a vonalak kozott fennallé aranyokkal. Szamara
a geometria adekvat matematikai modszerét az aranyok jelentették, nem az egyen-
letek. NEWTON sokat dolgozott egyenletekkel, de azt tartotta, hogy a két tudomanyt,
geometriat és aritmetikit nem szabad Osszezavarni. Milyen gondosan iigyeltek a
g0rogok ennek a kettGnek az elkiilonitésére! S milyen sok bajt okoznak a modernek
a kett§ Osszekeverésével: elveszik a geometria ,,egyszeriiségét és elegancidjat”.

Szamunkra, akik sokszor napokig toprengiink a Principia egy-egy ,.egyszeri’™
ellipszis-tételén, amit modern analitikus geometriai mdodszerekkel percek alatt megér-
tiink, kiilonosnek tiinhet NEWTON izlése. Azonban ha a newtoni matematikat kivan-
Jjuk megérteni, alkalmazkodni kell hozza. A fiiggvény, a hatarérték, a folytonossag,
a monotonia fogalmai és a koordinata geometria nélkiil kell kézeledniink a newtoni
analizishez.

A XVII. szazadi angol matematika numerikus tradicioi

A XVIL. szazadi matematika egyik legfontosabb tette az algebrai egyenletek-
kel kifejezhetd, DESCARTES altal ,,geometrikus™-nak nevezett (algebrai) és az igy ki
nem fejezhet§ ,,mechanikus”-nak nevezett (transzcendens) problémak kozotti kiilonb-
ségtétel s utobbiak 1épésrdl lépésre torténd tisztdzasa volt. Az angol matematika
azonban sohasem tett olyan éles kiilonbséget geometrikus és mechanikus problémak
kozott, mint a Cartesianus. S6t, eleinte meg sem értik a mély megkiilonboztetés
lényegét.

William OUGHTRED, I. Karoly koranak legnagyobb matematikusa irta pl.
egy mechanikus segédeszk6zdkkel megoldhaté problémaval kapcsolatban: ,,Vonal-
z6k és korz8k nem mechanikusak-e és mégis nem minden geometrikus problémat
ezekkel oldunk meg? Es nem hasznalunk-e kiipszeleteket a maguk megfeleld miisze-
reivel és maradunk mégis a nem-mechanikus problémak kérében 2’ A mechanikus
problémakat épp tigy meg kell oldani, mint a geometrikusakat, a kiilonbség csak az,
hogy el6bbiekben altalaban nem lehet teljes pontossiggal szamitani, meg kell elé-
gedni megkozelitésekkel. Ilyen megkozelitG szamitasokba iitk6ziink mindeniitt,.
ahol pl. a kor keriiletének, ivhosszanak vagy szogeinek a mérése szitkséges: az egész
trigonometriadban. A trigonometrikus szamitasok a XVI. és XVIl. szdzad soran
igen nagy jelentdségilieckké valtak a geografia és a hajozas fejlddése miatt, azért meg-

8 A matematika-torténetiras régen megcafolta azt a makacsul tovabb él6 tévhitet, hogy
DescarTEs ,,fedezte fel” az analitikus geometriat. J6I tudjuk, hogy nem ismerte a ,,Descartes-féle”
koordinatarendszert sem. V6. Boyer, C. B.: History of analytic geometry, New York. 1956.

9 Correspondence of scientific men of the seventeenth century. Ed. by STEPHEN PETER RIGAUD,
2 vols., Oxford, 1841. (Tovabbiakban Corr. Rigaud) I, 22, Oughtred to Price Junii 6°. 1642, 60—63,
61.
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konnyitésitkre nagy tablazatokat allitottak Ossze, s a sok szamjegy(i, megkozelit
szamokkal oly nehéz szorzds megkeriilésére vezették be a logaritmust. OUGHTRED
fémiive, a Clavis Mathematica ezeknek a trigonometriai megkézelitd szamitasok-
nak az ismertetését tartalmazza. Az angol matematika a gyakorlati szamolas feldl
indulva nem latta olyan nagynak a kiilsnbséget geometriai és mechanikai probléméak
ko6z6tt, mint az elméleti megoldasokra torekvd Cartesianus, Angliaban er8s szamolo-
tradicié €l a XVII. szazad elején, amely a kiszamithatosagra helyezi a salyt a mate-
matikai problémakban, nem az elvi kiilénbségekre.

DESCARTES geometridjahoz képest szinte gyerekesen hat ez a szdmolds angol
matematika. Ime idézet egy egykoru levélbél: , A4, E, és I igy okoskodtak: 4 azt
mondotta, hogy ha 480 fonttal tobb pénzem lenne mint amennyi van, akkor annyi
lenne, mint amennyi F-nek és I-nek van egyiitt; E azt mondotta: 480 fontot adva
a pénzemhez, kétszer annyi lenne, mint 4 és I-nek; I azt mondotta: 480 fontot adva
a pénzemhez, hiromszor annyim lenne mint 4 és F-nek egyiitt ...”” Ezt és két hasonlé
kérdést OuGHTREDhez, kora legnagyobb angol matematikusahoz intézte a levél-
ir6 és hozzafiizte: ,,Uram, tudom, hogy 6n meg tud felelni a kérdésekre, vagy ha
nem, Ggy senki emberfia; mert nincs €16 ember, aki tébbet tudna matematikabol,
mint 6n ...”’1°

Egyenletek felallitisa, transzformalasa valamilyen ismert alakra, a gyodkék

— sziikség csetén tablazatok segitségével torténd — pontos vagy kozelit§ kiszami-
tasa a XVII. szdzad kozepén az angol matematika centralis problémakore. Egyen-
letek és sohasem fiiggvények. IsmeretlenekrGl van benniik szd, nem valtozdkrol,
ismeretlenekrél, amiket ki kell szamolni vagy egyszer(i aritmetikai miiveletek, vagy
ha ez nem lehetséges, tablazatok segitségével. Ehhez az egyenleteket kiilonféle
iigyeskedésekkel mar ismert formara kell hozni, transzformalni kell. Az algebra
ebben a felfogasban kozonséges szamolas, csupan a szimok helyett betiikkel dol-
gozik. Amint NEwTON alapvetd algebrai miivében, az Arithmetica universalis-ban
megfogalmazza, csupan annyiban kiilonb6zik a szamokkal toérténd szamolastol,
hogy meghatarozatlan jelekkel dolgozik az adott szimok helyett.!? Az egyenletek-
ben az ismeretlen vagy ismeretleneket meghatarozott szamok helyett ezekkel az
indefinit jelekkel kell kapcsolatba hozni. Az egyenletek megoldasa az ismeretlenek-
nek ezen meghatarozatlan jelek altali kifejezésébdl all s éppen ezért, mert jelekkel
dolgozik, a megoldas altalanos érvényi: az algebra ilyen értelemben véve univerza-
lis tudomény, amelyik tételekre vezet.!? Ezek a tételek az egyenletek megoldasara
vonatkoznak. Az algebra NEwTON felfogasaban az algebrai egyenletek megoldasdnak
a tudomanyat jelenti. Olyan problémak oldhaték meg a segitségével, amiket egyen-
letekbe lehet Onteni. De nem minden probléma fordithaté le algebrai nyelvre mar
a geometriaban sem, még kevésbé a mechanikaban és a csillagaszatban. Az algebra
NEwTON szemében korlatolt tudomany. Csak elGkészitGje egy altalanosabb, minden
— vagy legalabbis minden fontos — probléma kezelésére alkalmas tudomanynak,

10 Corr. Rigaud 1, 35, R. Shuttleworth to Qughtred 22. Jan. 1656, 88—90.

1 Arithmetica universalis sive de compositione et resolutione arithmetica auctore Is. NEWTON,
Eq. Aur. Cum commentario JOHANNIS CASTILLIONEL... Amstelodami 1761, 1. — Az Arithmetica univer-
salis orosz forditdsit kit{ind jegyzetekkel és kisérd tanulmannyal adta ki A. P. Juskevics. (Iszaak
N’juton ,Vszeobscsaja arifmetika ili i kniga ob arifmeticseszkih szinteze i analize. Perevod, sztat’ja i
kommentarii A.P. JUSKEVICSA. Moszkva 1948.) A kévetkezOkben ezt a két kiadast hasznaljuk és
Castill, ill. Juskevics jelzéssel idézziik.

12 Juskevics ... 1.
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az analizisnek. A probléma megoldisa azonban az analizisben is éppen ugy, mint
az algebraban, a kiszdmitds. NEWTON miivei, még a legelvontabb matematikai mun-
kai is, szamolasi szkémékkal vannak tele. NEwTON matematikajanak egyik alap-
vetd vonasa a szamolasi konnyedség, a szamolas szkematizalasara vald torekvés.
Ebben teljesen az angol matematikai tradicid folytatdja. DESCARTES univerzalis
modszert keresett a matematikdban, NEWTON szidmolasi szkémdakat.

Algebra és infinitézimaiis analizis

Az algebrat NEWTON az infinitézimalis analizis bevezetésének tekintette. Ebbdl
a szempontbol nagyon fontos az Arithmetica universalis egyik fejezete,!> amelyben
NEWTON az egyenletek ,,hatarainak” (limites) a kiszamitasat targyalja. Egy egyenlet
hatérain azt a két szamot értették, amelyek k6zé az egyenlet gyokei esnek. NEWTON
ugy jar el a megkeresésiikben, hogy lépésenként ,,redukalja” az egyenletet addig,
amig az az ismeretlent mar csak els6 hatvanyon tartalmazza. Az egyenletek redukalt
soraba egymasutan az 1, 2, ..., ill. —1, —2, ... értékeket helyettesiti be. Az a szam,
amelynek a behelyettesitésére a redukalt egyenletek mindegyike azonos el&jelii
eredményt ad a hatar, ennél nincs az egyenletnek nagyobb pozitiv vagy negativ
gyoke.

Az eljaras lelke, a redukcié nem NEwTON felfedezése. A holland Cartesianusok,’
elsGsorban J. HUDDE dolgoztak ki. Az egyenletek redukcidja a XVII. szazad hatva-
nas éveiben a matematikai kutatas egyik centralis kérdése volt. ,,Amit 6n az algebra
nagy kivinalmanak tart — irja 1670-ben James GREGORY COLLINSnak — és SLUSIUS-
tél vagy Ricciotdl varja a megoldasat, azt én kénnyen megoldom (megbizhatd méc;on)
altalanos érvénnyel igy: legyen

xS—ax*—b2x34+c3x2—d*x = N7,
szorozzuk meg minden tagjat sajat kitevGjével, az igy el6alld egyenlet

5x% —4ax* -3b2x3+2c3x2—d*x = 0,
vagy
S5x*—4dax® -3b2x2+2c3x—~d* =0,

amely masodik egyenletnek barmely gyokét behelyettesitve az elsd egyenletbe x
helyébe, az ered§ mennyiség az az érték, amelyen til (ha N>3-t nagyobbnak vessziik,
mint az ered6 mennyiség) az elsG egyenlet két gyokének lehetséges voltat vesziti
el. ...”1* A bizonyitast nem kozli, az ,,tal faradsagos™ — irja — és felteszem, hogy
kiprébalhatja anélkiil is”,*S fiizi hozza.

A XVII. szazadban nagy divat volt formulak kozlése azok bizonyitasa nélkiil.
Kézr6l kézre jartak a nagy matematikusok képletei és eljarasai, szampéldak tome-
gére alkalmaztak matematikus és amateur tisztelGik — a kett§ kozott a XVIL
szazadban nem volt olyan nagy szakadék, mint ma — s éppen ezek a példak okoz-
tak, hogy a miiveltek kis kore lassan szinte atitatddott — ha sokszor csak feliilete-
sen is — matematikaval.

13 Caput IV.

4 The Correspondence of Isaac Newton (tovabbiakban Corr.) Vol. 1. 1661 —1675. Ed. by
H. W. TurnsuLL, Cambridge, 1959, 20, Gregory to Collins 23 Nov. 1670, 45—49, 45.

15 Uo. 46.
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A XVII. szazad matematikajaban nagyon fontos szerepet jatszottak az egyen-
letek, s a HUDDE-féle mddszert6l azok néhany fontos tulajdonsaganak a megismerését
vartak. Els6sorban pl. azt, hogy milyen szélsGértékekkel rendelkezik egy adott
egyenlet? GREGORY 1672-ben hosszu levélben!® magyardzta meg CoLLINSnak,
hogyan kell hasznéalni a redukciés mddszert az egyenletek maximum—minimuma-
nak a meghatirozasira. Az egyenletnek ott van szélsGértéke, ahol azt a redukalt
egyenlet gyokei mutatjak. A maximum, ill. a minimum értékét pedig ugy kapjuk
meg, hogy a redukalt egyenlet gyokeit behelyettesitjiik az eredeti egyenletbe.

Ez az egyszeril szabaly, amit ma minden elsd éves matematikus azonnal helyére
tesz, a XVII. szazad legnagyobb matematikusainak okozott sulyos fejtér6t. Tud-
tak, hogy a szabaly valamiképpen Osszefiigg a gérbéhez vont érint8 meghatarozasa-
val. Tudtak, hogy a redukalt egyenletbdl a gérbe sok mas fontos tulajdonsagara
is lehet kovetkeztetni-a szélsGértéken kiviil. Pl. tudtak azt, hogyha adva van két
gorbe metszését kifejez§ egyenlet, akkor a két gérbe metszéspontjainak megfeleld
Osszeesd gyokoket a HuDDE-féle redukcidval lehet meghatarozni. Nem hidba nevezte
CoLLINS az egyenletek redukcidjat az ,,algebra nagy desideratumanak™.

Maga NEWTON mar 1664-ben kimutatta egy megfelelSképpen felallitott egyenlet
HuppEe-féle redukcidjanak a segitségével, hogy a kvadratura és érint&szerkesztés
Osszetartozd miiveletek, sSt, ismerte mar az Osszetartozas jellegét is: egy adott gor-
béhez érintSt szerkeszteni annyit jelent, mint meghatirozni egy maésik, alkalmasan
felvett gorbe alatti teriiletet és megforditva.l”

Késébb ez a tétel lett az infinitézimalis szamitas un. ,,fundamentalis tétele”,
s € miatt a tétel miatt lett BARROwW — aki hat évvel NEwWTON kézirata utan feltehetGen
eldszor kozolte azt nyomtatasban — az infinitézimalis szamitas egyik ,,felfedezGje™.

Azonban a XVII. szazad kézepén, amikor nem ismerték a ,,primitiv fiiggvény”
és a ,,derivalt filggvény” fogalmat — hiszen nem ismerték még a ,,fiiggvény” fogal-
mat sem — akkor ennek a tételnek nem tulajdonitottak olyan nagy jelentGséget,
mint ma. Az egyenletek redukcidjanak, annak igen. Az volt a ,,nagy desideratum™
— ahogy COLLINS nevezi — nem a ,,Fundamentalsatz”. A fundamentalis tétel csak
azutan valt az infinitézimalis szamitas alaptételévé, miutin kezdtek fiiggvényekben
gondolkozni a matematikusok, s a tétel csak szamukra mondja majd a ,,primitiv
fliggvény™ és a ,,derivalt fiiggvény” inverz voltat. A végeredmény ugyanaz, de a
sorrend kiilonb6z6, s torténeti szempontbdl ez nem kdzémbos. Mi a fiiggvény felsl
haladunk a differencialas és integralas miivelete felé, a fejlGdés tja azonban fordi-
tott volt. EIGbb tudtak differencidlni és integralni, mint azt megmondani, hogy mi
a ,fiiggvény”. A fiiggvény fogalom megsziiletéséhez az egyik legfontosabb impul-
zust éppen az infinitézimalis mddszer kialakulasa és gyors fejlédése szolgaltatta.
A XVII. szdzad nem fiiggvényekben, hanem egyenletekben gondolkozott. Véges
(algebrai) vagy végtelen sok tagu (transzcendens) egyenietekben, s az egyenletek
tették a XVII. szdzad matematikusai szimara lehet§vé a kvadratura és az érint6-
szerkesztés kozotti Osszefiiggés definialasat.

s Corr. Rigaud II, 206, J. Gregory to Collins 14 Febr. 1672, 232—237.
17 Corr. 11, 190, A mannuscript by Newton (? 1664), 164—167.
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,»IModszer kvadralhat6 gorbe vonalak kvadralasara’’

Az elv egyszerii: ha adva van két gorbe tigy, hogy az egyik érint8jének az adatai
hatarozzak meg a masik gorbe alatti teriiletet, akkor ez a teriilet mérhetd, kvadral-
haté. Az érint6 adatainak a meghatarozasa DESCARTES nyoman tortént. NEWTON
is DESCARTES modszerét alkalmazza 1664-es, az infinitézimalis szamitas ,,alaptételét”
kimond¢é kézirataban: egy korrel metszi a gorbét, amihez érint6t kell vonni, s azutan
egybeejti a két metszéspontot. Ekkor a kor és igy ebben a pontban vont érintGje
is érinti a gorbét. A metszéspontok egybeesését a kor és a gorbe metszését kifejezd
egyenlet két gyokének az egybeesése adja meg. Ezaltal megkapja az érintre merd-
leges egyenesnek, az érint§ normélisinak az adatait. Igy megszerkesztve egy cha
gorbe minden /# pontjaban az érint6t, s az érintét definialé bgh normalis haromszog

o
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€ i
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h /’J/\
A N
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/
b Qa
b
rq a ) 77
o -
e
e ’(_
w
[A]
1. dbra 2. dbra
bg 2 oL A Fi % bg
& oldalardnyanak tetszGleges an-szeresét véve egy masik aew gorbe ge=ang—h

ordinatainak, ez alatt a masik gorbe alatti teriilet egyenld lesz a tetsz6leges an tavol-
sag és a gorbe h pontjdhoz tartozd gh ordinata szorzataval.

A bizonyitis nagyon egyszerili: NEWTON az érintGsokszoggel helyettesiti a aha
gorbét és az érint8sokszdg d, i, ... cslicsaibdl az ab egyenesre bocsatott merdle-
gesekkel kis téglalapokra osztja be az aew gorbe alatti teriiletet, s azutin a sokszog
oldalait egyre kisebbnek véve, a téglalapbeosztas sszege egyre jobban megkozeliti
az aew gorbe alatti teriilet értékét. A sokszdg h pontjaban — a cha gbrbe egy tetszs-

legesen felvett pontja — azonban a dpi haromszogb8l megadott Q—s érintGarany

a beosztas finomitasa kdzben is alland6 marad. Ugyanis barmely hataron tul csékken
is az érint8sokszdg di oldala, a dpi hiromszdg dp és ig oldalai mindig merSlegesek

maradnak a bgh haromszdg gh és bg oldalaira s igy az érint6 hajlasat megadd QI—Z

ardny mindig azonos marad s egyenl8 a bgh normalis haromszog allandé ;—f oldal-

aranyaval.



VEGTELEN SOROK ES FLUXIOK 431

Mindezt nem mondja el ilyen részletesen NEWTON. Az eljaras, az érintG ¢és a
normalis haromszdgeknek ez a viselkedése, valamint a téglalapbeosztas finomitasa-
val torténd teriiletmeghatarozas a XVII. szazad kozepén mar kozismert. Kozismert
a hatvanas években az érintGszerkesztés és a kvadratira kozotti ilyen Osszefiiggés
is. A kor matematikusainak a leveleiben nagyon gyakran fordulnak el§ ezt az Gssze-
fiiggést jelol6 diagramok sokszor minden utalas nélkiil. James GREGORY 1668-
ban nyomtatasban is kozo6lte. Az elv mar egy évtizeddel azel6tt megjelent egyébként
nyomtatasban Franciaorszigban, PascAL alkalmazta a szinuszgdrbe alatti teriilet
meghatarozasara.l8

Mint ismeretes, utobbi vezette LEIBNIZet a ,karakterisztikus haromszog”
fogalmara. Az egész fogalomkor, amib6l az infinitézimalis szamitas algoritmusa
konkretizalodik, tavolrél sem 0j mar a XVII. szdzad kozepén. ,,Karakterisztikus
haromszog™ és az érintGszerkesztés-kvadratura kozotti Osszefiiggés — amiket
LeBNIZ és BARROW nagy felfedezéseiként tart szamon a torténetiras — pl. mar
valdsziniileg mint k6zismert anyag keriil egy 21 éves Cambridge-i diak, Isaac NEWTON
DESCARTES-bO] készitett jegyzetei kozé.

Nem az infinitézimalis szamitis geometriai alkalmazasa, nem az érint8szer-
kesztés és kvadratura kozotti osszefiiggés felismerése az j ezekben a jegyzetekben.
Még csak nem is az, hogy egyenletekbe 6nt egy geometriai problémat. Ezt Des-
CARTES-bdl veszi, Gigyannyira, hogy atveszi még a betll jeloléseit is. Az az eljards sem
Uj, ahogyan a probléma egyenletébll megkapja az érintési feltételt s igy az gew
gorbe ge ordinatait. Ez az eljaras nem egyéb, mint a HuDDE-féle redukcio. ,,A kife-
Jezésnek két egyenld gyoke van és ezért megszorozzuk a HUDDE-féle modszer sze-
rint” irja NEWTON,

Kis tulzassal azt lehetne mondani, hogy ebben az 1664-es NEwWTON kéziratban
egyediillacimaz\ij:,,Mo6dszer kvadralhatod gorbe vonalak kvadralasara”. Nem minden
gorbe vonal kvadralasara, hanem csak az olyan gérbe vonalakéra, amik kvadralhaték.
NEWTON mar 21 éves koraban is NEWTON: a definicidk, a pontos meghatirozas, az
axiomatizalas mestere. A tébbiek, nem csak CoLLINS, hanem még az olyan nagyon
nagy matematikusok is, mint James GREGORY, egyre-mdasra hasznaljik a ,,minden”,
az ,,altalanos” az ,,univerzalis™, jelz8ket modszereikre. NEWTON igyekszik pontosan
fogalmazni: ,,amik kvadralhatok”. Melyek azok a gorbék, amelyek kvadralhaték?
Az 1664-es kézirat vilagosan felel erre: Olyan gorbék, amelyeknek a teriiletét egy
masik gorbe érintdsajdtsdgai adjak meg. A kézirat két példat hoz fel, egy x3/a egyen-
letli parabolat és egy a3/x egyenletli hiperbolat. Ezeket az egyenleteket kombinalva
a metsz8 kor egyenletével. a Hudde-féle redukcidoval azonnal megkapjuk az érintési
feltételt, az 0j, kvadralhatd gérbe egyenletét. Az x3/a egyenletii parabola esetében

3
ge :3_);_x lesz az 1ij gorbe egyenlete, az a/x hiperbola esetében pedig ge=£;.

3xx

x _ x3 3 3
A o gbrbe alatti teriiletet - Az

alatti teriiletet a? adja meg. A gorbék

B

kvadralhatok, mert Ggy vettiik fel, hogy azok legyenek. A feltétel — ismételjiik
meg — az volt, hogy a kvadralhaté gorbe egyenletét egy masik gorbe érint8jének az
adatai szabjak meg.

A megoldas, ha a kvadralhaté gorbe egyenlete, mint a fenti két példaban,

18 Traité des sinus du quart de cercle. = Oeuvres completes de Pascal, édition Pléiade. Texte
établi et annoté par JACQUES CHEVALIER. Paris 1954, 275—282, 275—277.
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b

hatvany, nagyon egyszerii. Ha a gorbe egyenlete, ahol a és b allandok, akkor

Coooax? Tenlh oo xm g h o
a gorbe alatti teriilet 5 Ha altalanossagban aT a kvadralhaté gorbe egyenlete,
axm+1 .
a terillet miDb lesz. Nem sziikséges egész szamokhoz ragaszkodni a kitevében,

lehet a kitevS barmilyen tort. Es ha a kvadralhaté gorbe egyenlete nem egytagi,
hanem hatvanyok Osszegébdll vagy kiillonbségébdl all, akkor a kvadratura képlete
tagonként alkalmazhaté. Ha pedig a gorbe egyenlete nem’ hatvanyok &sszegébdl
all6 kifejezés, akkor meg kell kisérelni ilyenné alakitani. Hogyan? Egyszeriien ugy,
hogy elvégezziik a kijelslt miiveleteket. Szdmolni kell az algebrai jelekkel, mintha
1 .

csak kozonséges szamok lennének. ,,Haa+b = Py irja NEWTON 1665-ben —,
elosztom 1-et (a + b)-vel ugy, mintha tizedes tortek lennének és az

.l — __[2_ -+ é_b — b_3 + _b_4 & ¢
a aa a* o a7
hanyadost kapom, ami kitlinik abbol is, ha mindkét részt (kifejezést) megszorzom
(a+ b)-vel. Ugyanigy vonom ki a gyokot (a® 4+ b)-b6l, mintha tizedestortek lennének
és azt talalom, hogy .
— bbb b3
l/a +b= a+z——&?+l—63§ & ¢,
ami kitlinik, ha mindkét részt négyzetre emelem.”*?
Ugyanebben a kézirataban kimutatja azt is, hogyan adhaté meg m/n tetszSleges

m

értéke esetében hatvanyok végtelen soraval egy a+b}7 alaku kifejezés:

m m
n n

a" + —-a" &ec.

a+b} + 2n  aa n 2n  3n a’

=a

mb 2 mm—nbb = mm—-n m—2n b =
n a n

Az ,,0j” itt sem a tételben van. Mar PASCAL hasznalta a binomok kifejtésére
az aritmetikai haromszoget és mar arab szerzénél is el6fordul a ,,binomialis tétel”.
De csak egész kitevGk esetében. NEwTONnal azonban m/n tetszGleges lehet, pl. 1/2,
és akkor a sor éppen a+ b négyzetgydkét adja meg. Kifejthet§ pl. ennek a sornak
a segitségével 1 — xx, az egység sugari kor egyenlete, s az x hatvinyainak az 6sszegé-
bdl all6 kifejtett alakban tagonként végezhet§ el a kvadratura. Kozvetlen modszerrel
egyszeriien megoldhat6 a kor teriiletének a kiszimitasa, a kozvetett és korillményes
eudoxoszi és a pontatlan és nem egészen megalapozott indivizibilia médszer nélkiil.

Igy a bonyolultabb kifejezéseket sokszor kvadralhaté alakra lehet hozni, ha
elvégezziik rajtuk a kijelslt miiveleteket, ,,mintha csak tizedes tortek lennének™.
S ha az eredmény végtelen sor lesz, attél éppen ugy nem kell megijedni, mint ha
pl. egy osztas vagy gyokvonas végtelen tizedes tortre vezet.

Az ,infinitézimalis szamitast” mar régen nem kellett felfedezni a XVII. szdzad

19 Corr. 11, 191. A mannuscript by Newton (? 1665), 168—171, 170. A négyzetet a Newton
korabeli matematika a betii megdupldzadsdval jel6li, a harmadik hatvanyt mar az altalunk is hasznalt
moédon. &c jel a mi +... jeltink megfeleldje.

’
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hatvanas éveiben. DESCARTES, PAscAL, FERMAT, CAVALIERI, TORRICELLI, RiccI,
HUDDE és SLUSE munkai utan mar nem volt erre sziikség. De azt a tényt, hogy a
végtelen hatvanysorba fejthet§ kifejezések allitjak el a ,,kvadralhatd gorbéket™,
azt fel kellett fedezni. Ezt nem tudtak a tébbiek, csak NEwTON és James GREGORY.

A két angol a hatvanas évek masodik felében egymastol fiiggetleniil csaknem
ugyanarra a nagy felfedezésre jutott. Fiiggetleniil? Személy szerint kétségkiviil igen.
De nem szabad figyelmen kiviil hagyni, hogy mindketten az angol matematikai
tradiciénak megfelelGen, konkrét szamolashoz szokott szemmel olvastdk — a
Cartesianus ,,geometriai algebrat” (ahogyan DESCARTES modszerét nevezhetnénk
valamivel talalébban a mindenképpen anakronisztikus analitikus geometria helyett).

Mindketten kétségkiviil jol ismerték a Cartesianus matematikat. James GREGORY
nem egyszer nyiltan is kifejezi DESCARTES iranti hddolatat.?® NewTtonN sokkal tar-
tézkoddbb volt ebben a tekintetben. DESCARTES-b6I indultak ki, de a végtelen sorok
segitségével atlépték a DESCARTES altal vont szigoru hatirvonalat a ,,geometriai”
(algebrai) és ,,mechanikus” (transzcendens) problémak kozott. Azt a hatarvonalat,
amit ,,Levelezése” ragyogd matematikajaban maga DESCARTES is nem egyszer
atlépett, s ami ellen — ha helytelen alapokon is —- az angol matematika mar
OUGHTRED 6ta lazadt. De csak GREGORY és NEwTON dolgoztak ki, a végtelen sok
tagl egyenletekkel vald szdmolds segitségével a két nagy teriiletet egységesits analizis
alapjait.

,»Analizis végtelen sok taga egyenletekkel...”’

A XVIIL. szazad hatvanas éveinek végén, hetvenes éveinek elején egymadssal
versengve killdik NEWTON és GREGORY CoLLINsnak szebbnél szebb sorbafejtéseiket.
Nagy figyelemmel kisérik egymas munkéjat. ,,Nagyon szeretném megismerni — irja
GREGORY 1670 nov. 23-4n Collinsnak — Mr. NEWTON mddszerét a kéttaga egyenle-
tek végtelen sorra vald alakitdsardl, amely formaban logaritmusokkal megoldhatoék:
én barmely egyenletet at tudok alakitani végtelen sorra, de nekem a logaritmusok
semmit sem segitenek, mert az én soraimban nincs semmi in ratione continua (foly-
tonos aranyban). Van egy moddszerem, amellyel nem-geometrikus problémakat
(legalabbis amiket eddig targyaltam) végtelen sorba tudok atalakitani. ... Azt hiszem,
hogy azok a sorok, amiket mellékelten kiild6k, némi hasonldsagot mutatnak azokhoz,
amikrél értesitett, hogy Mr. NEWTON és Mr. MERCATOR felfedeztek : ezért volt, hogy
oly gyakran kértem Ont, k6zolje velem az & felfedéseiket.”2!

GREGORY tudta, hogy egy sorban jar NEwTONnal. Még egy hénap sem telt
el, s mar gjra ir CoLLINSnak: ,,Legutobbi levelemben — irja — nem vettem észre,
hogy Mr. NEWTON sora korcikkre (amit On régen kiildstt volt nekem) hasonlé sorok
sokasagaval egyiitt kovetkezménye annak, amit én a logaritmusokra vonatkozdéan
kiildsttem Onnek, viz. Dato logarithmo invenire ejus numerum vel radicem potestatis
cujuscumaque purae in infinitam seriem permutare (adott logaritmusbol megkeresni a
numerust vagy hatvany tetszGleges gyokét végtelen sorra alakitani)”.??

GREGORY a hatvanas évek legvégén ugyanott tart, ahol NEwtoN. Felfedezte,
hogy végtelen hatvanysorba fejtett kifejezések tagonkénti kvadralasival vagy redu-

20 Corr. Rigaud 11, 220, J. Gregory to Collins 20 Aug. 1675, 269—272, 269.
2t Corr. 1, 20, Gregory to Collins 23 Nov. 1670, 45—49, 47.
22 Corr. 1, 21, Gregory to Collins 19 Dec. 1670, 49—52, 49—50.
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kalasaval olyan kifejezések kvadralhaték vagy redukalhatdk, olyan kifejezésekkel
megadott gbrbékhez szerkeszthet§ érintd, szamithat6é stlypont, olyan egyenletek
gyoke kereshet6 meg, amelyeknek 7art, kifejtetlen formaival szemben tehetetieniil
all a matematika. Amelyekkel szemben eddig legfeljebb egyes kivételes esetekben,
faradsagos egyszeri médszerekkel értek el valamilyen eredményt. Altalinos méd-
szerr§] eddig sz6 sem lehetett. Most a végtelen sorba vald atalakitas és a hatvanyok
kvadralasanak — redukalasanak az Osszekapcsolasaval olyan altalinos modszerhez
jutottak, amely elStt nem allanak tébbé hozzaférhetetlenként az 4ltalidnos kezeléssel
szemben eddig dacold ,,mechanikus” problémak.

Azok a kifejezések, amelyeket addig tablazatokban osszefoglalva, a gyakorlati
szamolas segédeszkOzeinek tekintettek: szogfliggvények és a hozzajuk tartozd kor-
ivek, a kamatos kamat tablazatok, a koriv hosszat és a korcikk teriiletét megado
tablazatok most mind elméleti megalapozottsagot nyertek és sok koziiliik egymésbol
levezethetvé valt. A tiablazatok adathalmazai mogstt GREGORY és NEWTON munkai
nyoman kezdett felderengeni az Jsszefiiggés.

Azok a problémak, amelyeknek a megoldasara eddig ,,mechanikus” eszkdzoket,
ill. k6rz8-vonalzd segitségével meg nem szerkeszthet8 gorbéket kellett igénybe venni
és tablazatokat szerkeszteni gyakorlati megoldasukra, mint pl. a szdgharmadolas,
sz0gotodelés, szoghetedelés ..., ill. a nekik megfelel6 négyzetgydk, negyedik gyok,
hatodik gyok...vonas; a kiilonféle spiralisok, conchoid, ciklois ihvossz és szegmentum
teriilletmeghatarozasai; a kor ivhossza és kvadraturaja ... egyszoval mindaz a hatal-
mas teriilet, amit DESCARTES mint ,,mechanikus” problémakat megprébalt tavol
tartani a geometria ,,tiszta’ épiiletétl, a zart algebrai alakban meg nem adhatd
problémak egyre nové vilaga a végtelen sorok moddszerével egyszerre bebocsatast
nyert a ,,torvényes” matematika keretei kozé.

NEWTON mar hosszi évek Ota dolgozott ezen a moédszeren, amikor GREGORY
értesiilt réla. A nemes skot azonnal elismeri prioritasat: kozli CoLriNsszal, hogy
addig semmit nem publikal ide vonatkoz6 kutatisaibol, amig NEWTON miive meg
nem jelenik.23

Varhatott volna GREGORY, amig NEWTON infinitézimalis modszere napvilagot
lat. A moédszert el8szénak szanta egy holland szerz8, KINCKHUYSEN algebrajanak
tervezett angol kiadasahoz. A konyv sohasem jelent meg, a modszer révid Gssze-
foglalasit NEwTON 1669-ben elkiildte CorLLinsnak. Ez a hires levél, a De Analysi
per AEquationes Numero Terminorum Infinitas** a kvadratura alaptételenek a sza-
balyokba foglalasival kezd6dik. Az 1. szabaly a tetsz8leges kitev6jii hatvany kvad-
ralasi szabalyat adja meg, a mar ismertetett médon. A 1I. a ,,tagonkénti integralhat6-
sigot” mondja ki, s azutan adja meg a szAmunkra jelen 6sszefiiggésben legfontosabb
II1. Szabalyt:

.,»Ha maga y értéke vagy annak valamely tagja a fentieknél Gsszetettebb, egy-
szer(ibb kifejezésekre kell visszavezetni; ugyanugy dolgozva a betiikkel, mint ahogy
az aritmetikaban végzik a tizedes tortekkel az osztast, gyokvonast vagy tobbtagi
egyenletek megoldasat; és ezekbdl a kifejezésekbdl a keresett gorbe alatti teriiletet
a fenti szabalyok alkalmazasaval azonnal megkapjuk.””23

23 Cor. 1, 25. Collins to Newton 5 July. 1671, 65—67.
24 =Tsaact NEWTONI Equitis aurati opuscula mathematica, philosophica, et philologica. Collegit
partimque latine vertit ac recensuit JoH. CASTILLIONEUS. I—1II. Lausannae & Genevae 1744. I,

25 Uo. 7.
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Példaként az b_j-a—; =y hiperbola és a Vaa— xx = y kor esetében végzi el

az osztast és gybkvonast, mintha kozonséges szamok lennének a betlik, s a kapott
végtelen sorokra alkalmazva a II és I szabalyt, azonnal megkapja — egy masik
végtelen sor forméjiban — a hiperbola, ill. kor teriiletét.

Harmadik példaként?® egy harmadfoki egyenlet

y —2y—5=0 (

megoldasit mutatja be. Ez a példa nagyon jellemz8 NEWTON matematikai gondol-
kozasara. Ugy jar el, hogy felvesz egy olyan szamot, amely sajat értékének 1/10-ével
kevesebbel tér el a keresett szdmtol. Jelen esetben ez pl. 2. Azutan 2+p értéket
helyettesit be az egyenletbe y helyébe és az igy el6alld

P +6p2+10p—1 =0

egyenlet p gyokének a kiszamitasiban elhanyagolja p els6nél magasabb hatvanyait.
Igy a 10p—1 = 0 egyenletb8l p =0,1-et kap els6 kozelitésként p-re. Most 0,1 +¢
értéket helyettesit a p egyenletében p helyébe s a kapott

q3+6,3g2+11,23¢+0,061 =0

egyenletben a g els6nél magasabb hatvanyait 4jbol elhanyagolva kiszamitja 11,23 +
+0,061 = 0 egyenletbd] g-t. Az eljarast tetszés szerint folytatva, a részleteredmények
Osszegezésével tetszés szerinti pontossaggal megkapja a keresett gyokot: 2,094551 ...
A szampélda azonban csak arra valé NEwTONnak, hogy annak a mintajara
jarjon el altalanos esetben is. Attéve a fenti eljaras 1épéseit betiikbe, pl. az

y+a*y—-2+axy—x3=0
egyenlet gyoket
= a_3c_+_3i+ 131x3+ 509x* & ¢
4 ' 64a  S512a> 1638443
alakban kapja meg, amib6l az I és II szabaly alkalmazisival azonnal megadja az
¥ gorbe alatti teriiletet:

x2 X3
ax—-g + 192a+ & e

Azutan targyalja a médszer alkalmazésait ,,geometrikus”, majd ,,mechanikus’
gorbék esetében. A két eset semmiféle elvi kiilonbséget nem jelent a médszer alkal-
mazasa szempontjabol. ,,Semmi olyanrdl nem tudok — irja — amire ez a médszer
valamilyen formajaban ne lenne Kkiterjeszthetd. S&t, ennek a segitségével érintSk
hiizhatok mechanikus gdrbékhez (akkor is, mikor mésképpen nem lehet) és amit
a kozonséges analizis véges, allandé szamn tagbdl all6 egyenletekkel elvégez (amikor
az lehetséges), ez végtelen egyenletekkel mindig teljesiti: ugyhogy ne kételkedjiink
abban, hogy ezt is megilleti az analizis e¢lnevezés (értsd: algebra). A szdmitidsok
ugyanis ebben semmivel sem kevésbé biztosak, mint amabban, sem az egyenletek
nem kevésbé egzaktak; mi, véges értelmi{i emberek nem tudjuk jel6lni minden tag-
jukat és igy felfogni sem, de mint megkdvetelt mennyiségeket (quantitates desisera-

s

26 Uo. 10—11.
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tas) egzakt médon felismerjiik: ugyantugy, mint ahogy véges egyenletek irracionalis
gyokeit sem vagyunk képesek sem szimokkal, sem bérmely analitikus modon ugy
kifejezni, hogy az maradék nélkiil, pontosan allitassék el§ valamely mennyiséggel.””2”
A dolgozat elején megadott I szabaly bizonyitdsat NEWTON a munka legvégén
kozli. A matematikatorténetiras elsGsorban ezt szokta kiemelni a De Analysi ...
gazdag gondolatvilagdbdl, mert a kifejlett differencidlszamitas fel6l nézve a diffe-
rencidlhanyados képzésének primitivebb formajat ismeri fel benne.?® Valdjaban
pedig ez a mii legkevésbé eredeti része, az italiai iskola és BARROW mozgasgeometriai
megfontolasainak a korében marad. A médszer egy geometrikus eljaras altalanosi-
tasa. Ugy hatarozza meg az AD gorbe alatti ABD teriiletet, hogy a gorbét a BD
ordinata ,,egyenletes mozgasabol” szidrmaztatja és a valtozé BD ,,momentummal’
torténd ,,novekvést” egy allandé KB egységnyi momentummal torténd novekvéssel
hasonlitja 6ssze. A valtozé6 BD momentum altal kisepert ABD teriilet igy az allando,
egységnyi KB momentum 4altal leirt AHKB teriilettel mérhets.2°

L
—

d
i
D
A ol
H K
A a (e

3. dbra 4. dbra

Ezt a megfontolast viszi at algebrai formaba és bizonyitja segitségével a mii
elején megadott hatvany-integralasi szabalyt. A BD momentumot egy kis BKHf
négyszoggel helyettesiti — mintegy ,,széthtizza’ erre a négyszogre — és ezzel a kis
négyszoggel megndvelt teriiletet helyettesiti az ABD teriiletet kifejez8 egyenletbe.
Ugyanakkor az AB helyébe a Bf-val megndvelt értéket teszi be, az egyenletet ren-
dezi, egyszertisit, azutan Bf-t zérussal teszi egyenlGvé és minden tagot elhagy, amiben
eléfordul.3°

Ez a bizonyitas nem egyéb, mint a mozgésgeometriai teriiletszamitas meg-
fejelve FERMAT érintGszerkesztési mddszerével. Ennek megfelelSen ugyanazok a
kritikak hozhatok fel ellene, amiket a kortars-matematikusok DESCARTES-t0l kezdve
oly gyakran s annyi joggal szegeztek szembe az 1j infinitézimalis matematikaval.
Azokkal a bizonytalansagokkal terhelt ez a bizonyitas, amik miatt a XVII. szdzad
egyik legnagyobb matematikusa, HUYGENS, sohasem fogadta el az uj mdodszereket.

A De Analysi ...-ben kiilonos fordulattal 4llunk szemben. Ami addig ,,érthetet-
len” volt, a ,,mechanikus’ problémak megoldasa a végtelen egyenletek segitségével
fogalmilag tisztazottd, gyakorlatilag tetsz8leges pontossidggal kiszdmithatova valt.

27 Uo. 24—25.

28 Pl. CHILD, J. M.: ,,Newton and the art of discovery”. = Isaac Newton 1642—1727. A memo-
rial volume ed. by W.J. GREENSTREET. London 1927, 117—129.

29 De Analysi ... 19.

30 Uo. 27-28.
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Ami addig egyszeriinek latszott, a kozonséges algebrai egyenletekkel leirhato
,geometrikus” gorbék kvadralasa viszont visszasiillyedt a DESCARTES-1 tisztasagbol
a szazad jol-rosszul megfogalmazott infinitézimalis mddszereinek a ziirzavaraba.

A folytonos folyas matematikaja: a fluxioszamitas

A mi szamunkra, akik a folytonos fiiggvények ismeretében kozelediink a diffe-
rencialhatésag fogalma felé, ez a bizonyitas jobbnak latszik, mint amilyen valdjaban.
Ne unjuk meg ismételni, hogy a XVII. szdzad nem ismerte a fiiggvények és a foly-
tonossag fogalmat, de annal inkadbb az egyenleteket és a ,,matematikai’” mozgast.
Nem ismerte a differencidlhanyadost, de tudta, hogy az érint8szamitds, maximum—
minimum feladatok, egyenletek redukcidja k6zos mddszeren alapulnak. Tudta azt
is, hogy ez a modszer specialis Osszefiiggésben all a kvadraturaval. A hatvanas
években NEWTON és GREGORY felfedezték, hogy ha az algebrai jelekkel ugyanigy
szamolunk, mint a k6zonséges szamokkal és ha a kozonséges egyenletek helyett
,,végtelen egyenleteket” alkalmazunk, akkor semmi elvi kiilonbség nincs az alkal-
mazott modszerek szempontjabdl a ,,geometrikus” és a ,,mechanikus”, nem-algebrai
problémak kozott. A végtelen sorokkal torténd analizis egységes nagy mddszer, ez
a mbdszer a matematikaban. Ezért mondotta NEWTON, a nagy algebrista a ,,véges”
algebrarél, hogy az ,.kontarok matematikéja.”

De hianyzott még az (j analizis elméleti megalapozasa. Annak a megadasa,
miféle mennyiségekre érvényesek a hasznalt ) modszerek.

A g6rog matematika az eudoxoszi aranyelméletben taldlta meg a maga mod-
szereinek ilyen jellegii megalapozasat, a XIX. szdzadi matematika a valds szamok
DEeDekIND-féle elméletében és a CaNTOR-féle halmazelméletben. A XVII. szazadi
matematika a newtoni fluxioszamitasban.

A fluxioszamitas ebbdl a szempontbdl az egész XVI—XVII. szdzadi matema-
tikai fejlédés csticsa. A fluxioelmélet definialja azt a matematikai mennyiségfogalmat,
amelyikre a XVII. szazad infinitézimalis mddszerei a legjobban illenek. Ez a fluxio-
elmélet lényege, nem nehézkes matematikai szimbolisztikaja. A ,,végtelen egyenletek-
kel” valdé szamolas a newtoni analizis jov8be mutaté oldala, igéretteljes kezdet,
s mutatja a kezdet minden nehézségét és pontatlansagat. A fluxioszamitas teljesen
a XVII. szazad fizikai-matematikai mddszereihez alkalmazkodd elmélet, zart és
tokéletes a maga nemében.

A moddszert NEWTON a De Analysi ... végén kozolt pontatlan mozgasgeometriai
megfontolas tovabbfejlesztésével épiti ki. Mar a hetvenes évek legelején készen van, -
s ezt a modszert rejti titkosirasba az 1676-ban LemNiznak irott hires levelében:
»--. tetszéleges szam fluens mennyiségbdl megtalalni a fluxiokat és megforditva.”3!

Nyomtatasban azonban csak 1736-ban jelent meg a mddszer, Methodus Fluxio-
num et Serierum Infinitarum cum ejusdem applicatione ad curvarum geometriam3?
cimen. A Methodus-ban nagyon jol kévethetd a mddszer genezise. A fluxioszamitas
két problémara vezethetd vissza, irja NEwToN. ,,I. A mindig (azaz barmely id6-
pillanatban) megadott megtett it hosszlisagabdél meghatarozni az adott id6ben a

31 Corr. 11, 188, Newton to Oldenburg 24 Oct. 1676, 110--161, 115. , fluens’ a mi termino-
16gidnkban az id6paraméter valamely folytonos fiiggvénye, ,,fuxio” ennek id6 szerint vett diffe-
rencidlhianyadosa.

22 = QOpuscula ... Castillioneus-féle kiadas I, 29—199.
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mozgas sebességét, 1I. ha mindig adva van a mozgas sebessége, meghatarozni egy
adott id8pillanatban a megtett utat.”’33

A kérdésfeltevés azonnal mutatja a forrast: GALILEL Mar maga ez a tény is arra
utal, hogy a fluxioszamitas szerves része a XVII. szadzad nagy élményének, amit a
vilagkép mechanizalédasanak szokas nevezni. Ugyanezt mutatjik az elnevezések
is: ,,Marmost a kovetkez8kben fluenseknek nevezem azokat a mennyiségeket,
amelyeket mintegy fokozatosan és hatarozatlanul névekvéknek tekintek ...” Ezeket
a mennyiségeket az ABC végérdl vett betlikkel jelzi: z, x, y, u, ... ,,Azokat a sebessé-
geket, amelyekkel az egyes, a mozgas altal létrehozott ﬂuensek nének (amely sebessé-
geket fluxioknak vagy egyszerfien sebességeknek vagy celeritasnak nevezek) ugyan-
azon betlik felé tett ponttal fejezziik ki ...””34

Ezeknek az elnevezéseknek a segitsége’vel a fenti két fizikai probléma kovetkezd-
képpen fordithaté le matematikai nyelvre: ,,I. probléma. Hatarozzuk meg fluens
mennylsegek ko6z6tt fennalld adott reldciobol azt a reldciot, amely fluxioik kozott
all fenn”. Es ugyanigy a ,,II. probléma. Fluxiokat tartalmazé adott egyenletbdl
hatarozzuk meg, milyen reldcié 4ll fenn a fluens mennyiségek kozott.””3>

Az els8 probléma megoldasa és a megoldas bizonyitasa egyszerl, 1ényegében
ugy torténik, amint azt az 1664—65-0s kéziratban és a De Analysi ...-ben lattuk.
De pontosabban fogalmaz: ,,Fluens mennyiségek momentumai (azaz meghatarozat-
lanul kicsiny részei, amelyeknek az id6 meghatarozatlanul kicsiny részeiben vald
csatlakozasaval maguk a fluens mennyiségek folytonosan ndvekednek) tgy arany-
lanak, mint a sebességek, amelyekkel folynak vagy ndnek.

Ezért, ha valamelyik (tegyiik fel, x) momentumat sebességének (x) és a meg-
hatarozatlanul kicsiny mennyiségnek a szorzataval (azaz, xo-val) reprezentaljuk,
a tébbi u, y, z-nek a momentumat io, yo, zo-val kell reprezentalni, mivel o, X0, yo &
20 koz6tt ugyanaz az arany all fenn, mint u, x, y, Z kozodtt.”3¢ Ugyanaz az egyenlet,
amely egy adott id8ben kifejezi a fluensek kozotti relacidt, megadja a fluensek
Xo, yo stb. értékekkel megndvelt mennyiségei kdzott fennallo relacidt is. Behelyette-
sitve az x + Xxo, y + yo stb. értékeket az egyenletbe, dsszevonva és egyszeriisitve, az
o-t tartalmazd tagokat elhagyva azonnal megkapjuk az I probléma megoldasat.

A 11. probléma mar sokkal nehezebb, j6llehet elvben igen egyszerii. Az el&bbi
megforditottja és igy ,,megforditott miiveletekkel kell megoldani.”®*” Ez a probléma
nem egyéb, mint a kvadratura altalanositasa.

A tényleges keresztillvitel azonban csak a legegyszerﬁbb esetekben konnyfd,
mar valamivel bonyolultabb fluxioegyenletek megoldasa is komoly nehézségeket
okoz. Mindenesetre mivel egyenletekrol van sz6, az algebrai egyenletek mintajara

"kell eljarni. Eppen ezért nevezi Newton a gydkvonds mintajara a fluensek fluxio-
egyenletbdl torténd meghatarozasat a fluensek ,, kivonasanak”. Az algebrai egyenletek-
hez hasonloan, el8szdr osztalyozni kell a fluxioegyenleteket, azutan a normalalakok-
nak megfelelS, alkalmas egyszerii egyenleteket megoldani, végiil gondoskodni olyan
atalakitasokrdl, amikkel egy tetszdleges fluxidegyenlet a megoldott alakok egyikére
hozhat638.
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NEWTON vilagosan felismeri, hogy ez a probléma nem egyéb, mint egy specialis
feladat, a kvadratura altalanositasa. Egy 1704-ben, az Opticks fliggelékeként meg-
jelent osszefoglalasaban®® fejti ki talan ezt legszebben. A probléma cime: ,,Meg-
keresendok azok a gorbék, amelyek kvadrdlhatok™, mutatja az 1664-es gondolat-
korhoz vald kozvetlen csatlakozast. Legyen ABC a megkeresend§ teriilet, BC a
gorbe ordinataja a C pontban, AB az abszcissza. Hosszabbitsuk meg CB-t D-ig
ugy, hogy BD =1 legyen és egészitsiik ki az abrat az ABDG parallelogrammaval.
Legyenek az ABC és az ABDG teriiletek olyan aranyban, mint BC és BD. Vegyiink
fel marmost barmely egyenletet, amely a teriiletek viszonyat definialja, és ebbdl az
az I propozicidval (ugyanaz, mint a Methodus ... els6 probléméja) adédik a BC és
BD ordinatak relaci6ja, amit kerestiink.”’4°

5. dbra

Az abran tobb vonal van, mint ami az itt mondottakhoz sziikséges, mert annak
a demonstralasara is szolgal, hogyan lesz a Bb, ill. Ec ,sziileté névekmények’
(augmentum nascentium) eltiinésekor ,,végsd aranyukbol” (ultima ratio) az érintd
hajlasat megadd CB: VB arany. Ehhez ,,a C és ¢ pontoknak teljesen Ossze kell esni.
Matematikai dolgokban mégoly kis hibdk sem megvetenddk.”+!

A GALILEI—TORRICELLI-féle mozgasmatematikabdl kiindulva a fogalmak jelen-
t8s tisztazasaig ért el. Eltlintek a vonalakat ,,végtelen kis teriiletekké” szétmosd
mozgasmatematika bizonytalansagai. A szamitashoz sziikséges ,,folytonossagot”
nem a szétkenés, hanem a fluxiok definiciészerii 1étezése biztositja. ErintS pl. olyan
gorbékhez szerkeszthets, amelyeknek az ordinatéit és abszcisszait kifejez6 mennyi-
ségeknek fluxioik vannak. S ha azt akarjuk, hogy a gorbe kvadralhaté legyen, akkor
a gorbét kifejezG egyenletnek egy fluens mennyiség fluxiojanak kell lenni. Definicio-
szerlien. Mert ,,matematikai dolgokban ,még oly kis hibak sem megvetendSk”.

A fluensek hierarchiaja

Most mar csupan a kvadralhatéo gorbék aitalanos alakjat kell megtalalni.
A Jegalkalmasabbak erre természetesen a végtelen hatvanysorokkal elallitott gérbék,
amelyekkel tagonként lehet banni. Ezek egyben a legaltalanosabbak, mert ezekkel

3% De Quadratura Curvarum. London 1704. = Opuscula ... Castillioneus-féle kiadas I, 201 —
244, .
48 \Uo, 212,
4irklo, . 2035,
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barmely gorbe Osszehasonlithatdé megfelel§ szabalyok szerint. Az 6sszehasonlitas
megkonnyitésére NEWTON a legegyszerlibb gorbék kvadraturajat két hatalmas
tablazatban*? adja meg, amely igy kezdddik:

TABLAZAT a kvadrilhat6 egyszer(i gorbékrol

A goOrbe alakja A gorbe alatti teriilet

Els6é forma

dz""'=y — "=t

Masodik forma -

dz"t dz" —d
——— =Y ———— =1, vagy — =t
ee+2efz" +ffz°" nee + nefz nef+ nffn"

Itt z jelenti a gorbe abszcisszajat, y a derékszogli ordinatajat, ¢ a teriiletet, d, e, f
adott mennyiségek.

Hajlanddk lennénk azt hinni, hogy az els§ nagyszabasi integraltablazatokkal
allunk szemben. De figyeljiik meg, hogy NEwTON tablazatai ,,forméakat™ tartalmaz-
nak, nem formulakat. y és z még nem fiiggd és fiiggetlen valtozdk, hanem ismeret-
lenek. Még az egyenletek vilagiban vagyunk, nem a fiiggvényekében. Csupan a név
hianyzik ? A matematikaban azonban sokszor éppen a dolgok neviikén nevezése
a legnehezebb. Es a legjellemz8bb: NEWTON mas nevet mondott, nem a fiiggvényét.
NEWTON matematikaja fluensek és fluxiok egymasra épiil6 hierarchidajan alapult.
Minden fluxio valamely fluens mennyiség fluxioja és egyben egy-tovabbi fluxio
fluense. EbbG] azutan minden mas levezethet6, ezt a tényt azonban definicidszeriien
posztulalni kell. A matematika NEWTON szamara az a tudomany, amelyik a fluens
mennyiségekkel dolgozik. A mennyiség nem egyenesdarab, nem egész szamokbdl
Osszetev8dd racionalis tort, a matematikai mennyiség fluens. A novekvésnek, ill.
a csokkenésnek, maganak a vdltozdsnak az absztrakcidja. A legnagyobb mértékben
Osszetett valami, fluxiok végtelen egymasrakodvetkezésének a lehetGségét rejti magaba
és 6 maga méas fluensek fluxioja. A fluensek ko&zotti relacié még nem fiiggvény.
Ehhez tulsadgosan igényes. Kevés fiiggvény lesz majd, amelyik kielégiti azokat a fel-
tételeket, amiket a fluensek kozétti relaciok megkodvetelnek. Egyszeriisiteni, kevésbé
igényessé kell tenni ezt a tllsdgosan bonyolult mennyiségfogalmat ahhoz, hogy a
XVIII. szdzad nagy matematikusai kezében megsziilethessen a fiiggvény fogalma.

A fluens-fluxio mennyiség és a végtelen sorok
Addigra az infinitézimalis szimitds mar t6bb mint egy évszdzados multra tekint
vissza. S éppen az infinitézimalis szamitas gyors fejl6dése tette lehet&vé és sziikségessé
a fiiggvényfogalom kialakulasat. S ez a fogalom menti majd meg a kiilénboz6 rendi

42 Uo. 233.
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,végtelen kicsinyek” zavaros rengetegében vald elveszéstl, ahovda — LEBNIZ
iskolaja nyoman — a XVIII. szdzad soran keriilt. A XVII. szizadi infinitézimalis
analizis azonban a csticsin — NEWTON és GREGORY kezében — még nem annyira
a ,,végtelen kicsi”, mint a ,,végtelen sok™ analizise volt. De, ha szabad igy kifejez-
niink, egy ,,nyitott” végtelen soké, soroké, amelyeknek ,,se vége, se hossza”. Meg
kellett allani az elejiikon, a végiik elveszett a végtelenben. A két legnagyobb, NEwTON
és GREGORY érezte, hogy ezen a téren tenni kellene valamit. Ok ketten sejtik a sorok
konvergencidjanak a jelent8ségét. NEWTON becslést is prébal adni, mekkora hibat
kovet el egy adott végtelen sorban egy adott tag utan kovetkez§ végtelen sok tag
elhagyasival. De — taldn nagyon jellemz8 médon — NEWTON, aki alig kovetett el
szamolasi hibat életében, ebben a becslésben téved. Eppen olyan felesleges lenne
konvergenciakritériumokra alapité, modern sorelméletet keresni naluk, mint fiigg-
vényt. A konvergencia elnevezést hasznilja NEwWTON is. De szdmara a sorok nem
hatarértékiitk felé konvergalnak, hanem az ,,igazsig” felé.43

Mégis, sorelméleti alapjainak legnagyobb bizonytalansaga mellett is a sorok
alkalmazdsdban sohasem téved. Bamulatos biztonsaggal jar olyan teriileteken, ahova
a mai sorelmélet birtokaban is félve koveti a matematikus. De ez nem az alvajard
biztonsiga, hanem a matematikusé, akin a hatarérték biztosité ove helyett a fluens-
fluxio hierarchia biztosité kotele van. Ez szolgaltatja — definicidszerlien — a vég-
telen hatvanysorba fejtéshez sziikséges ,,differencidlhanyadosok” 1étezését. A fluensek
kozott felirt relacidkat — definicioszerlien — mindig sorba lehet fejteni, s akkor
mar hozzaférhetSk a végtelen soktagi egyenletekkel dolgozé analizis szdmara.

Eppen ezért, ha biztositjuk, hogy az egyenleteinkben szerepld mennyiségek
fluensek legyenek, a tovabbiakban alkalmazott médszer szinte mar nem is lényeges.
Lehet ez konnyebb érthetdség kedvéért akar a megszokott, antik geometriai médszer
is, mint a Principidban. A Principia, mint ismeretes, részletes fluxioelméleti bevezetés-
sel kezdddik, s késGbb is folyton felbukkannak benne az antik geometriai kéntos
alatt a direkt infinitézimalis modszerek. Lattuk mar, hogy nem az infinitézimalis
modszereket, hanem az algebrai jelolési mddot keriilli NEwWTON a Principidban.
Azt is lattuk, hogy a Principidt a Cartesianus vilagrend legy8zésének tekintette.*#
Az algebrai jelolési mod pedig a XVII. szdzad matematikusai és miikedvelSi eldtt
erdsen Osszeforrt DESCARTES nevével. Azonban DESCARTES eleve kizarta algebra-
jabol a végtelen figyelembevételét igénylS ,,mechanikus” problémakat. Az ilyen
»véges algebrara” mondotta NEWTON, hogy ,,kontarok algebraja”.

Kontaroké? Lehet, hogy a bolcs dilettans talan nem is tiltakozott volna nagyon
az elnevezés ellen.

(Beérkezett: 1964. V. 30.)

43 Corr. 1, 9, Newton to Collins January 1669/70, 18.
44 VEKERDI LAszLO: ,,A Principia sziiletése”. 4 Magyar Tudomdnyos Akadémia III. (Mate-
matikai és Fizikai) Osztdlydnak Kozleményei, 14, 161 —182, 1964.

6 1II. Osztdly Kozleményei XIV/4
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