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A LEBESGUE-TÉR PONTOS E N D O M O R F I Z M U S A I * 

ír ta: V. A. ROHLIN 

Egy mértéktér T endomorfizmusát pontosnak nevezzük, ha a f | T " ffl metszet, ahol 
n = 0 

®î a tér összes mérhető halmazainak az összessége, csak a nulla mértékű halmazokból és azok 
kiegészítő halmazaiból áll. A dolgozatban a Lebesgue-tér pontos endomorflzmusainak a tulajdon-
ságait vizsgáljuk. Példaként a számelméleti endomorfizmusok egy tág osztályát vizsgáljuk meg; 
bebizonyítjuk az endomorfizmusok pontosságát és kiszámítjuk az entrópiájukat. 

Egy mértéktér endomorfizmusának nevezzük a térnek olyan önmagára való 
leképezését, melynél tetszőleges mérhető halmaz ősképe mérhető és mértéke meg-
egyezik az eredeti halmaz mértékével. A kölcsönösen egyértelmű endomorfizmust, 
ha azzal a tulajdonsággal rendelkezik, hogy inverz leképezése is endomorfizmus, 
automorfizmusnak nevezzük. Jelen dolgozatban tárgyalt pontos endomorfizmusok 
osztálya, meghatározott értelemben szembenáll az automorfizmusok osztályával: 

A F endomorfizmust pontosnak nevezzük, ha a f j Т~п<Ш metszet, ahol 9JÎ az összes 
n = 0 

mérhető halmazok összessége, csak a nulla mértékű halmazokból és azok kiegészítő 
halmazaiból áll. A pontos endomorfizmusok egy csomó kitűnő tulajdonsággal 
rendelkeznek. Például a folytonos mértékű Lebesgue-terek összes endomorfizmusai 
azonos végtelen multiplicitást! homogén spektrummal rendelkeznek és minden 
fokon keverések. A pontos endomorfizmusok tulajdonságait jelen dolgozat 2. §-
ában vizsgáljuk. Az l .§-ban a mértékelméleti előismereteket adjuk meg. A 3. íj-
ban tetszőleges T endomorfizmust előállítunk, mint egy bizonyos T ' automorfizmus 
— a F endomorfizmus ún. természetes kiterjesztése — faktor-endomorfizmusát. 
A pontos endomorfizmusok természetes kiterjesztéseinek azok az automorfizmusok 
bizonyulnak, melyeket K O L M O G O R O V [ 1 ] „kvázireguláris" elnevezéssel vizsgált. 
Altalános tételek a természetes kiterjesztésről lehetővé teszik a pontos endomor-
fizmusok tulajdonságaiból egy sor tulajdonság levezetését Kolmogorov-féle automor-
fizmusokra; kiderül például, hogy egy Kolmogorov-féle automorfizmus minden 
fokon keverés. A 4 . §-ban egy R É N Y I [2] által vizsgált számelméleti endomorfizmus 
osztályt tekintünk. Bebizonyítjuk, hogy ezek az endomorfizmusok pontosak és 
kiszámítjuk entrópiájukat. 

l . § Mértékelméleti előismeretek 

Ebben a paragrafusban az olvasó munkájának megkönnyítésére röviden tár-
gyaljuk a dolgozat megértéséhez szükséges mértékelméleti ismereteket. Az 1 .1 — 
1.4 pontok anyagának részletes tárgyalása megtalálható a szerző [3] munkájában. 

•„Точные эндоморфизмы пространства Лебега", Изв. АН, СССР. 25 (1961), 499—530 
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1 . 1 . Általános meghatározások 

Mint ismeretes az M halmazt mértéktérnek nevezzük, ha ki van jelölve benne 
a mérhető X halmazoknak — megfelelő p (X) mértékkel ellátott — Borel-féle halmaz-
teste. Feltesszük, hogy a p függvény nemnegatív és megszámlálhatóan additív. 

Ha M mérhető és p(M) = 1 a p mértéket normáknak nevezzük. Ha nulla mér-
tékű halmazok részhalmazai mérhetők (mértékük természetesen nulla), a p mérté-
ket teljesnek nevezzük. 

Egy mértéktérnek egy másikra való leképezését homomorfizmusnak nevezzük, 
ha tetszőleges mérhető halmaz ősképe mérhető és mértéke megegyezik az eredeti 
halmaz mértékével. A homomorfizmust izomorfizmusnak nevezzük, ha kölcsönösen 
egyértelmű és az inverz leképezése szintén homomorfizmus. Ha a teret önmagára 
képezzük le, az izomorfizmust automorfizmusnak, a homomorfizmust endomorfiz-
musnak nevezzük. 

Azokat a mértéktereket, melyek között izomorfizmus állapítható meg, izomorfok-
nak nevezzük. Az M tér T endomorfizmusa és az M' tér T' endomorfizmusa izo-
morfak, ha létezik az M tér olyan S izomorfizmusa M'-re, hogy T'= STS*1. 

A mértékelmélet legfontosabb elve a nulla mértékű halmazok elhanyagolásában 
áll. Ennek az elvnek megfelelően a mértéktereket és endomorfizmusaikat nulla 
mértékű halmazoktól eltekintve, illetve a mi szóhasználatunkkal: „modulo null", 
vizsgáljuk. Például, nem az a lényeges, hogy az M és M' terek, vagy T és T' endo-
morfizmusaik izomorfok-e, hanem az, hogy izomorfokká tehetők-e M és M' bizo-
nyos nulla mértékű halmazainak az eltávolításával; és az sem lényeges, hogy az M 
tér adott T endomorfizmusa automorfizmus-e, hanem az, hogy automorfizmussá 
tehető-e az M tér bizonyos null mértékű halmazának eltávolítása útján, és í. t. Ha a 
válasz pozitív, azt mondják, hogy M és M' vagy T és T' modulo null (mod 0) izo-
morfok; a T modulo null (mod 0) automorfizmus, és í. t. 

1 .2 . A Lebesgue-terek 

A mérhető halmazok egy megszámlálható {Bx; a£A} rendszerét az M tér 
bázisának nevezzük, ha: 

(a) tetszőleges mérhető X halmazhoz létezik olyan, a {B x ,aCA} rendszer 
által generált Borel-féle halmaztesthez tartozó Y, hogy Yz>Á és p(Y—X) = 0; 

_ (b) tetszőleges x£M,y£M pontokhoz található olyan a£A, hogy vagy y£Bx, 
xCBx, vagy x£Ba, y£Bx. 

A bázissal rendelkező teljes, normált mértékteret szeparábilisnek nevezzük. 
A szeparábilis M teret teljesnek nevezzük a {ByctCA} bázisára nézve, ha az 

összes f] Ea metszetek, ahol Ea a Ba vagy M — Bx halmazok egyike, nem üresek. 
A (A 

Ennek megfelelően az M szeparábilis teret modulo null teljesnek nevezzük a {B7; a Ç A} 
bázisára nézve, ha a szeparábilis M ' egy olyan 1 mértékű részhalmazának tekint-
hető, ahol M' teljes egy olyan {BfotCA} bázisára nézve, ahol B'a П M = Bx. 

Ha egy szeparábilis tér modulo null teljes valamilyen bázisára nézve, akkor 
modulo null teljes lesz tetszőleges más bázisára nézve is. A bázisaikra nézve modulo 
null teljes szeparábilis tereket Lebesgue-tereknek, a megfelelő mértékeket pedig 
Lebesgue-mértékeknek nevezzük. 

Egy Lebesgue-tér legfeljebb megszámlálható sok pozitív mértékű pontot tar-
talmaz. Ha ilyenek egyáltalán nincsenek a p mértéket folytonosnak nevezzük, ha 
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modulo null az egész teret kimerítik a p mértékét diszkrétnek nevezzük. Egy foly-
tonos mértékű Lebesgue-tér izomorf, modulo null, a közönséges Lebesgue-mértékű 
egységnyi intervallummal. 

Egy Lebesgue-térben mérhető halmazoknak tetszőleges {Ba;afA} megszám-
lálható rendszere, mely rendelkezik a (b) tulajdonsággal egyben bázis, azaz rendel-
kezik az (a) tulajdonsággal is. 

Legyen {Bx; tx£A} a p mértékű M Lebesgue-tér egy bázisa és {B'x; <x£A} a p' 
mértékű M' egy bázisa. Ha tetszőleges véges ocj, ocr összességre 

p( n Д«,) = л'( П K), 
i=l i=l 

akkor létezik az M térnek olyan mod 0 izomorf leképezése az M ' térre, mely nulla 
mértékű halmaztól eltekintve a Bx halmazt Bt -be, a ÇA, viszi át, és tetszőleges két 
ilyen leképezés modulo null azonosan megegyezik. 

A továbbiakban M-ről feltesszük, hogy Lebesgue-tér. 

1 .3 . Mérhető felbontások és mérhető halmazok algebrái 

Az M tér felbontásának nevezzük nem üres, diszjunkt M-et lefedő halmazok 
tetszőleges összességét. A £ felbontás elemeinek összegeiből adódó halmazokat 
t-halmazoknak nevezzük. 

A mérhető £-halmazok egy megszámlálható {Bx; ocfA} rendszerét a £ felbontás 
bázisának nevezzük, ha a £ felbontásnak tetszőleges С, C' elemeire létezik olyan 
a Ç A , hogy Vagy C Œ B X , C'<tBx vagy C c f ö a , C'czBx. A bázissal bíró felbontást 
mérhetőnek nevezzük. 

£ s £ ' jelöli, hogy a £' felbontás £-nak finomítása. Ennek megfelelően a £ = £ ' 
modO, £ = £' mod 0 jelöléseket akkor használjuk, ha a £ = £', £ = £' összefüggések 
érvényesek M megfelelő 0 mértékű halmazainak eltávolítása után. 

Mérhető £a felbontások tetszőleges rendszerére létezik a JJ £a szorzat, mely 
<z 

a következő két tulajdonsággal rendelkező £ mérhető felbontással van értelmezve: 
1. £j, = £ mod 0 tetszőleges a-ra 
2. ha £e S £' mod 0 tetszőleges a-ra, akkor £ = £' mod 0. 

Analóg módon létezik mérhető £a felbontások tetszőleges rendszerére a f | £„ metszet, 
a 

mely a következő két tulajdonsággal rendelkező £ mérhető felbontással van értel-
mezve : 

1. £ t ë £ mod 0 tetszőleges a-ra 
2. ha £„ = £' mod 0 tetszőleges a-ra, akkor £ s £ ' mod 0. 

Az M térnek egyes pontjaira való felbontását e-nal jelöljük. A triviális, csak magát 
M-et tartalmazó, felbontást v-vel jelöljük. 

A £ felbontás mérhető burkának nevezzük az összes mérhető felbontások szor-
zatát, melyeknek £ finomítása. A mérhető halmazok összességét bontsuk egymástól 
csak nulla mértékű halmazon eltérő halmazok osztályaira és ezen osztályok összessé-
gét jelöljük sDI-mel. A megszámlálható egyesítés, megszámlálható metszetképzés 
és a kivonás művelete halmazok osztályaira is átvihető a halmazokról és ilU-et 
algebrává alakítja. Az 9Л algebra tetszőleges, ezen műveletekre nézve zárt részét, 
az 9JÎ részalgebrájának nevezzük. 
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Világos, hogy 931 tetszőleges 93/ részalgebra rendszerének f | 93/ metszete 
a 

93Î részalgebrája lesz. Kissé nehezebb az 99/ részalgebrák \J 93/ összegének meg-
a 

határozása: ez azon részalgebrák metszete, melyek mindegyike az összes 93/ rész-
algebrát tartalmazza. 

931 részalgebrái között van legnagyobb — maga 93í — és legkisebb — a triviális 
9Î algebra, mely a nulla mértékű halmazok osztályából és az 1 mértékű halmazok 
osztályából áll. 

Tetszőleges mérhető { felbontás esetén jelölje 93í(0) az 931 algebra azon rész-
algebráját, mely a mérhető {-halmazok osztályaiból áll. Kiderül, hogyha 931(0 = 
= 931(0), akkor { = 0 mod 0 és az 991 algebra tetszőleges részalgebrájához található 
olyan mérhető 0 hogy 991(0 megegyezik az adott részalgebrával. Ily módon az 991 
algebra részalgebrái egy természetes kölcsönösen egyértelmű megfeleltetésbe hoz-
hatók a mérhető felbontások modO azonos osztályaival. És ekkor 931(e) =931, 
9Л(v) = 91, 931 ( 0 с 9 9 1 (0) abban és csak abban az esetben, ha {==0 modO, és 

ЩП Q = \ / m u ЗД Q=n ЗВД. 
ÍZ ос a a 

A mérhető А, В halmazok Q ( A , B ) távolsága a 

Q(A, B) = p(A+B-AB) 

összefüggéssel van értelmezve. А д függvény 991-et metrikus térré alakítja. 

1. 4. Faktortér. Mértékek kanonikus rendszere 

Az M tér {felbontás szerinti faktorterének nevezzük azt a mértékteret, melynek 
pontjai a { felbontás elemei és a p^ mérték a következő módon van meghatározva: 
legyen az a leképezés, mely minden x£M ponthoz a { felbontás azon elemét 
rendeli,amelyben van; a faktortér Z halmaza mérhető,ha H F X Z mérhető halmaz 
M-ben és legyen 

Az M tér { felbontás szerinti faktorterét jelölje M / 0 Világos, hogy H az M tér 
M/{ térre való homomorfizmusa. 

Egy Lebesgue-tér tetszőleges mérhető felbontás szerinti faktortere Lebesgue-
tér lesz. 

A { felbontáshoz tartozó kanonikus mértékrendszernek nevezzük a pc mértékek, 
C é { , következő két tulajdonsággal bíró rendszerét: 

1. pc Lebesgue-mérték C-ben, C £ { ; 
2. tetszőleges A c M mérhető halmazra az XC halmaz mérhető а С téren majd-

nem minden C £ M / { pontra, a pc(XC) függvény mérhető M/{ téren és 

i f i X ) = fpe(XC)d^. 
м/с 

Tetszőleges mérhető felbontáshoz tartozik kanonikus mértékrendszer és tetszőleges 
két {pc}, {pá} kanonikus mértékrendszer, mely egy és ugyanazon { felbontáshoz 
tartozik mod 0 azonos (azaz p'c=pc, mod 0 minden CÇM/C halmazra). 
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1 .5 . Homomorfizmusok 

[3]-ban be van bizonyítva, hogy Lebesgue-térnek Lebesgue-térre való homomor-
fizmusa tetszőleges mérhető halmazt — mely őskép — mérhető halmazba visz át. 
Speciálisan, kölcsönösen egyértelmű homomorfizmus egyben izomorfizmus. Azon-
ban olyan mérhető halmaz, mely nem őskép, homomorfizmus esetén nem mérhető 
halmazba is átmehet. 

Ebben a pontban mérhető képpel bíró halmazok osztályát vizsgáljuk, mely 
lényegesen szélesebb, mint a mérhető ősképek osztálya. Ezeket a halmazokat irre-
ducibiliseknek nevezzük és a következő módon vannak meghatározva. Legyen T 
az M térnek egy másik M' Lebesgue-térre való homomorfizmusa, £ az M tér fel-
bontása a pontok ősképeire a T homomorfizmus esetén és {pc} a £ felbontáshoz 
tartozó kanonikus mértékrendszer. Tetszőleges mérhető X<zM halmazra jelölje 
Z a £ felbontás azon С elemeinek összegét, melyeknek van közös részük A-szel, jelöl-
je Z 0 azon C c z Z elemek összegét, melyekre pc(XC) = 0 és jelölje Zx azon С ele-
mekösszegét, melyekre цс{ХС) > 0 . Világos, hogy a Z, Z 0 és Zx halmazok őské-
pek, és hogy 

Z j + Z Q = Z . 

Mivel pc(XC) mérhető függvény M/£-n a Z , és TZX halmazok mindig mérhetők, 
míg a Z 0 , Z és TZ halmazok egyszerre mérhetők vagy nem mérhetők. Az X halmazt 
irreducibilisnek nevezzük a T homomorfizmusra nézve, ha Z 0 null mértékű. 

На az Xhalmaz irreducibilis a T homomorfizmusra nézve, akkor képe: TX mérhető. 
Valóban, TX=TZ. 

Ha az X halmaz irreducibilis a T homomorfizmusra nézve, akkor tetszőleges 
X'ezX halmaz, mely csak null mértékű halmazon tér el X-től szintén irreducibilis 
T-re nézve. 

Bizonyítás. Legyen Z'0 a £ felbontás azon С elemeinek az összege, melyekre az 
X'C metszet nem üres, de pc(X'C)= 0. Mivel X'czX a Z ' 0 A Z is teljesül és követ-
kezésképp Z'Q <z ZXZ'0 + Z 0 . Jobbról az első tag, Z X Z q , része azon С halmazok 
összegének, melyekre pc(XC)> 0, de pc(X'C)= 0. Mivel X' csak egy nulla mértékű 
halmazon tér el X-től, ez az összeg nulla mértékű lesz és P ( Z X Z 0 ) = 0 . A második 
tag, Z 0 , szintén nulla mértékű. Következésképp p ( Z ' 0 ) — 0. 

Tetszőleges mérhető X halmaznak van olyan X-től csak nulla mértékű halmazon 
eltérő részhalmaza, mely irreducibilis T-re nézve. 

Ilyen részhalmaz például az XZx szorzat. 

Ha a £ felbontás majdnem minden С eleme, melyet mértéktérnek tekintünk pc 
mértékkel, csak pozitív mértékű pontokból áll, akkor a T homomorfizmus tetszőleges 
mérhető halmazt mérhető halmazba visz át. 

Valóban, ebben az esetben az összes mérhető halmazok irreducibilisek. 
Feltételesen nevezzük a mérhető X halmaz T-től csak nulla mértékű halmazon 

eltérő irreducibilis részeinek képeit ezen halmaz redukált képeinek a T homo-
morfizmusra nézve és TrX lesz a jelölésük. Nyilvánvaló, hogy egymástól csak nulla 
mértékű halmazon térnek el, és hogy ugyanez érvényes tetszőleges két, egymástól 
nulla mértékű halmazon eltérő, mérhető halmaz redukált képeire. Következés-
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képpen Tr tekinthető az Зй algebrának SDÎ' algebrára való leképezésének, mely utóbbi 
az M' tér mérhető halmazainak osztályaiból áll. 

Ha T az M tér endomorfizmusa, akkor Tr ïD?-et 9й-ге képezi le. Nem nehéz 
igazolni, hogy ebben az esetben 

(ТгГ = (Т»)г. 

Ha T az M tér endomorfizmusa, akkor tetszőleges X halmaznak van oly Y rész-
halmaza, mely X-től csak egy nulla mértékű halmazon tér el és irreducibilis az 
összes T" (и = 1,2, ...) endomorfizmusra nézve. 

Bizonyítás: Legyen Xn az X halmaz olyan részhalmaza, mely csak egy nulla 
mértékű halmazon tér el X-től és irreducibilis 7"-re nézve. Legyen 

x= П 
И = 1 

Világos, hogy p(X— Y) = 0 és p(X„—Y) = 0, л = 1,2, . . . . Az utóbbi relációból 
és az У с 1 „ tartalmazásból következik, hogy az Y halmaz irreducibilis T"-re nézve. 

1 .6 . Egy felbontás entrópiája 

Legyen £ az M tér egy mérhető felbontása és legyenek Cx, C2, ... a pozitív 
mértékű elemei M-nek. Legyen 

í - 2 X Q ) l g / r ( Q , ha p(M-)JCk) = 0, 
г к 

= ha 
к 

ahol lg a kettes alapú logaritmust jelöli. A fenti formula első sorában szereplő összeg 
lehet véges vagy végtelen. A 77(ç) függvényt nevezik a £ felbontás entrópiájának. 

Ha a ç felbontás mellett még van egy t] felbontás is, akkor az >/ felbontás majd-
nem minden С elemén ç indukál egy ç c mérhető felbontást, meghatározott H (£c) 
entrópiával (az tj felbontás elemei Lebesgue-tereknek tekinthetők, lásd 1. 4. pontot). 
H(ÇC) az M/r] faktortéren egy nem-negatív mérhető függvény. Véges vagy végtelen 
integrálját M/rj-im a j felbontás átlagos entrópiájának nevezzük az rj felbontásra 
nézve és H(Ç/ri)--val jelöljük. 

A #(£/>?) függvény következő tulajdonságait fogjuk felhasználni (lásd [4], [5], 
[1], И ) : 

1. Н(ф) = tf (£), Н(£ф,) = НШ-
2. Я(£/»7) = 0 ; H(Ç/ri)= 0 akkor és csak akkor, ha Çsri mod 0. 
3. Ha akkor Н Ш ^ Н ^ ' / г , ) . 
4. + 
5. Ha t j ^ t j ' , akkor Н ( ф ) Ш Н ( ф ' ) . 
6. Ha Я(£) < oo és H(i7)<<=°, akkor Н(&1) = Н(£Ц) + Н(я). 

7. Ha és fi = akkor 
n= 1 

lim Н ( Ш = Н Ш -
П~* oo , 
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8. Ha n i = l 2 = ]J t]n=t] és akkor 

lim H m ù = I I {с !П). 

1. 7. A véges entrópiájú felbontások tere 

Jelöljük Z-vel a véges entrópiájú mérhető felbontások halmazát és legyen 
IJ £ Z, £ Z felbontásokra 

e(L rí) = нш+н(пЮ. 
Világos, hogy q(Ç, n)=0 és hog-y g ( f , n) = 0, akkor és csak akkor, ha í =ц mod 0. 
Nyilvánvaló továbbá, hogy 

QÍL n) = Q(n, í j -
Végül 

e ( í , 0 s g ( í , i í K e ( i i , 0 . 
Valóban, 

# ( í / О = ЩЮ-Щ0 s НШ)-Н(0 = НШ)-Н№ + 

+H(t,Q-H(О = Н(Ш) + -Н(ПЮ =s н ш + н ш , 

és pontosan ugyanígy 
h ( í / Í ) s н т + н ш . 

Ily módon g mérték Z-ben, pontosabban azon a halmazon, melyet úgy kapunk 
Z-ből, hogy a mod 0 azonos felbontásokat azonosítjuk. 

A véges felbontások halmaza mindenütt sűrű Z-ben. 
Valóban, legyen í £ Z és legyenek Cl,C2, ... а с felbontás pozitív mértékű 

elemei. 
Tegyük fel, hogy végtelen sok van és jelölje í„ az M térnek a С1г C2, • ••, C„-lf 

E„ = M — ( C i + . . . + C„_1) halmazokra való felbontását. Mivel í „ S í 

» 

í„) = H(0-H(fn) = p(En)\gp(En) - 2 ú ( Q l g ú ( C ; ) . 
i = n 

Annak következtében, hogy l im / i (£„ )=0 és 2 0 (G) lg Я (С1,) konvergens, a jobb-
Л-+00 Í=1 

oldal mindkét tagja nullához tart. Következésképp g ( í , í j — 0 . 

Ha • •• о/уан felbontássorozat, hogy 

П=1 

akkor az olyan n £ Z felbontások halmaza, melyekre n = í„ legalább egy n-re, mindenütt 
sűrű Z-ben. 

Bizonyítás: Elegendő bebizonyítani, hogy tetszőleges véges í £ Z felbontáshoz 
és tetszőleges pozitív ú-hoz létezik olyan и és iy£Z, hogy 
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Legyenek C x , ..., C,„ a £ felbontás elemei. Mivel [ J £„ = £ azért 
п= 1 

V да (£„) = !№, 
n= 1 

azaz a [J 9)l(£„) algebra (halmaztest) mindenütt sűrű 901-ben. Következésképp 
л = 1 

tetszőleges pozitív ő'-höz létezik olyan n és olyan CÍ , . . . ,Cró_ i halmazok, hogy 

g(Cj, C , ' )<ő ' , / = 1 , . . . , m-l. 

Jelöljük //-val az M tér Dx, ...,Dm halmazokra való felbontását, ahol 

Dx = Ci, Di = Ci - Cí (Cí + ... + C/_i), 0 = 2, . . . ,m— 1) 

Dm = M - ( C Í + . . . + C _ ! ) . 

Nyilvánvaló, hogy // = £„ és, hogy 
m m m 

e(€, 1) = 2 " r ( Q lg /r(Cf) + 2 1 /<(A) lg Л ( A ) - 2 2 A Q D j ) lg n(CtDj) 

i= 1 i=l Í,J = 1 
(a = 0 esetén Ö lg a nullának tekintendő). Ezek az összefüggések azt mutatják, hogy 
g(Ç, t]) folytonosan függ Cí, ..., Cm — 1 -tői és nullával egyenlő, ha Ci = C j , . . . , Cm _ i = 
= C m _ , . Következésképp, ha ő' elég kicsi £>(£,//) <<5. 

На £ a £ j, £2 < • • 4 monoton növekvő, mérhető felbontások szorzata, akkor az 
olyan /7 felbontások halmaza, melyekre // = £„ legalább egy n-re, sűrű lesz az //^£ 

feltételnek eleget tevő /7 mérhető felbontások halmazában. 

Ezt a tételt az M térnek £ felbontás szerinti faktorizációjával az előző tételre 
lehet visszavezetni (melynek általánosítása). 

2.§ . Pontos endomorfizmusok 

2 . 1 . Mérhető halmazok ősképei 

A továbbiakban M-ről feltesszük, hogy Lebesgue-tér folytonos mértékkel és 
Г az M tér egy endomorfizmusát jelöli. 

Mivel a mérhető X halmaz T~lX ősképe a T endomorfizmus esetén nulla 
mértékű halmazon változik csak meg, ha X null mértékű halmazon változik Г - 1  

az 9Й algebra 9)1 algebrába való leképezésének tekinthető. Nyilvánvaló, hogy ez 
a leképezés algebrai izomorfizmus. Ha T automorfizmus vagy mod 0 automorfiz-
mus, Г - ! д а = д а , ellenkező esetben Г - 19)1 az Ш algebrának valódi részalgebrája. 

Ismételten alkalmazva a operációt egy egymást tartalmazó 

( 1 ) I D T - ' I D P I D . , . 

algebrasorozatot kapunk, melynek elemei vagy mind azonosak, vagy mind külön-
bözők. A F~"9)l algebra a következőképpen írható le: az 9)1 algebra egy eleme 
abban és csak abban az esetben tartozik a 7"~"S01 algebrához, ha mint mérhető 
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halmazok egy osztálya tartalmaz legalább egy olyan halmazt, mely őskép a T" 
endomorfizmus esetén, azaz legalább egy olyan X halmazt, mely kielégíti az 1 = 
= T~n(T"X) összefüggést. 

Tekintsük a [ j Т~пЩ metszetet, mely 3)í-nek szintén részalgebrája. Világos, 
/1 = 0 

hogy az 9)1 algebra egy eleme akkor és csak akkor tartozik a f j 5)1: algebrához, 
n= о 

ha mint mérhető halmazok egy osztálya tartalmaz egy olyan XÍ,X2, ... halmaz-
sorozatot, mely eleget tesz az 

Xn=T-(T»Xn) 
összefüggésnek. 

Bebizonyítjuk, hogy a f j algebrához tartozó bármely mérhető halmoz-
na о 

osztály tartalmaz olyan X halmazt, mely egyszerre eleget tesz az összes X = T~"(T"X) 
összefüggésnek. 

Bizonyítás: Vegyünk az említett osztályban valamilyen Y halmazt a mérhető 
TY, T2 Y, ..., (lásd 1. 5 pont) képekkel és legyen 

X= Q T~k(TkY). 
n = 0 

Mivel az F, T~1(TY), T~2(T2Y), ... sorozat növekvő, tetszőleges n-re 

X= Q T-k(TkY)=T~"(T"X). 
k — n 

Továbbá 
p(T-k(TkY)-Y) = 0 (Jt = 0,1, ...) 

és 

p(X- Y) = 0. 

Az (1) algebrasorozattal együtt tekintjük az 

(2) а ё Г ' а ё Г - ^ ё . . . 

felbontássorozatot. Nyilvánvaló, hogy 93î(r_ ' 'e) = 7'_ '2)î. Következésképp 

a»( n TS)= n T-M. 
n = 0 11 = 0 

Igazak a 

f j T—e)= П T—e, T~l( f ] Т~"Ш)= f | Г — З Й 
11 = 0 / 1 = 0 /1 = 0 /1 = 0 

összefüggések, melyeknek értelmében a T endomorfizmus az M f j T~"s faktor-
/ n = о 

térben egy bizonyos automorfizmust indukál. 
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2. 2. Pontos endomorfizmusok 

A T endomorfizmust pontosnak, nevezzük, ha 

(3) П т - п %1 = % 
n = 0 

azaz, ha 

(4) П T~"e = v. 
n = 0 

Más szavakkal, a T endomorfizmust pontosnak nevezzük, ha tetszőleges, az 

X=T-"(TnX) 

feltételnek eleget tevő mérhető X halmaz (minden «-re) vagy 0, vagy 1 mértékű. 
A T endomorfizmus akkor és csak akkor pontos, ha tetszőleges pozitív mértékű 

X halmazra, melynek TX, T2X, ... képei mérhetők, igaz a 

(5) ' lim p(T"X) = 1 
П—+ °o 

összefüggés. 
Bizonyítás: Legyen T pontos endomorfizmus és X pozitív mértékű halmaz 

mérhető TX, T2X, ... képekkel. Mivel az X, T~l(TX), T~2(T2X),... sorozat 

növekvő az S= (J T~k(TkX) összegre tetszőleges n esetén igaz az 
k = о 

5 = (J T-k(TkX) = T~"(T"S) 
k = n 

összefüggés, következésképp az S halmazok osztálya a (3) algebrához tartozik. 
Mivel p ( S ) s z p ( X ) > 0 , / i(S) = l és 
(6) lim p(T~"(T"X)) = 1. 

П-* СЮ 

De р ( Т - \ Т " Х ) ) = р ( Т " Х ) és (6)-ból (5) következik. 
Legyen most (5) igaz tetszőleges pozitív mértékű X halmazra, melynek TX, 

T2X, ... képei mérhetők és az X mérhető halmaz tetszőleges « esetén tegyen eleget 
az 

X=T-"(T"X) 
összefüggésnek. Világos, hogy p(T"X)=p(X) és lim p(T"X)=p(X). Következés-
képp, ha / r (A)>0 , akkor /i(A) = l . 

Ezt a tételt sokféle ekvivalens formában fogalmazhatjuk meg. Például: a T 
endomorfizmus akkor és csak akkor pontos, ha tetszőleges pozitív mértékű X halmazra 

Mm p(T"X) = 1. 
П-» oo 

Vagy: a T endomorfizmus akkor és csak akkor pontos, ha tetszőleges pozitív pt(X) 
belső mértékű X halmazra igaz a 

lim Pi(T"X) = 1 
И - » OO 

összefüggés. 
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2 . 3 . Pontosság és irreducibilitás 

Az AczM halmazt a T endomorfizmusra nézve invariánsnak nevezzük, ha 
A = A. Nyilvánvaló, hogy íí)c invariáns mérhetó' halmazoknak megfelelő' elemei 

az 9JÎ algebrának egy részalgebráját alkotják. Jelöljük ezt a részalgebrát SDíT-vel. 
A T endomorfizmust irreducibiiisnek nevezzük, ha 9Jír = 91, azaz ha bármely inva-
riáns mérhető' halmaz vagy nulla, vagy 1 mértékű. 

Világos, hogy 2 И г с Т~"Ш tetszőleges n-re. Következésképp 

з л т с n R-M, 
n= 0 

és ha P)7"-"2)! = 9í, ekkor sJJcT = 31. Ily módon a pontos endomorfizmusok irreduci-
n = 0 

bilisek. 
Irreducibilis endomorfizmus lehet nem pontos. Példaként szolgálhat bármely 

automorfizmus. Valóban, irreducibilis automorfizmusra 9Jír = 9í és f j — 9JÍ. 
n= 0 

Az elmondottakat lefordítjuk a felbontások nyelvére. Tekintsük ezért az M 
tér következő módon értelmezett £ és q felbontásait : az x és y pontok a £ felbontás 
ugyanazon eleméhez tartoznak, ha léteznek olyan p és q természetes számok, hogy 
Tpx = Tqy, az x és y pontok az rj felbontás ugyanazon eleméhez tartoznak, ha léte-
zik olyan n természetes szám, hogy T"x = T"y. A £ felbontás elemeit pontjaik 
trajektóriáinak nevezzük a Tendomorfizmusra nézve. A £ és Q felbontások, általában, 
nem összemérhetők; legyenek q' a mérhető burkolóik. Azt kapjuk, hogy 

T^Q modO, T' = l ' niod0, FI = F) T—E, 
n = 0 

эй (o=mT, m ю= fi T - m. 
n=0 

A T endomorfizmus akkor és csak akkor irreducibilis, ha £ ' = v mod 0, és akkor 
és csak akkor pontos, ha q ' = v mod 0. Ha T irreducibilis automorfizmus, akkor 
<T = v mod 0 és q' = e modO. 

2. 4. Semiunitér operátorok 

A 2. 5. pontban találkozunk a semiunitér operátorokkal. Itt a rájuk vonatkozó 
szükséges ismereteket tárgyaljuk.* 

Legyen H unitér tér. A H-n értelmezett lineáris izometrikus U operátort unitér-
nek nevezzük, ha UH = H és semiunitérnek, ha UH a H térnek szabályos része. 

Példaként semiunitér operátorra az 

U f n - f n + 1 , n = 0,1, ... 

összefüggéssel értelmezett operátor szolgál, ahol f0,/1, ... egy teljes ortonormált 
függvényrendszer. Az ilyen operátort elemi semiunitér operátornak fogjuk nevezni. 

* A semiunitér operátorok spektrálelméletét PLESZNER dolgozta ki. [7] 
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Valamivel komplikáltabb példa egy olyan operátor, mely elemi semiunitér operá-
torok ortogonális összege, azaz a H tér olyan felbontását teszi lehetővé inveriáns. 
alterek ortogonális összege'alakjában, ahol minden altéren az operátor elemi semi-
unitér lesz. Az invariáns alterek száma (véges vagy végtelen) nem függ az említett 
felbontás választásától; valóban, ez a szám egyenlő az UH altér HQ UH ortogoná-
lis komplementerének dimenziójával, a számú elemi semiunitér operátor ortogoná-
lis összegét a multiplicitáséi homogén spektrumú semiunitér operátornak fogjuk 
nevezni. 

Tetszőleges U semiunitér operátor esetén igaz a H^>UHoU2H z>... tar-

talmazási reláció, amiből a H°=f)U"H metszetre az UH°=H° összefüggés 
n= 0 

következik. Ily módon a H° altér (7-ra nézve invariáns és H°-on U unitér operátor. A 
Я 1 = HQH° 

ortogonális komplementer szintén invariáns f/-ra és nyilvánvaló, hogy 

(7) П U"Hl = 0, 
n = 0 

ahol 0 az üres altér. Belátható, hogy Я ' - е п az U operátor spektruma homogén-
Valóban, legyen {ha} valamilyen teljes ortonormált függvényrendszer а Я 1 © UH1 

téren, és legyen Hx a h7, Uha, U2hx, ... sorozat lineáris zárt burka. Világos, hogy 
az U"ha elemek páronként ortogonálisak. Következésképp a Hx alterek páronként 
ortogonálisak és mindegyikükben U egy elemi semiunitér operátor. A (7) össze-
függés szerint az {Unhf rendszer teljes, tehát a Hx alterek ortogonális összege az 
egész Я 1 . 

Vegyük észre, hogy Я 1 © UH1 = Я © UH, tehát a Hx alterek száma egyenlő 
а Я © UH altér dim ( Я © UH) dimenziójával. Ezzel bebizonyítottuk a következő 
tételt: 

Tetszőleges U semiunitér operátorra nézve a H tér a következő invariáns alterek 

összegére bomlik: H° = f | U"H és Я 1 = Я © Я ° , az elsőben U unitér operátor, 
n = 0 

a másodikban homogén spektrumú dim ( Я © UH) multiplicitással. 
Az U operátor által a H° = П U"H és Я 1 = Я © Я ° altereken indukált Operá-

n k 
torokat az U unitér részének, illetve homogén részének fogjuk nevezni. 

2. 5. Pontosság és spektrum 

Legyen L2 az M-en abszolút értékben négyzetesen integrálható majdnem 
mindenütt megegyező mérhető komplex függvények osztályaiból alkotott unitér 
tér. Amint az szokásos, az L 2 tér elemeit egyszerűen függvényeknek fogjuk nevezni, 
és ha ez nem vezet félreértésre, általában nem teszünk különbséget sem a termino-
lógiában, sem a jelölésekben függvény és osztálya között. Hasonlóan állapodunk 
meg az 9Л algebra elemeiül szolgáló halmazosztályokra és a mérhető halmazokra 
vonatkozólag is. 

Tetszőleges mérhető С felbontásra jelölje L2(0 az L2 tér azon alterét, mely а Ç 
felbontás elemein állandó függvényekből áll. Nyilvánvaló, hogy L2(Ç) tartalmazza 
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Ш(£) (lásd 1. 3) halmazainak karakterisztikus függvényeit és ezekkel a függvények-
kel származtatható. Ily módon L2(£) = L2(£') akkor és csak akkor, ha £ = £ ' modO. 
Világos továbbá, hogy й 2 ( ( ) с к 2 ( Г ) akkor és csak akkor, ha £ = £' mod 0 és hogy 

L2 ( П Q = П L2 Ю , L2 ( N Q = V L 2 ( Q , a a a a 

ahol V E2(£x) az L2 tér azon legkisebb altere, mely tartalmazza az összes L2(£x) 
a 

tereket. Megjegyezzük, hogy L 2 ( E ) = L 2 és L2(v) = C , ahol С az állandók egydimen-
ziós tere. 

Az M tér tetszó'leges T endomorfizmusának megfelel egy az 

UTf(x)=f(Tx), / € L2, X£M, 

összefüggéssel értelmezett UT operátor, mely L2 -öt L2 -bc képezi le. Ha T auto-
morfizmus vagy modulo null automorfizmus, akkor UT unitér, ellenkező' esetben 
semiunitér operátor. 

A konstansok mindig invariáns függvényei lesznek az UT operátornak. Ha más 
invariáns függvények nem léteznek, az endomorfizmust ergodikusnak nevezzük. 
Az ergodikusság ekvivalens az irreducibilitással. 

Nyilvánvaló, hogy U F L 2 = L 2 ( T - " E ) . Következésképp a f j U j L 2 altér, melyen 
n=0 

az UT operátor unitér része van értelmezve, megyegyezik az L 2 | f j T "E\ altérrel. 
V" = 0 ) 

Az utóbbi altér tekinthető' mint az M f j Г~"е faktortéren abszolút értékben négy-
I N=О 

zetesen integrálható függvények unitér tere, míg az UT operátor unitér része: az 
ezen a faktortéren a T endomorfizmus által indukált automorfizmushoz rendelt 
operátor (vö. 2. 1 pont). 

Megvizsgáljuk az UT operátor homogén részét. 

LEMMA. На £ Ar. mod 0 az L2(£) altér L2QL2(£) ortogonális komplementere 
végtelen dimenziós. 

Bizonyítás: Ha £AE mod 0, akkor L2(£)AL2 és L 2-ben található olyan cpAO, 
mely ortogonális L2(£)-ra. Jelöljük A-val azon x£M pontok halmazát, melyekben 
(p (x) 9*0, x legyen az A halmaz karakterisztikus függvénye, L2 az L2 tér A halmazon 
kívül nulla függvényekből álló altere, L2(£) az A halmazon belül a £ felbontásain 
állandó, míg A-n kívül nulla függvények tere. Világos, hogy q> ortogonális F2(Q-ra. 
Vizsgáljuk meg a következő két esetet. 

1. Az L'2(£) altér véges dimenziós. Mivel L2 végtelen dimenziós az L2QL'2(£) 
ortogonális kiegészítés végtelen dimenziós. Ha fd.L2QL'2(£) és g tetszőleges függ-
vény l 2 ( 0 - b ó l , akkor gx€L'2(£) és ( / , g) = ( / , gX) = 0. Ily módon, ha fíL'2QL'2(£\ 
akkor f £L2OL2(£), azaz 

L2QL2(£)(ZL2QL2(£). 

Következésképpen L2QL2(£) végtelen dimenziós. 
2. Az L2(£) altér végtelen dimenziós. Legyen gx, g2, ••• lineárisan független, 

korlátos, valós függvények egy sorozata L2(£)-bó\. Mivel az A halmazon kívül mind 
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nullával egyenlők, azért A-n lineárisan függetlenek. Mivel q az A halmazon nem 
nulla a gt(p, g2 cp, ... függvények szintén lineárisan függetlenek. Ha gZL2(Q, 
akkor ggn€L'2(Q (и = 1,2, ...) és 

( g , g n < p ) = ( g g n . 4>) = 0 . 

Következésképp gn<p£L2QL2(0 és az L 2 © L 2 ( 0 altér végtelen dimenziós. 

Ha az UT operátor semiunitér, akkor homogén része végtelen dimenziós spektrumú. 

Valóban, a 2. 4 pont szerint az UT operátor homogén része spektrumának 
multiplicitása dim ( L 2 Q U T L 2 ) lesz. Mivel U T L 2 — L 2 { T ~ 1 E ) a lemma szerint 
dim ( L 2 Q U T L 2 ) = OO. A kapott eredményekből következik: 

A T endomorfizmus akkor és csak akkor pontos, ha 

( 8 ) FJ UTL2 = C . 
л = 0 

Egy pontos endomorfizmushoz tartozó UT operátor unitér része az egydimenziós С 
tér identikus leképezése lesz, míg homogén részének spektruma megszámlálható 
multiplicitású. 

Mint ismeretes a H unitér téren értelmezett U és U' operátorokat izomorfok-
nak nevezzük, ha létezik H-nak olyan F unitér operátora, hogy U'= VUV~l. A fen-
tiekből speciálisan következik, hogy a pontos endomorfizmusokhoz tartozó összes 
UT operátorok izomorfok. 

2. 6. Pontosság és keverés 

A T endomorfizmust keverésnek nevezzük, ha tetszőleges mérhető X, Y hal-
mazokra 

l i m р ( Т - Х П Y) = p{X)p{Y). 
Л—> OO 

Ennél a klasszikus meghatározásnál lényegesen erősebb a [8]-ban bevezetett és 
alább ismertetésre kerülő többszörös keverés fogalma. Tekintsük a természetes 
k°, k1, ..., kr számokból álló Ar =(k°, k1, ..., kr) összességeket. Legyen 

J(zP) = i n f \к\-Щ, 

A T endomorfizmust r-edfokú keverésnek nevezzük, ha tetszőleges mérhető 
X0, Xy, ... Xr halmazokra és a 

(9) A\={k°i,k\, ...,k\), Ar2=(k°2, k\, ..., k'f), ... 

összességek tetszőleges 

(10) \\mI(Ar„) = oo 

feltételnek eleget tevő sorozatára igaz a 

(11) l i m J n - П к ( Х д 
n-«. fi= О I i = 0 
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összefüggés. Nyilvánvaló, hogy ha T r-edfokú keverés, akkor minden s-- r fokon 
is keverés. Speciálisan az elsó'fokú keverés a fentebb értelmezett klasszikus keverés. 

A T endomorfizmus akkor és csak akkor r-edfokú keverés, ha tetszőleges korlátos 
mérhető f0, j\, ...,fr függvényekre és tetszőleges (10)-nek eleget tevő (9) sorozatra 
igaz a 

(12) h m í t f C/* T " /b l )= n i f u D 
V>=0 ) i= 1 

összefüggés. 
Valóban, ha ft az Xi halmaz karakterisztikus függvénye, akkor (12) a (11) 

összefüggésnek más felírása. Tetszó'leges korlátos mérhető' függvényre való áttérés 
karakterisztikus függvények lineáris kombinációival való egyenletes approximáció 
útján valósítható meg. 

Egy pontos endomorfizmus minden fokon keverés. 

Bizonyítás: Elég megmutatni, hogy a (12) összefüggés tetszó'leges f 0 , f i , •••>/, 
korlátos, mérhető' függvényekre és tetszó'leges a (10) feltételen kívül a 

••• (n = l, 2,...) 

feltételeknek eleget tevó' (9) sorozatokra igaz. Tegyük fel eló'ször, hogy ( f 0 , 1) = 0. 
Ha gn a 

П u * - 4 f t 
i=l 

szorzat komplex konjugáltja, akkor 

( . Я u H , l ) = ( / o , gfi. 
Be kell bizonyítani, hogy 
0 3 ) l im( / 0 , g„) = 0 . 

tl—> OO 

Mivel kl — — ... <kr
n — a gn függvény az 

altérhez tartozik. Legyen P„ ezen altér vetítő operátora. Nyilvánvaló, hogy 

(14) |(/o, g„)l = \(P„fo,gn)\ — IIA/oli-lkJl. 

A (8) feltételből és a 
l i m ( k „ 1 - k „ ° ) = - , ( /о , 1) = 0 

összefüggésekből kapjuk, hogy 

(15) l im| |£„/ 0 | |=0 . 

71 —E oo 

Az Д , ...,fr függvények korlátos voltából kapjuk, hogy 

(16) | | g„ | |S /=cons t . 

(14), (15) és (16)-ból következik (13). 
7 I I I . Osz tá ly K ö z i e m í n y e i X I V / 4 
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Legyen most / 0 tetszőleges korlátos, mérhető függvény. A (12) összefüggés 
r szerinti indukcióval bizonyítható. Tegyük fel, hogy 

(17) ш \ п и Н л U 7 7 ( / t , D 
Л-.00 f j= l ) i=l 

fennáll és bebizonyítjuk (12)-t. Mivel r = 0 esetén (12) triviális, ezzel a tétel be lesz 
bizonyítva. Igaz a 

(18) [ / / U $f„ l j = [ u f f 0 • П UkT»fi, l ) + ( /o , 1) ( / / U H , l ) , 

összefüggés, a h o l / ó = / 0 - ( / 0 , 1)- Mivel ( f 0 , 1 ) = 0 

( 1 9 ) LIM I F / R V Ó - П U T / Í , 11 = 0 . 
л—. ™ ( i = 1 ) 

A (18), (19) és (17) összefüggésekből következik (12). 

2. 7. A h(T, 0 függvény 

A következő két pontot egy fontos új fogalomnak — egy endomorfizmus 
entrópiájának — szenteljük. Automorfizmusokra az entrópia A . N . KOLMOGOROV [ 9 ] 
és J A . G . SZINAJ [ 1 0 ] nemrégi dolgozataiban van értelmezve. Endomorfizmusokra 
az entrópia értelmezése és alapvető tulajdonságai minden nehézség nélkül átvihetők. 
Ezt végezzük el az alábbiakban. A tárgyalás [6] rövid dolgozatom alapján történik. 

Legyen esetén 

f r = пт-Ч, 
k=о 

£ ° = V , Гг = " n (« = 1 ,2 , . . . ) . 

Igaz a következő egyenlőség: 

(20) lim - Я(Гт) = Я ( £ г I T~ 1 Í R 
n-* oo n 

Bizonyítás: Mivel 

(21) Ç r S Ç h . . . , П & = Ст, 
л = 0 

tehát 

Г ' Й Г 1 ^ . . , ПТ-'йт = Т'^т, 
Л = 1 

és 1. 6 szerint 

(22) lim H ( í I T " 1 f r ) = I T ' 1 £ г ) = Я ( £ г | Г " 1 £ т) . 
П-> оо 

Másrészt 
& = (к = 1 ,2 , . . . ) , 
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és ezért 
H(jfT\ = H(T~1 tr ly+ Я « I T~1 frl). 

Ebben az egyenlőségben Я ( Г _ 1 ^ - 1 ) helyett Я(£^ - 1 ) -е t téve és mindkét oldal 
számtani közepét véve k = 1, ...,/7 esetén, azt kapjuk, hogy 

(23) А Я(Гг) = - 2 m I 1 í r " 
'7 n к = 1 

A számtani közepekre vonatkozó ismert tétel szerint (22) és (23)-ból következik (20). 
A (20) számot jelöljük h(T, í)-vel. 

Rögzített T esetén a h(T, i f ) függvény folytonos fben (a Z halmazon) ; tetszőle-
ges í€Z, tjÇZ felbontásokra 

(24) \h(T, t])—h(T, í ) | S p ( í , т/). 
Bizonyítás: Mivel 

Н(ЦТ) - Я ( í r ) = Я(т/г I f r ) - H(Ç"T 1т/г), 
azért _ 

(25) |Я(т/"г) - Я(Гг) | ë Я ( т / г I í r ) + H ( ç j 1т/г). 

De 

(26) Я(Гт 1т/"г) S 2 Я ( Г - * { 17/r) == 5 I T~kt]) = nH(f 17/) 

t=0 k=О 

és analóg módon 

(27) Я (т/г I í j ) ä nH(t] I <!;). 
A (25), (26) .és (27) összefüggésekből következik, hogy . 

\H(t]"T) — H(fT)\ = ng(f ту). 

Ezen egyenlőtlenség mindkét oldalát /т-el asztva és az /? — » határátmenetet elvé-
gezve kapjuk (24)-et. 

На т/S í r , akkor Л(Г, rj)^h(T, í). 

Bizonyítás: 1 . 7 szerint а (21) összefüggésekből következik, hogy az q ^ f f 
(legalább egy ттт-ге) feltételnek eleget tevő 7/ felbontások halmaza sűrű az t / ^ í t 
feltételnek eleget tevő mérhető 7/ felbontások halmazán. Ezért a 

egyenlőtlenséget elég bizonyítani az т/ ̂  (valamilyen 777-re) feltevés esetén. Igazak az 
n ^./i-AM „m + n - l y r / п + 

т/г — ( í r ) r — í r , Я (Т/г) = Я ^ r ) 

összefüggések. Az utóbbi egyenlőtlenség mindkét oldalát elosztva 72-el és az 77 — °° 
határátmenetet elvégezve kapjuk, hogy 

h(T,q)*H{T,Q. 

T 
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Ha T pontos endomorfizmus, akkor h(T, fi) > 0 , ha ç Av mod 0. 

Bizonyítás: Mivel h(T, fi) = Я ( { т / Г - 1 { г ) a 

h(T,fi)> 0 
egyenlőtlenség ekvivalens a 

{ r
 m ° d 0 

egyenlőtlenséggel. Tegyük fel, hogy 

T~lçT = ÇT mod 0. N 
Akkor 

П T~"^t = Pt mod 0 
в = 0 

és 

П П T~"e = v m o d 0 , 
n=0 n = 0 

azaz { = V mod 0. 

2. 8. Endomorfizmus entrópiája 

Legyen 
h(r) = suph(T,0, 

А /г(Г) függvényt nevezzük a T endomorfizmus entrópiájának. 

Igaz a 

(28) / г ( Г ) а Я ( б / Г " 1 е ) 

egyenlőtlenség. 
Bizonyítás: Legyen a 0 , { 2 , ... Z-beli felbontássorozat olyan, hogy 

í i S ^ , . . . , Я { » = в -
ii=i 

Mivel ( O f S f i egyben 
т-чЫт^т-ч 

és ezért 
нЦшт-ЧШ^ЩЫТ-1*). 

Az utóbbi egyenlőtlenség jobboldala /z—°° esetén Я(е |Г - 1 г) -Ьог tart (vö. 1.6), 
míg a baloldal h(T, {„)-el egyenlő, így nem nagyobb, mint h(T). 

Ha h(T)=0, akkor T automorfizmus vagy modulo null automorfizmus. 

Valóban, ha h(T)= 0, akkor Я ( е | 7 , - 1 е ) = 0 és T~1e=e mod 0. 
A (28) összefüggésben lehet egyenlőség és határozott egyenlőtlenség is. Ha pl. 

Г pozitív entrópiájú automorfizmus, akkor szigorú egyenlőtlenség érvényes. Vannak 
olyan pontos endomorfizmusok is, melyekre szigorú egyenlőtlenség érvényes. Az 
alább ismertetésre kerülő tétel elégséges feltételt ad arra, hogy az egyenlőség legyen 
igaz. 
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A véges vagy megszámlálható, mérhető £ felbontást generálónak nevezzük 
a T endomorfizmusra nézve, ha 

Пт~Ч=в. 
n = 0 

Ha a £ generáló Z-hez tartozik, akkor az előző pont eredményei alapján H(T, 
//) tetszőleges t / £ Z felbontásra, azaz H(T, <£) = H(T). Másrészt ebben az 

esetben 

Következésképp, lia a T endomorfizmusnak van £ £ Z generálója 

(29) h(T)=h(T, 0 = H(E\T~LE). 

2. 9. Példák: kompakt kommutatív csoportok endomorfizmusai 

Legyen M egy megszámlálható topologikus bázissal rendelkező G kompakt 
kommutatív csoport és p legyen invariáns mérték G-n. Az invariáns mérték egyér-
telműsége értelmében a G topologikus csoport tetszőleges endomorfizmusa az 
egész G csoportra mértékelméleti értelemben endomorfizmus. 

Legyen G* a G csoport karaktereinek (diszkrét) csoportja és T* a T konjugált 
endomorfizmusa G* -on. Mivel TG = G а Г* endomorfizmus kölcsönösen egyér-
telmű. Amint azt [8] dolgozatomban megmutattam, a T endomorfizmus akkor és 
csak akkor ergodikus, ha a T* endomorfizmus aperiodikus, azaz, ha tetszőleges 
x * 6 G * nullától különböző elemre a (F*)"x*, n= 0 , 1 , 2 , . . . elemek mind külön-
bözők. Világos, hogy T akkor és csak akkor automorfizmus, ha F* automorfiz-
mus. Nem nehéz megmutatni, hogy а Г endomorfizmus akkor és csak akkor pontos, 
ha a 

П (F*)"G* 
п= 0 

metszet a G* csoport üres alcsoportja. 
Hogy az entrópia kiszámítására példát mutassunk, legyen G a kétdimenziós 

torus. Adott G-beli ciklikus koordinátarendszerre nézve a T endomorfizmus elő-
állítható mint egy nem szinguláris egész együtthatós, másodrendű mátrix. Legyen 
ö ezen matrix determinánsa. Ha S = ± 1 , akkor T automorfizmus, entrópiáját 
S Z I N A J [10] meghatározta. Ha |<5|>1, akkor F pontos endomorfizmus. Ha a matrix 
mindkét sajátértéke abszolút értékben nagyobb, mint egy, a T endomorfizmusnak 
van generálója és 

H ( T ) = H(E\T~1E) -\g |<5|.* 

* Megjegyzés a korrektúránál. [14] összefoglaló dolgozatomban, ahol szintén szerepel a 
h(T)= lg !<5| formula, hibásan elmaradt az a megszorítás, hogy a matrix mindkét sajátértéke abszolút 
értékben legyen nagyobb, mint egy. 
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3. §. Egy endomorfizmus természetes kiterjesztése 

3 .1 . A természetes kiterjesztés létezése és egyérteiműsége 

Az M tér £ felbontását invariánsnak nevezzük a T endomorfizmusra nézve, 
ha F _ 1 ( ^ ( . Ha mérhető, T az M/£ faktortéren indukál egy bizonyos Fc endo-
morfizmust, melyet F-nek (-szerinti faktor-endomorfizmusának nevezünk. 

Nyilvánvaló, hogy irreducibilis endomorfizmus faktor-endomorfizmusa irre-
ducibilis endomorfizmus; /--edfokú keverés faktor-endomorfizmusa r-edfokú ke-
verés; pontos endomorfizmus faktor-endomorfizmusa pontos endomorfizmus; 
a Fç faktor-endomorfizmus h(Tj) entrópiája nem nagyobb mint a F endomorfiz-
mus h(T) entrópiája. 

Ha F automorfizmus, az invariáns felbontások jellemezhetők а F ( ë ( össze-
függéssel. Ebben az esetben 

... . . . . 

A mérhető, invariáns ( felbontást a F automorfizmusra nézve kimerítőnek nevezzük, 
ha 

f f F " ( = e mod 0 
n = 0 

(azaz, ha V F"90c(() = 90í). Ebben az esetben a F automorfizmust a Fç endomor-
n = 0 

fizmus természetes kiterjesztésének nevezzük. Általánosabban a F automorfizmust 
tetszőleges olyan endomorfizmus természetes kiterjesztésének nevezzük, mely izo-
morf a F automorfizmus kimerítő felbontás szerinti faktor-endomorfizmusával. 

Tetszőleges endomorfizmusnak van természetes kiterjesztése. Ez a kiterjesztés 
egy modulo null izomorfizmustól eltekintve egyértelmű. 

Az egyértelműség bizonyítása: Legyen F, az M tér F automorfizmusának a £ 
kimerítő felbontás szerinti faktor-endomorfizmusa és Г/ az M tér F automorfiz-
musának a £ kimerítő felbontás szerinti faktor-endomorfizmusa. Tegyük fel, hogy 
az M\£ és M\£ faktor-terek a Fç-t Tç-Ъа átvivő izomorfizmussal vannak összekap-
csolva és segítségével megszerkesztjük a kiterjesztések izomorfizmusát. Legyen 
{Bx-,a.£A} valamilyen bázis M/£-ban és {Bx,a£A} a megfelelő bázis M\£-ban. 
Nyilvánvaló, hogy a 

{Т"Щ1 В.; x£A,n = 0-,1, ...}, {Т*ЩхВа\ <х£А;п = 0,1, ...} 
halmazrendszerek, ahol Я с és Яг az 1. 4 pontban meghatározott homomorfizmusok 

az M és M terek bázisait alkotják. 

Ezen bázisok elemei közötti természetes megfeleltetés az M térnek M térre 
való olyan mod 0 izomorf leképezését értelmezi (vö. 1. 2 pont), mely F-t F-ba, (-át 
(-ba viszi át és az M\£ és M/£ között megadott izomorfizmust indukálja. 

A létezés bizonyítása: Az M tér megadott T endomorfizmusához tartozó termé-
szetes kiterjesztés megszerkesztése. Legyen M' az olyan 

(x 0 , * ! , . . . ) , x„€M, 
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sorozatok halmaza, ahol 
Txn+Í=xn {n = 0 , 1, ...). 

Jelölje adott J c M halmazra X'n azon (x 0 , xlt . . .)£ M' sorozatok halmazát, melyekre 
xn£X és Kn az összes lehetséges mérhető XaM halmazoknak megfelelő X'„ hal-
mazok összességét. Világos, hogy 

és, hogy 

K=\)Kn 
л = 0 

halmaztest. Értelmezzük A'-n a p függvényt a 

nXX'„)=p(X) 

képlettel és terjesszük ki Lebesgue-mértékké. Akkor M ' Lebesgue-tér lesz és a 

T (xq, Xj , ...) = (7xо, x 0 , x 2 , ...), 

összefüggéssel értelmezett T ' leképezés az M ' tér automorfizmusa lesz. 
Jelölje £ az M' tér következő feltétellel értelmezett felbontását: az (x 0 , x1, 

és ( x 0 , x , , ...) sorozatok a £ felbontás azonos eleméhez tartoznak, ha x 0 = x 0 . 
Nem nehéz igazolni, hogy £ kimerítő felbontás. A megfelelő T[ faktor-endomor-
fizmus izomorf a T endomorfizmussal — a és T közötti izomorfizmus meg-
határozása az M'/С és M közötti természetes izomorfizmus alapján történik. 

3. 2. A természetes kiterjesztés spektruma 

' Legyen U a H unitér téren értelmezett unitér operátor. 
Azt mondjuk, hogy U egyszerű Lebesgue-spektrummal rendelkezik, ha H-ban 

létezik olyan mindkét irányban végtelen teljes ortonormált sorozat 
f - 2 f - 1 f O f l f l 

* * * '5 J > J 1 J S J 1 J » ' * * > 
hogy 

Uf»=f"+i и = 0, ± 1 , ± 2 , . . . . 

Továbbá, azt mondjuk, hogy U homogén Lebesgue-spektrumú a multiplicitással, 
ha H-t fel lehet bontani a darab invariáns altér ortogonális összegére, melyek mind-
egyikén U egyszerű Lebesgue-spektrummal bír. Az a szám (véges vagy végtelen) 
nem függ az említett felbontás választásától. 

Legyen H az t/-ra nézve invariáns altere Я-пак, és U az U által indukált operá-
tor Я-on. Ha UH=H, akkor U unitér operátor, ha UH a H valódi része, akkor 
U semiunitér operátor. Az utóbbi esetben igazak a következő tartalmazási relációk 

H с U~lHс t/-2tf е.... 
На 

(30) \ ] U - n H = H , 
л = О 

az U operátort az U természetes kiterjesztésének nevezzük. 
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A 2. 4 pont szerint U ortogonális összege a 

H° = П V"H 
n = 0 

altéren értelmezett unitér részének és a 

Я 1 = HQH° 

altéren értelmezett homogén részének. А Я = Я ° © Я 1 egyenlőségre alkalmazva 
a (30) összefüggést kapjuk, hogy 

h = н° © у и~пн\ 
л = 0 

azaz az U operátor kiterjesztése U-ra az U operátor homogén részének kiterjeszté-
sére van visszavezetve. Az utóbbi kiterjesztést a következőképpen lehet leírni. А Я 1  

alteret bontsuk fel H l invariáns alterek ortogonális összegére, melyek mindegyikén 
U elemi semiunitér operátor és legyen az f ° , f l , ... teljes ortonormált sorozat H(-
ben olyan, hogy 

V f : = f V \ (»1 = 0 ,1 , . . . ) . 

Ha az f $ , f l , ... sorozatot kiegészítjük az 

z ; 1 ^ - 1 / , 0 , f«~2=u~2f?,..., 

sorozattal, akkor kapjuk a mindkét irányban végtelen 
/• — 2 r — 1 rO /»1 /-2 

" > Ja >А ' / а I ••• ! 

sorozatot, mely teljes ortonormált rendszer a 
V u S l 

n = 0 

altéren és kielégíti az 
С / / ; = / Г \ (и = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) 

összefüggéseket. Következésképp U ezen az altéren egyszerű Lebesgue-spektrum-
mal bír, míg a 

V u ~ " H \ 
n = 0 

altéren, mely az 

V u~"H! 
n = 0 

alterek ortogonális összege, homogén Lebesgue-spektrummal, melynek multiplici-
tása a Hj, alterek számával egyenlő. Ily módon kapjuk, hogy 

az U semiunitér operátor U természetes kiterjesztése az U operátor unitér részé-
nek és egy olyan homogén Lebesgue-spektrumú unitér operátornak az összegére bom-
lik, melynek multiplicitása az U operátor homogén része spektrumának multiplicitásá-
val egyezik meg. 
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Legyen Fç a T automorfizmus (vö. 3. 1) faktor-endomorfizmusa. Nyilvánvaló, 
hogy az L2 tér F2(£) altere az UT operátorra nézve invariáns. 

Ha T a Tç endomorfizmus természetes kiterjesztése, akkor 

V UT"1.2(0 = V L2(T"0 = L 2 ( f f T n c ) = L 2 ( e ) = L 2 . 
л = О л = 0 л = 0 

Másrészt L2(0 tekinthető az M/£-án abszolút értékben négyzetesen integrálható 
függvények unitér terének, míg az UT operátor által F2(£)-ban indukált operátor 
— mint UT operátor, mely Fç-hoz van rendelve. Következésképp, ha T a Fç endo-
morfizmus természetes kiterjesztése, akkor UT az UT operátor természetes kiter-
jesztése lesz. 

Összehasonlítva ezt a tételt az előzővel azt kapjuk, hogy: 

Az UT operátor, mely a T- endomorfizmus T természetes kiterjesztéséhez tarto-
zik a T,-hoz tartozó UT. operátor unitér részének és egy olyan homogén Lebesgue-
spektrumú operátornak az összegére bomlik, melynek multiplicitása az UT( operátor 
homogén része spektrumának multiplicitásával egyenlő (azaz 0 vagy °° ). 

3. 3. A természetes kiterjesztés tulajdonságai 

1° Ergodikus endomorfizmus természetes kiterjesztése ergodikus automorfizmus 
lesz. 

2° r-edfokú keverés természetes kiterjesztése r-edfokú keverés lesz. 
3° Egy endomorfizmus entrópiája megegyezik természetes kiterjesztésének 

entrópiájával. 
Az 1° állítás a 3. 2 pont eredményeinek közvetlen következménye. Bebizonyít-

juk a 2° állítást. Legyen T az M tér automorfizmusa, £ kimerítő felbontás és F ; 
r-edfokú keverés. Bármilyen legyen a 

lim I(Ar„) = 

feltételnek eleget tevő 

A\ = (k°, ...,к[), A2 = (k2, ...,k2), ... 

sorozat, tetszőleges 9)í(£)-beli X0, Xx, ...,Xr halmazokra igaz lesz a 

lim/r( П T~k'nX,) = Я л Ш 
n-»°o i= 0 i = 0 

összefüggés. Következésképp ez az összefüggés igaz lesz tetszőleges 7"m2)H£)-beli, 
(m = 1, 2, ...), X0, Xx, ..., Xr halmazokra, és mivel 

V г т д а ( о = д а , 
m = 0 

igaz lesz tetszőleges 93í-beli X0, Xx, .... Xr halmazokra is, azaz T r-edfokú keverés. 
Bebizonyítjuk a 3° állítást. Legyen F ismét az M tér automorfizmusa és £ kime-

rítő felbontás. Adott pozitív ő-hoz találunk olyan £ € Z felbontást, hogy h(T, <£)=-
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>h(T)—5 és olyan n és felbontást, hogy £>(í, t])<ö (vö. 1. 7 pont). A 2. 7 
pont szerint 

Világos, hogy a T automorfizmus T"í felbontás szerinti T„ = TT« faktor-endomor-

fizmusa izomorf Fç-val. Következésképp 

h(Ti)=h(Tn)ëh(T,rl)>h(T,Q-ô>h(T)-2ô. 

Mivel ô tetszőleges h(Tr) — h{T). 

3. 4. Kolmogorov-féle automorfizmusok 

Az M tér T automorfizmusát Kolmogorov-féle automorfizmusnak nevezzük, ha 
létezik olyan mérhető, invariáns £ felbontás, hogy 

П T"C=s, n T"C=v, 
II = — oo n = — oo 

azaz 

V Г" 2)1(0 = 3«, П T" 2)1 ( 0 = 31. 
Л = — OO N = — oo 

Ezeket az automorfizmusokat K O L M O G O R O V vezette be [ 1 ] munkájában. Ott „kvázi-
regulárisaknak" nevezte őket. 

Az alábbi állítások közvetlen következményei az előbbi definícióknak és téte-
leknek. 

Egy endomorfizmus természetes kiterjesztése akkor és csak akkor lesz Kolmo-
gorov-féle automorfizmus, ha az endomorfizmus pontos. Tetszőleges Kolmogorov-féle 
automorfizmus természetes kiterjesztése egy pontos endomorfizmusnak. 

Egy Kolmogorov-féle automorfizmus minden fokon keverés. Egy Kolmogorov-
féle automorfizmushoz rendelt UT operátor a konstansok egydimenziós alterének 
ortogonális kiegészítésén megszámlálható homogén Lebesgue-spektrummal bír. Egy 
Kolmogorov-féle automorfizmus entrópiája pozitív. 

Az utóbbi két tétel K O L M O G O R O V nevéhez fűződik. 

4.§ . Számelméleti endomorfizmusok 

4 . 1 . Rényi tétele 

Legyen cp a 0 - = x < l intervallumon értelmezett valós függvény. Legyen 

Tx = (cf(x)), 

ahol (с) а с szám törtrésze. Ha Tx+0 akkor az x pontban értelmezve van a T2 

leképezés, ha még T2x + 0, akkor az x pontban értelmezve van a T3 leképezés, és 
í. t. Jelölje M a (0, 1) intervallum mindazon pontjait, melyekben a T leképezés 
összes hatványai értelmezve vannak. Nyilvánvaló, hogy T A/-et M-be képezi le. 
A következő problémát konkrét <f függvényekkel, de <p függvények egész osztályá-
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val kapcsolatban is tanulmányozták: létezik-e M-en olyan az m Lebesgue-mérték-
kel ekvivalens p mérték, hogy T ergodikus endomorfizmusa lesz a p mértékű M 
térnek ? 

Ezzel a problémával függ össze egy másik, elemibb kérdés. Legyen x 6 M-re 

«„(*) = М Г п х ) ] (« = 1 ,2 , . . . ) , 

ahol [с] а с szám egész része; az x szám meg van-e határozva az afix), a2(x), ... 
egész számok sorozatával? 

Világos, hogy Ű„(7X) =a„ + 1 (x ) . Következésképp, ha mindkét probléma pozitív 
megoldású a T endomorfizmus olyan eltolásnak tekinthető az (ax, a2, ...) egész 
számokból álló számsorozatok terében, mely az (Ö1; a 2 , ...) sorozatot az (a2 , a 3 , ...) 
sorozatba viszi át. A p mértéket természetesen az M térről át kell vinni a sorozatok 
terére. Ha az egyoldalú {a1,a2,...) sorozatokat kétoldalú (..., a _ t , a0, alt...) 
sorozatokkal helyettesítjük а Г endomorfizmus a természetes kiterjesztésébe megy át. 
Klasszikus példaként vizsgáljuk meg a cp(x) = rx, ahol r egynél nagyobb egész 
szám, és a ç;(x) = l /x függvényeket. Az első példában M a (0, 1) intervallum r sze-
rinti irracionális számainak halmaza és a f x ) , Ö2(X), ... az X szám Т-szerinti kifejtése. 
A p mérték létezik és megegyezik m-el. A második példában M a (0, 1) intervallum 
irracionális számainak halmaza és afix), a2(x),... az x szám lánctört előállítása. 
A p mérték létezik és a 

Mо 1 
' In2 J 1 + x 

x 

képlettel van meghatározva, ahol X tetszőleges mérhető halmaz M-ben (vö. [11]). 
Mindkét problémára vonatkozó leginkább teljes eredmények R É N Y I [2] dol-

gozatában találhatók. R É N Y I felteszi, hogy a <p függvény eleget tesz a következő 
két feltétel egyikének: 

(A) cp folytonos és a lim cp (x) értéktől — mely lehet + vagy kettőnél nagyobb 
x - » 0 

egész — szigorúan csökkenő függvény a lim99(x) = l értékig. 
x—*í 

Ha Xj < x2 igaz a 
9 > ( * I ) - < ? > ( * 2 ) s t X 2 - * i 

egyenlőtlenség, és ha xx > x 2 > + ?>_1(2)) igaz a 
— 9(.xi) — À(x2— Xj), A> 1 

erősebb egyenlőtlenség. 
(B) cp folytonos és szigorúan növekvő a lim 99 (x) = 0 értéktől a lim cp (x) értékig, 

x - > 0 X—* 1 

mely lehet +00 vagy 1-nél nagyobb egész. x 1 < x 2 esetén fennáll a 

<K*2)-?>(*i) > x 2 - x t 
egyenlőtlenség. 

Jelölje £ a (0, 1) intervallum részintervallumokra történő felbontását a 99 -1(j), 
s —1,2, ... pontok segítségével, és legyen — mint a 2. 7 pontban — 

Ct = "fi т-кс. 
k = 0 
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t"T szintén részintervallumokra való felbontása lesz a (0, 1) intervallumnak, n-edrangú 
intervallumoknak nevezzük ó'ket és úgy jellemezhetó'k, mint az a fix), ..., afix) függ-
vények konstans halmazai. A T" leképezés értelmezve van az n — 1-edrendű inter-
vallumokon, de nincs értelmezve a végpontokban. Hogy megkapjuk az M halmazt 
a (0, 1) intervallumból el kell távolítani mindenféle rangú intervallumok végpontjait. 
Mivel ilyen végpont csak megszámlálható számú van, ezért a metrikus kérdésekben 
el lehet hanyagolni az M halmaz és a (0, 1) intervallum közötti különbséget. 

Világos, hogy T" folytonosan és szigorúan monoton módon képez le tetszőleges 
л-edrangú zl intervallumot a (0,1) intervallumra. Jelöljük Д - v a l a fordított leképezését 
a (0, 1) intervallumnak zl-ra. Mind az (A) mind a (B) esetben tetszőleges x/Çzl, 
x 2£zl pontokra igaz a 

egyenlőtlenség. Következésképp az fA függvény eleget tesz a Lipschitz-feltételnek. 
Speciálisan pl. abszolút folytonos. Legyen 

/(zl) = vrai min \f'A(t)\, L(A) = vrai max \fA(t)|, 
0<f<l 0<t<l 

Az (A) és ( B ) feltételeken kívül R É N Y I A cp függvénytől még A következőt követeli 
meg: 

(C) L(A)^Cl(A), ahol С egy és ugyanazon állandó az összes különböző 
rangú intervallumokra. 

R E P R E Z E N T Á C I Ó TÉTEL (VŐ . [ 1 2 ] , [ 1 3 ] , [ 2 ] ) . Ha cp eleget tesz az ( A ) vagy ( B ) fel-
tételnek, akkor az xf M szám egyértelműen meg van határozva az a fix), a2(x), ... 
egész számokból átló számsorozattal. 

R É N Y I TÉTELE. Ha teljesülnek az ( A ) , ( C ) vagy ( В ) , ( C ) feltételek a ( 0 , 1 ) inter-
vallumon létezik olyan mérhető p függvény, hogy 

í 
f ë p(x) ^ C, fp(x)dx= 1 

és T ergodikus endomorfizmus az M téren 

p(X)= Jp(x)dx 
x 

mértékkel. A p függvény modulo null egyértelmű. 
Nyilvánvaló, hogy a RÉNYI-féle tétel feltételei esetén a reprezentáció-tétel 

ekvivalens azzal az állítással, hogy £ a T-re nézve generáló. Nyilvánvaló továbbá, 
hogy az \ / C ^ p ( x ) ^ C egyenlőtlenség ekvivalens a 

(31) p.(X)^Cm(X), m(X)^Cp(X) 

egyenlőtlenségekkel, ahol X tetszőleges mérhető halmaz (0, l)-ben. 

4. 2. A pontosság feltétele 

Ebben a pontban Г-ről nem tesszük fel, hogy számelméleti endomorfizmus, 
csupán a 2. 1 pont általános feltételeinek tesz eleget. 
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Legyen 21 az M pozitív mértékű halmazainak olyan megszámlálható rendszere, 
hogy páronként diszjnnkt A Ç 21 halmazok összegei alkossanak 9Jl-ben egy mindenütt 
sűrű halmazt. Ha létezik olyan pozitív egész értékű n(A),AÇ 2Í függvény és olyan 
pozitív q szám, hogy fi(T"<A>A) = 1 (A ( 21) és tetszőleges mérhető Xc. A halmazra, 
melynek Tin)ÁX képe mérhető, 

akkor T pontos endomorfizmus. 
Bizonyítás: A 2.2 pont szerint elegendő bizonyítani, hogy tetszőleges pozitív 

mértékű mérhető Y halmazra, melynek TY, T2Y, ... képei is pozitívok 

(33) lim / i (F"7) = 1. 
n - > oo 

Legyen ô pozitív szám. A 

összefüggés nem állhat fenn tetszőleges A £ 21 halmazra, mivel akkor igaz lenne 
tetszőleges mérhető A halmazra, és A = Y esetén a 

/i(F) ^ j l - - ^ ) / i ( 7 ) 

teljesen abszurd egyenlőtlenséget kapnánk. Következésképp, létezik olyan Bd21 
halmaz, hogy 

pÇYB) B(B) 

és n = n(B) esetén azt kapjuk, hogy 

/Í (Tn 7 ) ё /I (F" ( Y В)) ё /I (T" В) - р (Г" (В - Y В)) > 1 - <5. 

Mivel a / i (7) , / i (F7) , p(T2Y), ... sorozat növekvő, a (33) összefüggés be van 
bizonyítva. 

4. 3. A pontosságra vonatkozó tétel 

A Rényi-tétel feltételei esetén T pontos endomorfizmus. 
A bizonyítás a 4. 2 pont tételén alapszik. Legyen 21 az összes különböző rangú 

intervallumok halmaza és n(A) a A intervallum rangja. Mivel ( generáló F-re nézve, 
diszjunkt A 6 21 intervallumok összegei SOI-ben egy mindenütt sűrű halmazt alkot-
nak. A 4. 1 pont szerint F(")zl zl-át az egész (0, 1) intervallumra képezi le. Azt kell 
még bebizonyítani, hogy létezik ofyan q szám, mely elegei íesz a (32) egyenlőtlenség-
nek. Mivel az fA függvény a (0, 1) intervallumot A-ra képezi le és abszolút folytonos 

í 
(34) m(A)= f l f f i t ) l d t ^ L ( A ) 
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és tetszőleges А с A halmazra, melynek mérhető X'— T(n)iX képe van 

(35) m (A) = m(fA (A')) = / \fA(t)\dt^l(A)m(X'). 
X' 

A (C) feltételből és a (34), (35) egyenlőtlenségekből következik, hogy 

m (A) 
m (A') =5 С m(A) 

Ebben az egyenlőtlenségben a (31) egyenlőtlenség alapján az m mértéket /z-vel 
helyettesítve kapjuk, hogy 

" V / 
Ily módon 9 = C 4 lehet. 

Példa: cp(x) = \lx. [2]-ben be van bizonyítva, hogy ez a függvény eleget tesz 
a RÉNYi-féle feltételeknek. Következésképp a megfelelő T endomorfizmus pontos. 
Speciálisan : T minden fokon keverés — ez olyan tétel, mely magában foglalja a 
híres GAUSS—KuzMiN-tételt (a maradék tag becslése nélkül) és nagyszámú általánosí-
tását. 

4. 4. Egy tétel az entrópiáról 

Ebben a pontban feltesszük, hogy <p eleget tesz a RÉNYi-féle feltételeknek. 
Jelölje A„(x) az x£M pontot tartalmazó и-edrangú intervallumot, és legyen 

m„(x)=m(A„(x)), p„(x) = p(A„(x)). 

A Ç felbontásnak akkor és csak akkor van véges H (fi) entrópiája, ha 
í 

(36) / ]g\cp'(x)\p(x)dx^~ 
о 

vagy vele ekvivalens megfogalmazásban, ha 
í 

(37) j\g\q,'(x)\dx^^ 
о 

(lásd a (31) egyenlőtlenségeket). Ezen feltétel esetén 
í 

h(T) = h(T,fi) = j\g\f(x)\p(x)dx 
о 

és majdnem mindenütt 

lim — lg — U - = lim — lg — U - = h(T). 
„„„ n pn(x) „„„ n mn(x) 

Bizonyítás: A (37) összefüggés ekvivalens a 

(38) 2 / w ( * ) \ d x 
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sor konvergenciájával, ahol az összegezés az első rangú A intervallumokra van 
kiterjesztve. A (31) egyenlőtlenségek szerint a 

összefüggés ekvivalens a 

(39) 

sor konvergenciájával. Mivel 
í 

m(A) = / 1/И01Л 
о 

(vö. 4. 3 pont), ezért 

HA)—m V ) á i ( ^ ) , m (d) lg - j ^ y ^m(A) l g m (A) lg . 

Mivel egy elsőrangú A intervallumra 

ezért 
1 - ^kc jOI^ -тЛЧ- . 

L ( d ) - 1 ^ v 7 1 - / ( z l ) 

[{x)\ dx^m(A)lg. 

Azonban 

és így a 

a 

7« (A) lg -Щ- m (A) lg - - L = w ( j ) lg С 

/(d) ' a L(d) 

sorok egyszerre konvergensek vagy divergensek. Következésképp a (38), (39) sorok 
szintén egyszerre konvergensek vagy divergensek és a #(<!;) feltétel ekvivalens 
a (36), (37) feltételekkel. 

Teljesüljön most a (36) feltétel. A MAcMiLLAN-tétel [5] szerint az — l g — j y 
n Bn\x) 

függvénysorozat mértékben konvergál h(T, £)-hez. Mivel £ generáló 

h(T,o=h(T). 

Ezért elegendő bizonyítani, hogy majdnem mindenütt 

1 
lim — lg — L - = lim — lg — = / lg |gp' „-« n pn(x) „„„ n mfx) J (x)| p(x) dx. 
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Legyen 

/„(x) = l(A„(x)), L„(x) = L(An(x)), i//„(x) = Г Л п а Т " х ) . 

Mivel majdnem mindenütt 

>n(x) = \Ф„(х)\ s L„(x), /„(x)Sm„(x) S L„(x), 

ezért majdnem mindenütt 
1 1 _ J _ 1 I 1 

n " m„(x) и \Фп(х)\ 

és majdnem mindenütt 

lim 

g /„(*) и l g L„(x) - и l g L 

1 . 1 1 1 
n mn(x) n \ф„(х)\ 

= 0. 

Azonban 
1 

Фп(х) 
a T" függvényének a deriváltja az x pontban. Következésképp 

1 
Фп(х) 

= f'(x)q>,(Tx)...<p'(T'-1x) 

1 1 ' 1 

- l g n ö \фп(х)\ n áo 

Az ergod-tétel szerint ez a középérték majdnem mindenütt konvergál a (36) integrál-
hoz. Tehát majdnem mindenütt 

1 

lim — lg — l — = / lg I<p' 
n mn(x) J 

(x)| p(x)dx, 

és csak azt kell észrevenni, hogy a (31) egyenlőtlenségek szerint 

1 1 1 1 
— lg —-p—f lg 7-r 
n p„(x) n m„(x) 

Példa. (f (x) = 1/x. Ekkor 

á - l g C . 
n 

p{x) = 
1 1 

In 2 1 + x 

(lásd 4. 1 pont). Következésképp 
í 

1 dx 
( 1 + x ) I n 2 (In 2)- I-г 

In x dx n2 1 
+ x 6 (In 2)2 

úgy, hogy majdnem mindenütt 

(40) lim — lg 
n2 1 

n m„(x) 6 ( ln2) 2 ' 

j 
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Ez az összefüggés a lánctörtek metrikus elméletében egy kicsit más alakban ismert, 
éspedig : 

(41) lim ^q„(x) = e121n 2 , 

ahol qn(x) az x szám и-edik közelítésének nevezője. A (40) és (41) összefüggések 
ekvivalenciája következik az 

m Á X ) = ? . (*) [« . (*)+ í „ - i ( * ) ] 
összefüggésből. 

4 . 5 . A <i (x) = fix, ß > 1 függvény 

Ez a függvény nem egész ß értékekre nem tesz eleget a 4. 1 pont feltételeinek. 
Ennek ellenére, amint az R É N Y I dolgozatában be van bizonyítva, a 4. 1 pont mindkét 

tétele érvényes rá, mégpedig a második tétel С = - 2 . . . konstanssal. 

A <p(pc) = ßx függvénynek megfelelő é felbontás az pontok 

segítségével történik és generáló. A é r , 1 felbontás a é r - ' felbontás minden 
( x t , x2) intervallumának 

*i к = 1,2, ... 

pontokkal történő felbontása útján jön létre. A T" endomorfizmus lineárisan — ß" 
együtthatóval — képezi le a ér felbontás minden intervallumát a (0, 1) intervallumba. 
Az egész (0, 1) intervallumra természetesen a ér felbontásnak csak azok az inter-
vallumai képződnek le, melyek l/ß" hosszúságúak. Ezen intervallumok összességét 
9(n-el jelöljük. 

T pontos endomorfizmus. 

A bizonyítás ismét a 4. 2 pont tételén alapszik. Legyen 91= (J 9í„ és n(A)=n, 
л = 1 

ha HÇ9(„. Világos, hogy páronként diszjunkt И £91 intervallumok összegei Sí-
ben egy mindenütt sűrű halmazt alkotnak. Tetszőleges XczA mérhető halmazra 

m(T"A)X) = ß"-m(X) = . 
m (A) 

Következésképp 

пД) 
és q = C3 lehet. 

A T endomorfizmus entrópiáját legegyszerűbb a (29) formula alapján kiszá-
mítani. Természetesen előzőleg meg kell találni a p függvényt. Ha például 

0 1 + 1/5 

8 III . Osztály Köz leménye i X1V/4 
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akkor 

p ( x ) = 

(lásd [2]) és a (29) formula alapján 

5 + 31/5 . / 5 - 1 
- , h a 0 < x « = — 10 

5 + / 5 / 5 - 1 , 
1 0 — h a 2 < X < 1 

ит\ 5 - / 5 _ 1 + / 5  h(T) = — -lg—- - • 
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