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A LEBESGUE-TER PONTOS ENDOMORFIZMUSATI*

frta: V. A. ROHLIN

Egy mértéktér T endomorfizmusat pontosnak nevezzilk, ha a [} 77"k metszet, ahol
n=0
M a tér osszes mérhetd halmazainak az Ssszessége, csak a nulla mértékii halmazokbdl és azok
kiegészitd halmazaibdl 4ll. A dolgozatban a Lebesgue-tér pontos endomorflzmusainak a tulajdon-
sagait vizsgdljuk. Példaként a szamelméleti endomorfizmusok egy tdg osztalyat vizsgdljuk meg;
bebizonyitjuk az endomorfizmusok pontossagat és kiszamitjuk az entrdpidjukat.

Egy mértektér endomorfizmusdnak nevezziikk a térnek olyan Onmagdra vald
leképezését, melynél tetszGleges mérhet§ halmaz Gsképe mérhet§ és mértéke meg-
egyezik az eredeti halmaz mértékével. A kdlcsondsen egyértelmii endomorfizmust,
ha azzal a tulajdonsdggal rendelkezik, hogy inverz leképezése is endomorfizmus,
automorfizmusnak nevezziik. Jelen dolgozatban tdrgyalt pontos endomorfizmusok
osztdlya, meghatdrozott értelemben szembendll az automorfizmusok osztdlydval:

A T endomorfizmust pontosnak nevezziik, ha a [ 7" metszet, ahol Mt az sszes
n=0

mérhet§ halmazok Osszessége, csak a nulla mértékii halmazokbdél és azok kiegészitd
halmazaibdl &dll. A pontos endomorfizmusok egy csomd kit{ing tulajdonsdggal
rendelkeznek. Példdul a folytonos mértékli Lebesgue-terek Gsszes endomorfizmusai
azonos végtelen multiplicitdsi homogén spektrummal rendelkeznek és minden
fokon keverések. A pontos endomorfizmusok tulajdonsdgait jelen dolgozat 2. §-
dban vizsgdljuk. Az 1.§-ban a mértékelméleti elGismereteket adjuk meg. A 3. §-
ban tetsz6leges T endomorfizmust elGdllitunk, mint egy bizonyos 7’ automorfizmus
— a T endomorfizmus tun. természetes kiterjesztése — faktor-endomorfizmusat.
A pontos endomorfizmusok természetes kiterjesztéseinek azok az automorfizmusok
bizonyulnak, melyeket KoLMoGORov [1] ,kvdzireguldris” elnevezéssel vizsgdlt.
Altaldnos tételek a természetes kiterjesztésrGl lehetGvé teszik a pontos endomor-
fizmusok tulajdonsdgaibdl egy sor tulajdonsdg levezetését Kolmogorov-féle automor-
fizmusokra; kideriil példdul, hogy egy Kolmogorov-féle automorfizmus minden
fokon keverés. A 4. §-ban egy RENYI [2] dltal vizsgdlt szdmelméleti endomorfizmus
osztalyt tekintlink. Bebizonyitjuk, hogy ezek az endomorfizmusok pontosak €s
kiszdmitjuk entrépidjukat.

1.§ Meértékelméleti elGismeretek
Ebben a paragrafusban az olvasé munkdjinak megkonnyitésére réviden tdr-

gyaljuk a dolgozat megértéséhez sziikséges mértékelméleti ismereteket. Az 1. 1—
1. 4 pontok anyagdnak részletes tdrgyaldsa megtaldthatd a szerz8 [3] munkdjdban.
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1. 1. Altalanos meghatarozasok

Mint ismeretes az M halmazt mértéktérnek nevezziik, ha ki van jelélve benne
a mérhet8 X halmazoknak — megfelel§ u(X) mértékkel elldtott — Borel-féle halmaz-
teste. Feltessziik, hogy a u fiiggvény nemnegativ és megszdmldlhatdan additiv.

Ha M mérhet§ és u(M)=1 a u mértéket normdltnak nevezziik. Ha nulla mér-
tékili halmazok részhalmazai mérhetSk (mértékiik természetesen nulla), a g mérté-
ket teljesnek nevezziik.

Egy mértéktérnek egy mdsikra vald leképezését homomorfizmusnak nevezziik,
ha tetszdleges mérhet8 halmaz Gsképe mérhet§ és mértéke megegyezik az eredeti
halmaz mértékével. A homomorfizmust izomorfizmusnak nevezziik, ha kdlcsondsen
egyértelmii és az inverz leképezése szintén homomorfizmus. Ha a teret dnmagdra
képezziik le, az izomorfizmust automorfizmusnak, a homomorfizmust endomorfiz-
musnak nevezziik.

Azokat a mértéktereket, melyek k6z6tt izomorfizmus dllapithaté meg, izomorfok-
nak nevezzilk. Az M tér T endomorfizmusa és az M’ tér T’ endomorfizmusa izo-
morfak, ha létezik az M tér olyan S izomorfizmusa M’-re, hogy T’'=STS-1.

A mértékelmélet legfontosabb elve a nulla mértékii halmazok elhanyagoldsdaban
dll. Ennek az elvnek megfeleléen a mértéktercket és endomorfizmusaikat nulla
mértékii.halmazoktdl eltekintve, illetve a mi szohaszndlatunkkal: ,,modulo null”,
vizsgdljuk. Példdul, nem az a 1ényeges, hogy az M és M’ terek, vagy T és T’ endo-
morfizmusaik izomorfok-e, hanem az, hogy izomorfokka tehetSk-e M és M’ bizo-
nyos nulla mértékii halmazainak az eltdvolitdsdval; és az sem lényeges, hogy az M
tér adott T endomorfizmusa automorfizmus-e, hanem az, hogy automorfizmussd
tehet8-c az M tér bizonyos null mértékli halmazdnak eltdvolitdsa utjan, ési.t. Ha a
véalasz pozitiv, azt mondjdk, hogy M és M’ vagy T és T modulo null (mod 0) izo-
morfok; a 7 modulo null (mod 0) automorfizmus, és i. t.

1. 2. A Lebesgue-terek

A mérhet§ halmazok egy megszdmldlhaté {B,; a€ A} rendszerét az M tér
bdzisdnak nevezziik, ha:
(a) tetsz6leges mérhetd X halmazhoz létezik olyan, a {B,,«€ A} rendszer
dltal generdlt Borel-féle halmaztesthez tartozdé Y, hogy YO X és u(Y—X) = 0;
_ (b) tetszbleges x€ M, y€ M pontokhoz taldlhato olyan a€ 4, hogy vagy y€ B,,
x€B,, vagy x¢B,, yc B,.
A bdzissal rendelkezd teljes, normadlt mértékteret szepardbilisnek nevezziik.
A szepardbilis M teret teljesnek nevezziik a {B,; a€ A} bdzisdra nézve, ha az
osszes () E, metszetek, ahol E, a B, vagy M — B, halmazok egyike, nem iiresek.

acA

Ennek megfelelSen az M szepardbilis teret modulo null teljesnek nevezziik a {B,; o € A}
bdzisdra nézve, ha a szepardbilis M’ egy olyan 1 mértéki részhalmazdnak tekint-
het8, ahol M’ teljes egy olyan {B;,a€ A} bdzisdra nézve, ahol B, M = B,.

Ha egy szepardbilis tér modulo null teljes valamilyen bdzisdra nézve, akkor
modulo null teljes lesz tetszleges mds bdzisdra nézve is. A bdzisaikra nézve modulo
null teljes szepardbilis tereket Lebesgue-tereknek, a megfelel6 mértékeket pedig
Lebesgue-mértékeknek nevezziik.

Egy Lebesgue-tér legfeljebb megszdmldlhaté sok pozitiv mértékdi pontot tar-
talmaz. Ha ilyenek egyadltaldn nincsenek a p mértéket folytonosnak nevezziik, ha
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modulo null az egész teret kimeritik a p mértékét diszkrétnek nevezzik. Egy foly-
tonos mértékii Lebesgue-tér izomorf, modulo null, a k6zénséges Lebesgue-mértékil
egységnyi intervallummal.

Egy Lebesgue-térben mérhet6 halmazoknak tetsz6leges {B,; a€ A} megszdm-
lalhato rendszere, mely rendelkezik a (b) tulajdonsdggal egyben bdzis, azaz rendel-
kezik az (a) tulajdonsdggal is.

Legyen {B,; € A} a u mérték{i M Lebesgue-tér egy bdzisa és {Bq; a€ A} a u’
mértékii M’ egy bdzisa. Ha tetszbleges véges a,, ..., &, Osszességre

# (irjl Bai) =K (iél B;i)’

akkor létezik az M térnek olyan mod 0 izomorf leképezése az M’ térre, mely nulla
mértéki halmaztdl eltekintve a B, halmazt B, -be, o€ A4, viszi dt, és tetszGleges két
ilyen leképezés modulo null azonosan megegyezik. '

A tovdbbiakban M-rél feltessziik, hogy Lebesgue-tér.

1. 3. Mérheto felbontasok és mérhet6 halmazok algebrai

Az M tér felbontdsdnak nevezzilk nem fiires, diszjunkt M-et lefedé halmazok
tetszGleges Osszességét. A { felbontds elemeinek Osszegeibll adodd halmazokat
(-halmazoknak nevezziik.

A mérhetd (-halmazok egy megszdmldlhatd {B,; a& 4} rendszerét a { felbontds
bazisanak nevezziik, ha a { felbontdsnak tetszGleges C, C’ elemeire létezik olyan
a€ A, hogy vagy Cc B,, C"t B, vagy C& B,, C’c B,. A bdzissal bird felbontast
mérhetének nevezziik.

{={ jeloli, hogy a {’ felbontds {-nak finomitdsa. Ennek megfelelGen a {={"
mod 0, { ={" mod O jeloléseket akkor haszndljuk, ha a {={’, {={" Osszefiiggések
érvényesek M megfeleld 0 mértékii halmazainak eltdvolitdsa utdn.

Mérhetd (, felbontdsok tetszbleges rendszerére létezik a [] {, szorzat, mely

a kovetkez6 két tulajdonsdggal rendelkezd { mérhet8 felbontdssal van értelmezve:
1. {,={ mod 0 tetszleges a-ra
2. ha {,={ mod 0 tetszGleges x-ra, akkor {={" mod 0.

Analog modon létezik mérhetd {, felbontdsok tetszleges rendszerére a () {, metszet,

a
mely a kovetkez8 két tulajdonsdggal rendelkezé { mérhet8 felbontdssal van értel-
mezve:

1. {,={ mod O tetszSleges x-ra

2. ha {,=(" mod 0 tetsz6leges a-ra, akkor {={" mod 0.

Az M térnek egyes pontjaira valo felbontdsdt s-nal jelsljitk. A trividlis, csak magdt
M-et tartalmazd, felbontdst v-vel jeloljiik.

A [ felbontds mérhetd burkdnak nevezzilk az 6sszes mérhetd felbontdsok szor-
zatdt, melyeknek { finomitdsa. A mérhetS halmazok Osszességét bontsuk egymdstol
csak nulla mértékd halmazon eltér§ halmazok osztédlyaira és ezen osztdlyok Osszessé-
gét jeloljik i-mel. A megszdmldlhatd egyesités, megszdamldlhaté metszetképzés
és a kivonds miivelete halmazok osztdlyaira is dtvihet6 a halmazokrdl és Mi-et
algebrdva alakitja. Az It algebra tetszbleges, ezen miiveletekre nézve zdrt részét,
az M részalgebrdjdnak nevezziik.
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Vildgos, hogy I tetszGleges M, részalgebra rendszerének [ M, merszete
M részalgebrdja lesz. Kissé nehezebb az Mi, részalgebrak \ M, dsszegének meg-

hatdrozdsa: ez azon részalgebrdk metszete, melyek mindegyike az Osszes 2, rész-
algebrat tartalmazza.

Mt részalgebrdi k6z6tt van legnagyobb — maga Pt — és legkisebb — a trividlis
M algebra, mely a nulla mértékli halmazok osztdlydbdl és az 1 mértékii halmazok
osztdlydbol 4ll.

Tetsz8leges mérhet§ { felbontds esetén jelolje M (L) az PVt algebra azon rész-
algebrdjdt, mely a mérhet8. {-halmazok osztdlyaibodl dll. Kideriil, hogyha 9 ()=
=M (L"), akkor { ={" mod 0 és az M algebra tetszGleges részalgebrdjdhoz taldlhato
olyan mérhetd ¢, hogy M({) megegyezik az adott részalgebrdaval. Ily mdédon az I
algebra részalgebrdi egy természetes kolcsdndsen egyértelmii megfeleltetésbe hoz-
haték a mérhetS felbontdsok mod O azonos osztilyaival. Es ekkor Mi(e) =N,
ME)=N, M) <M(’) abban és csak abban az esetben, ha {={" mod 0, és

W L)=VME). WO L)= N

A mérhet6 A, B halmazok ¢(A4, B) tdvolsdga a
e(4, B) = p(4+B—AB)

Osszefiiggéssel van értelmezve. A o fiiggvény M-et metrikus térré alakitja.

1. 4. Faktortér. Mértékek kanonikus rendszere

Az M tér { felbontds szerinti faktorterének nevezziik azt a mértékteret, melynek
pontjai a { felbontds elemei és a u, mérték a kovetkezd médon van meghatdrozva:
legyen H, az a leképezés, mely minden x€ M ponthoz a felbontés azon elemét
rendeli amelyben van; a faktortér Z halmaza mérhetd, ha Hg 'z merheto halmaz
M-ben és legyen

w(Z)=pu(H; ' 2).

Az M tér { felbontds szerinti faktorterét jeldlje M/(. Vildgos, hogy H, az M tér
M/{ térre valé homomorfizmusa.

Egy Lebesgue-tér tetszSleges mérhetd felbontds szerinti faktortere Lebesgue-
tér lesz.

A ({ felbontdshoz tartozd kanonikus mértékrendszernek nevezziik a u- mértékek,
Ce{, kovetkezd két tulajdonsaggal biré rendszerét:

1. uc Lebesgue-mérték C-ben, C¢(; '

2. tetszGleges X < M mérhetS halmazra az XC halmaz mérhet6 a C téren majd-
nem minden C€ M/{ pontra, a pu(XC) fiiggvény mérhet6 M/{ téren ¢s

0 = [ pXC)dyg.
M
TetszSleges mérhet§ felbontdshoz tartozik kanonikus mértékrendszer és tetszGleges
két {uc}, {#¢} kanonikus mértékrendszer, mely egy és ugyanazon { felbontdshoz
tartozik mod Q0 azonos (azaz uc=puc, mod 0 minden C¢€ M/{ halmazra).
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1. 5. Homomorfizmusok

[3]-ban be van bizonyitva, hogy Lebesgue-térnek Lebesgue-térre valé homomor-
fizmusa tetszSleges mérhet§ halmazt — mely Gskép — mérhet6 halmazba visz At.
Specidlisan, kdlcsondsen egyértelmii homomorfizmus egyben izomorfizmus. Azon-
ban olyan mérhet§ halmaz, mely nem Gskép, homomorfizmus esetén nem mérhetd
halmazba is dtmehet.

Ebben a pontban mérhet6 képpel biré halmazok osztdlydt vizsgdljuk, mely
Iényegesen szélesebb, mint a mérhetG Gsképek osztdlya. Ezeket a halmazokat irre-
ducibiliseknek nevezziik és a kovetkez6 modon vannak meghatdrozva. Legyen T
az M térnek egy mdsik M’ Lebesgue-térre vald homomorfizmusa, { az M tér fel-
bontdsa a pontok §sképeire a 7 homomorfizmus esetén és {uc} a { felbontdshoz
tartozé kanonikus mértékrendszer. Tetsz8leges mérhet§ X — M halmazra jelolje
Z a { felbontds azon C elemeinek Osszegét, melyeknek van k6z6s résziik X-szel, jelol-
je Z, azon Cc Z elemek osszegét, melyekre p(XC)=0 és jelolje Z, azon C ele-
mek 6sszegét, melyekre uc(XC)=0. Vildgos, hogy a Z, Z, és Z, halmazok &ské-
pek, és hogy

Z,+2Z, = Z.

Mivel u(XC) mérhetd fiiggvény M/{-n a Z, és TZ, halmazok mindig mérhetdk,
mig a Z,, Z és TZ halmazok egyszerre mérhetGk vagy nem mérheték. Az X halmazt
irreducibilisnek nevezzilk a T homomorfizmusra nézve, ha Z; null mértékii.

Ha az X halmaz irreducibilis a T homomorfizmusra nézve, akkor képe: TX mérheto.
Valéban, TX=TZ.

Ha az X halmaz irreducibilis a T homomorfizmusra nézve, akkor tetszdleges
X' X halmaz, mely csak null mértékii halmazon tér el X-181 szintén irreducibilis
T-re nézve.

Bizonyitds. Legyen Zj a ( felbontds azon C elemeinek az 6sszege, melyekre az
X’C metszet nem iires, de uc(X'C)=0. Mivel X'C X a Z;C Z is teljesill és kovet-
kezésképp ZyCZ,Zy+ Z,. Jobbrdl az els§ tag, Z,Z,, része azon C halmazok
Osszegének, melyekre u(XC) =0, de u(X’C)=0. Mivel X’ csak egy nulla mértékii
halmazon tér el X-t6l, ez az Osszeg nulla mértékii lesz és u(Z,Z,)=0. A masodik
tag, Z,, szintén nulla mértékli. Kovetkezésképp n(Zg) =0.

Tetszoleges mérheté X halmaznak van olyan X-tél csak nulla mértékii halmazon
eltéré részhalmaza, mely irreducibilis T-re nézve.

Ilyen részhalmaz példdul az XZ, szorzat.

Ha a { felbontds majdnem minden C eleme, melyet mértéktérnek tekintiink pc
meértékkel, csak pozitiv mértékii pontokbdl dll, akkor a T homomorfizmus tetszbleges
mérheté halmazt mérheté halmazba visz dt.

Valéban, ebben az esetben az Osszes mérhetd halmazok irreducibilisek.

Feltételesen nevezziik a mérhet§ X halmaz X-t6l csak nulla mértékid halmazon
eltéré irreducibilis részeinek képeit ezen halmaz redukdlt képeinek a T homo-
morfizmusra nézve és 7T,X lesz a jelolésiik. Nyilvdnvald, hogy egymdstol csak nulla
mértékili halmazon térnek el, és hogy ugyanez érvényes tetszGleges két, egymastol
nulla mértékli halmazon eltér§, mérhet§ halmaz redukdlt képeire. Kovetkezés-
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képpen T, tekinthet§ az M algebrdnak WVi” algebrdra vald leképezésének, mely utdbbi
az M’ tér mérhetS halmazainak osztdlyaibdl all.

Ha T az M tér endomorfizmusa, akkor T, WM-et M-re képezi le. Nem nehéz
igazolni, hogy ebben az esetben

(T =T"),.

Ha T az M tér endomorfizmusa, akkor tetszbleges X halmaznak van oly Y rész-
halmaza, mely X-t6l csak egy nulla mértékii halmazon tér el és irreducibilis az
dsszes T" (n=1, 2, ...) endomorfizmusra nézve.

Bizonyitds: Legyen X, az X halmaz olyan részhalmaza, mely csak egy nulla
mértékli halmazon tér el X t8] és irreducibilis T"-Te nézve. Legyen

X=NX
n=1

Vildgos, hogy u(X—Y) =0 és pu(X,—Y) =0, n=1,2,.... Az utdbbi reldciobdl
és az Y C X, tartalmazdsbdl kovetkezik, hogy az Y halmaz irreducibilis T"-re nézve.

1. 6. Egy felbontas entrépiaja

Legyen & az M tér egy mérhet8 felbontdsa és legyenek C;, C,, ... a pozitiv
mértékl elemei M-nek. Legyen

-2 u(CYlgp(Cy, ha ﬂ(M—LkJ C) =0,

HO =) ., ha u(M—|JC) =0,
k

ahol Ig a kettes alapu logaritmust jelbli. A fenti formula elsS sordban szereplS Osszeg
lehet véges vagy végtelen. A H(¥) fliggvényt nevezik a & felbontds entrdpidjdnak.

Ha a ¢ felbontds mellett még van egy # felbontds is, akkor az # felbontds majd-
nem minden C elemén & indukdl egy &; mérhetd felbontdst, meghatdrozott H(&y)
entrdpidval (az 5 felbontds elemei Lebesgue-tereknek tekinthet8k, ldsd 1. 4. pontot).
H (CC) az My faktorteren egy nem- negativ merheto figgvény. Veges vagy Végtelen
nézve €s H(é/n)-val jeloljiik.

A H(&/n) fiiggvény kovetkezd tulajdonsdgait fogjuk felhaszndlni (lasd [4], 5],

[1], f6]):

L. H(¢/vy=H(S), H(En/m)=H(/n).

2. H(é/m)=0; H(/m)=0 akkor és csak akkor, ha {=# mod 0.
Ha ¢=¢', akkor H({/m)=H(E'[n).

- HEEmy=H(EMm)+HE ).

. Ha n=n’, akkor H(¢/m)=H (/).

Ha H() << és H(n) <eo, akkor H(En)=H(/m)+ H(n).

Ha ¢, =¢6,=... és ﬁﬁn:f, akkor

N oupaw

lim H(E./n) = H(é/n)

n— e
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oo

8. Ha ny,=n,=..., [[ n,=n és H() <o, akkor
lim H(S/n,) = H(E/n).

Jeloljik Z-vel a véges entropidju mérhet§ felbontdsok halmazit és legyen

E€Z,ne Z felbontdsokra
e, n) = HE/m+H@/S).

Vildgos, hogy o(&, 1) =0 és hogy 0(¢&, n)=0, akkor és csak akkor, ha £ =#% mod 0.
Nyilvdnvald tovdbbd, hogy
& m=en, .

(&0 = o0& mo(, D).

Végiil
Valéban,
H/D) = HED—-HQ) = H(End)—H) = HEnd) —HMnE) +
+H@)—HQ) = H(EMD+HMn/D = H(E/m +H®/O),

és pontosan ugyanigy

H([Q) = H{/m)+H®/).

Ily médon ¢ mérték Z-ben, pontosabban azon a halmazon, melyet gy kapunk
Z-b8l, hogy a mod 0 azonos felbontdsokat azonositjuk.

A véges felbontdsok halmaza mindeniitt stirii Z-ben.

Valdban, legyen £€Z és legyenek C,, C,, ... a ¢ felbontds pozitiv mértékd
elemei.

Tegyiik fel, hogy végtelen sok van és jeldlje &, az M térnek a Cy, C,, ..., C,—_1,
E, = M—(C,+... +C,_,) halmazokra vald felbontdsdt. Mivel &,=¢

o€, &) = H(O— H(,) = n(E) g u(E,) — gu(ci5 lg#(Ci)-

Annak kovetkeztében, hogy lim u(E,)=0 és 2 u(C) lgu(C,) konvergens, a jobb-

B=>co

oldal mindkét tagja nulldhoz tart. Kovetkezeskepp (&, &) —~0.

Ha {,,{,, ... olyan felbontdssorozat, hogy

Li=0=...,

=
[
e

akkor az olyan n¢€ Z felbontdsok halmaza, melyekre n={, legaldbb egy n-re, mindeniitt
sirti Z-ben.

Bizonyitds: Elegendd bebizonyitani, hogy tetszSleges véges &€ Z felbontdshoz
és tetsz@leges pozitiv 8-hoz létezik olyan n és n€ Z, hogy

N=g,, o n)=9.
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Legyenek Cy, ..., C, a ¢ felbontds elemei. Mivel [] {,=¢ azért
n=1

V M) =

azaz a DEUE(C,,) algebra (halmaztest) mindeniitt sliri Pi-ben. Kovetkezésképp
tetsz()'le';;z; pozitiv §-héz létezik olyan n és olyan Ci, ..., Cs—1 halmazok, hogy
0(C;, CHY<d, i=1,..,m—1.
Jeloljik u-val az M tér D,, ..., D,, halmazokra vald felbontdsdt, ahol
Dy =Ci, Di=C—Ci(Ci+...+Ci_y), i=2,..,m—1)
Dp=M—(Ci+ ...+ Cn_y).
Nyilvdnvald, hogy n={, és, hogy

o(&, n) = 2 1(C)lig u(C) + Z 1(Dy) lg“(D")‘zél 1(C;D;)1g u(C,D;)

{a=0 esetén a lg a nulldnak teklntendo) Ezek az Osszefliggések azt mutatjdk, hogy
9(6 11) folytonosan fiigg C1, ..., Cm—1-t6l és nulldval egyenl6,ha C1 =Cy,...,Cm_1 =
= . Kovetkezésképp, ha 8 elég kicsi g(&, ) <d.

Ha { a {,,,, ..., monoton nivekvd, mérheté felbontdsok szorzata, akkor az
olyan n felbontdsok halmaza, melyekre n=_, legaldbb egy n-re, stirti lesz az n={
feltételnek eleget tevé n mérhets felbontdsok halmazdban.

Ezt a tételt az M térnek { felbontds szerinti faktorizdcidjdval az el6z§ tételre
lehet visszavezetni (melynek dltaldnositdsa).

2.§. Pontos endomorfizmusok -

2. 1. Meérheto halmazok Gsképei

A tovdbbiakban M-rdl feltessziik, hogy Lebesgue-tér folytonos mértékkel és
T az M tér egy endomorfizmusat jeloli.

Mivel a mérhet6 X halmaz T-1X Gsképe a T endomorfizmus esetén nulla
mértékil halmazon valtozik csak meg, ha X null mértékd halmazon véltozik -1
az M algebra I algebrdba vald leképezésének tekinthetd. Nyilvdnvald, hogy ez
a leképezés algebrai izomorfizmus. Ha 7 automorfizmus vagy mod 0 automorfiz-
mus, T-1M =9I, ellenkez8 esetben T-1Wi az M algebrdnak valddi részalgebrdja.

Ismételten alkalmazva a T~! operdcidt egy egymadst tartalmazé

8 MOT-tMoT-2M> ..

algebrasorozatot kapunk, melynek elemei vagy mind azonosak, vagy mind kiilon-
b6z8k. A TPt algebra a kovetkez8képpen irhaté le: az i algebra egy eleme
abban és csak abban az esetben tartozik a T-"It algebrdhoz, ha mint mérhetd
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halmazok egy osztdlya tartalmaz legalibb egy olyan halmazt, mely 8skép a T
endomorfizmus esetén, azaz legaldbb egy olyan X halmazt, mely kielégiti az X' =
=T-"(T"X) 0Gsszefiiggést.

Tekintsiik a () 7-"M metszetet, mely IM-nek szintén részalgebrdja. Vildgos,
n=0

hogy az M algebra egy eleme akkor és csak akkor tartozik a ﬁ T-"Mt algebrdhoz,
n=0

ha mint mérhet§ halmazok egy osztdlya tartalmaz egy olyan X, X,, ... halmaz-
sorozatot, mely eleget tesz az

X,=T""(T"X,)
Osszefiiggésnek.
Bebizonyitjuk, hogy a [\ T—-"IN algebrdhoz tartozé bdrmely mérheté halmaz-
n=0
osztdly tartalmaz olyan X halmazt, mely egyszerre eleget tesz az dsszes X =T -"(T"X)
osszefiiggésnek.

Bizonyitds: Vegyiink az emlitett osztdlyban valamilyen Y halmazt a mérhetd
TY, T?%Y, ..., (ldsd 1.5 pont) képekkel és legyen

X= | T-~(T*Y).
n=0
Mivel az ¥, T-Y(TY), T-%(T?Y), ... sorozat novekvs, tetszGleges n-re

X= ) T-X(T*¥Y)=T-"(T"X).
k=n

Tovdbbd
W(T-¥(T*Y)-Y)=0 k=0,1,..)
és
uX-Y) =0.
Az (1) algebrasorozattal egyiitt tekintjilk az
) exT le=T 2¢=...

felbontdssorozatot. Nyilvdnvald, hogy M (T-"g) = T-*M. Kovetkezésképp

M( ) T-"e)= N T-"Dt.
n=0 n=0
Igazak a
T-Y (NT"e)=NT"e T-Y(NT"MW)=NT"M
n=0 n n=0 n=0

=0

Osszefiiggések, melyeknek értelmében a 7 endomorfizmus az M / (1 T~"¢ faktor-

n=0
térben egy bizonyos automorfizmust indukal.
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2. 2. Pontos endomorfizmusok

A T endomorfizmust pontosnak nevezziik, ha

(3) N T-"M=2,
n=0
azaz, ha
4) N T-"e=v.
n=0 )

Mads szavakkal, a T endomorfizmust pontosnak nevezziik, ha tetszGleges, az
X=T-"(T"X)
feltételnek eleget tevé mérhet6 X halmaz (minden n-re) vagy 0, vagy 1 mértékii.

A T endomorfizmus akkor és csak akkor pontos, ha tetszbleges pozitiv mértékii
X halmazra, melynek TX, T?*X, ... képei mérhetdk, igaz a

) 3 lim p(T"X) = 1
dsszefiiggés.

Bizonyitds: Legyen T pontos endomorfizmus és X pozitiv mértékii halmaz
mérhet§ TX, T?X, ... képekkel. Mivel az X, T-YTX), T-%(T?*X),... sorozat

noévekvs az S= ) T-%T*X) osszegre tetszbleges n esetén igaz az
k=0

S= U T-*T*X)=T-"(T"S)
k=n
osszefiiggés, kovetkezésképp az S halmazok osztdlya a (3) algebrdhoz tartozik.
Mivel u(S)z=zu(X)=0, u(S)=1 és
(6) lim u(T-"(T" X)) =1.
De p(T-"(T"X))=pn(T"X) és (6)-bdl (5) kovetkezik.
Legyen most (5) igaz tetszGleges pozitiv mértéki X halmazra, melynek TX,

T2X, ... képei mérhetSk és az X mérhet8 halmaz tetszdleges n esetén tegyen eleget
az

X=T-"(T"X)
Osszefiiggésnek. Vildgos, hogy p(7T"X)=pu(X) és lim pu(T"X)=pu(X). Kovetkezés-
képp, ha u(X)=0, akkor u(X)=1. nos o

Ezt a tételt sokféle ekvivalens formdban fogalmazhatjuk meg. Példaul: ¢ T
endomorfizmus akkor és csak akkor pontos, ha tetszéleges pozitiv mériékii X halmazra

lim u(77 X) = 1.

n— oo

Vagy: a T endomorfizmus akkor és csak akkor pontos, ha tetszéleges pozitiv p(X)
bels6 mértékii X halmazra igaz a
lim y,(T"X) =1

dsszefiiggés.

.
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2. 3. Pontossag ¢s irreducibilitas

Az Ac M halmazt a T endomorfizmusra nézve invaridnsnak nevezziik, ha
T-'A=A. Nyilvdnvalo, hogy 9t invaridns mérhet§ halmazoknak megfelel§ elemei
az It algebrdnak egy részalgebrdjdt alkotjdk. Jeloljuk ezt a részalgebrdt i, -vel.
A T endomorfizmust irreducibilisnek nevezziik, ha M, =N, azaz ha bdarmely inva-
rians mérhetd halmaz vagy nulla, vagy 1 mértéki.

Vildgos, hogy Wiy T-"Pi tetsz8leges n-re. Kovetkezésképp

My (| T-"M,
n=0

és ha N T-"M =N, ekkor M, =N. Ily mbédon a pontos endomorfizmusok irreduci-
n=0 N

bilisek.
Irreducibilis endomorfizmus lehet nem pontos. Példaként szolgdlhat barmely

automorfizmus. Valdban, irreducibilis automorfizmusra M= és (| T-"M =M.
n=0

Az elmondottakat leforditjuk a felbontdsok nyelvére. Tekintsiik ezért az M
tér kovetkez8 mddon értelmezett & és  felbontdsait: az x és y pontok a £ felbontds
ugyanazon eleméhez tartoznak, ha léteznek olyan p és g természetes szaimok, hogy
Trx =T1, az x és y pontok az 5 felbontds ugyanazon eleméhez tartoznak, ha léte-
zik olyan n természetes szam, hogy T"x=7T"y. A ¢ felbontds elemeit pontjaik
trajektoridinak nevezzilk a T endomorfizmusra nézve. A £ és n felbontdsok, dltaldban,
nem o6sszemérhet8k; legyenek &, " a mérhet8 burkoléik. Azt kapjuk, hogy

E=npmod0, &=x#"mod0, ¥ = )T "

n=0
ME) =Dy, M) = ij:r—ns):)z.

A T endomorfizmus akkor és csak akkor irreducibilis, ha &=v mod 0, és akkor
és csak akkor pontos, ha n'=v mod 0. Ha T irreducibilis automorfizmus, akkor
E=v mod0 és n'=¢ mod 0.

2. 4. Semiunitér operatorok

A 2. 5. pontban taldlkozunk a semiunitér operatorokkal. Itt a rajuk vonatkozé
sziikséges ismereteket tdrgyaljuk.*

Legyen H unitér tér. A H-n értelmezett linedris izometrikus U operdtort unitér-
nek nevezzilkk, ha UH = H és semiunitérnek, ha UH a H térnek szabdlyos része.

Példaként semiunitér operdtorra az

Ufr=f*+1,  n=0,1,...

osszefiiggéssel értelmezett operdtor szolgdl, ahol f9,f1, ... egy teljes ortonormadlt
fuggvényrendszer. Az ilyen operdtort elemi semiunitér operdtornak fogjuk nevezni.

* A semiunitér operdtorok spektralelméletét PLESZNER dolgozta ki. [7]




454 V. A. ROHLIN

Valamivel komplikdltabb példa egy olyan operdtor, mely elemi semiunitér operd-
torok ortogondlis Osszege, azaz a H tér olyan felbontdsdt teszi lehet8vé inveridns
alterek ortogondlis 9sszegealakjdban, ahol minden altéren az operdtor elemi semi-
unitér lesz. Az invaridns alterek szama (véges vagy végtelen) nem fiigg az emlitett
felbontds vdlasztdsdtol; valoban, ez a szdm egyenlS az UH altér HO UH ortogond-
lis komplementerének dimenzidjdval. a szdmu elemi semiunitér operdtor ortogond-
lis Osszegét a multiplicitdsu homogén spektrumi semiunitér operdtornak fogjuk
nevezni.

Tetsz8leges U semiunitér operator esetén igaz a HOUH DU2?H O... tar-

talmazdsi reldcid, amib6l a H?= [(U"H metszetre az UH?=H® 0&sszefiiggés.
n=0
kovetkezik. Ily médon a HO altér U-ra nézve invaridns és H°-on U unitér operdtor. A

H!' = HoHY

ortogondlis komplementer szintén invaridns U-ra és nyilvdnvald, hogy

™ N U"H! =0,
n=0

ahol 0 az iires altér. Beldthatd, hogy H'-en az U operdtor spektruma homogén.

Valdban, legyen {4,} valamilyen teljes ortonormdlt fiiggvényrendszer a H'© UH*
téren, és legyen H, a h,, Uh,, U?h,, ... sorozat linedris zdrt burka. Vildgos, hogy
az U"h, elemek pdronként ortogondlisak. Kovetkezésképp a H, alterek pdronként
ortogondlisak és mindegyikilkben U egy elemi semiunitér operdtor. A (7) Ossze-
fiiggés szerint az {U"h,} rendszer teljes, tehdt a H, alterek ortogondlis dsszege az
egész HY.

Vegyiik észre, hogy H'QUH! = HOUH, tehdt a H, alterek szdma egyenld
a HOUH altér dim (HOUH) dimenzidjaval. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd
tételt:

Tetszoleges U semiunitér operdtorra nézve a H tér a kévetkezd invaridns alterek

oo

osszegére bomlik: H° = (\U"H és H'=HOH®, az els6ben U unitér operdtor,.
n=0
a mdsodikban homogén spektrumi dim (HO UH) multiplicitdssal.
Az U operdtor dltal a H°= [ U"H és H' = HO H? altereken indukdlt operd--

n=0
torokat az U unitér részének, illetve homogén részének fogjuk nevezni,

2. 5. Pontossag és spektrum

Legyen L, az M-en abszollt értékben négyzetesen integrdlhaté majdnem
mindeniitt megegyez§ mérhet6 komplex fiiggvények osztdlyaibol alkotott unitér
tér. Amint az szokdsos, az L, tér elemeit egyszer(ien fiiggvényeknek fogjuk nevezni,.
és ha ez nem vezet félreértésre, dltaldban nem tesziink kiilonbséget sem a termino--
l6gidban, sem a jel6lésekben fiiggvény és osztdlya kozott. Hasonldan dllapodunk
meg az M algebra elemeiiil szolgdlé halmazosztdlyokra és a mérhet§ halmazokra
vonatkozolag is.

TetszSleges mérhetS ( felbontdsra jeldlje L,({) az L, tér azon alterét, mely a {
felbontds elemein dlland6 fiiggvényekbdl dll. Nyilvdnvald, hogy L,({) tartalmazza
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M) (lasd 1. 3) halmazainak karakterisztikus fliggvényeit €s ezekkel a fiiggvények-
kel szdrmaztathatd. Ily modon L,() = L,({’) akkor és csak akkor, ha { ={" mod 0.
Vildgos tovdbbd, hogy L,({) < L,({") akkor és csak akkor, ha {={" mod 0 és hogy

LZ(O Ca)z O L2 (Ca), LZ (]u] Ca):\a{LZ (Ca)9

ahol V L,({,) az L, tér azon legkisebb altere, mely tartalmazza az 6sszes L,({,)

tereket. Megjegyezziik, hogy L,(e) =L, és L,(v)=C, ahol C az dllandék egydimen-
zi0s tere.
Az M tér tetszbleges T endomorfizmusdnak megfelel egy az

UTf(X)=f(TX), fELZ’ xEM,

Osszefiiggéssel értelmezett Uy operdtor, mely L,-6t ‘L,-be képezi le. Ha T auto-
morfizmus vagy modulo null automorfizmus, akkor Uy unitér, ellenkez§ esetben
semiunitér operator.

A konstansok mindig invaridns fiiggvényei lesznek az Uy operdtornak. Ha mds
invaridns fiiggvények nem léteznek, az endomorfizmust ergodikusnak nevezziik.
Az ergodikussdg ekvivalens az irreducibilitdssal.

Nyilvdnvald, hogy U%L, =L,(T~"¢). Kovetkezésképp a [ UL, altér, melyen
n=0

az Uy operdtor unitér része van értelmezve, megyegyezik az LZ( N T‘”a) altérrel.
n=0

n=0 -
zetesen integrdlhatd fiiggvények unitér tere, mig az Uy operdtor unitér része: az
ezen a faktortéren a T endomorfizmus dltal indukdlt automorfizmushoz rendelt
operdtor (vo. 2.1 pont).
Megvizsgdljuk az Ur operdtor homogén részét.

Az utdbbi altér tekinthet§ mint az M / (] T-"¢ faktortéren abszolut értékben négy-

LeMMA. Ha {#¢e mod 0 az L,() altér L,©L,({) ortogondlis komplementere
végtelen dimenzics.

Bizonyitds: Ha { #¢ mod 0, akkor L,({) # L, és L,-ben taldlhaté olyan ¢ #0,
mely ortogondlis L,({)-ra. Jeldljilkk A-val azon x€ M pontok halmazit, melyekben
p(x) #0, x legyen az A halmaz karakterisztikus filggvénye, L3 az L, tér 4 halmazon
kiviil nulla fiiggvényekbdl 4116 altere, L3({) az A halmazon beliil a { felbontdsain
dllando, mig A-n kiviil nulla fiiggvények tere. Vildgos, hogy ¢ ortogondlis L3({)-ra.
Vizsgdljuk meg a kovetkezs két esetet.

l. Az L3(8) altér véges dimenziés. Mivel Lj végtelen dimenzids az L;©L3(()
ortogondlis kiegészités végtelen dimenzids. Ha f€ L;© L) és g tetsz8leges fiigg-
vény L,(0)-bdl, akkor gy € La(() és (f, g) =(f, gx) =0. lly médon, ha f€ L2©L2(0),
akkor f€ L,©L,({), azaz

L0L: () L, © Ly (D). ‘

Kovetkezésképpen L,OL,(() végtelen dimenzids.

2. Az L3({) altér végtelen dimenziés. Legyen g,,g,, ... linedrisan fiiggetlen,
korldtos, valos fiiggvények egy sorozata L3({)-bdl. Mivel az A halmazon kiviil mind
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nulldval egyenlSk, azért A-n linedrisan fiiggetienek. Mivel ¢ az 4 halmazon nem
nulla a g9, g, @, ... figgvények szintén linedrisan fliggetlenek. Ha g€ L,({),
akkor gg,€L3(() (n=1,2,...) és

(& 8.9) = (88, ) =0.
Kovetkezésképp g, € L,O©L,() és az L,OL,({) altér végtelen dimenzios.
Ha az Uy operdtor semiunitér, akkor homogeén része végtelen dimenzios spektrumi.

Valéban, a 2.4 pont szerint az Uy operdtor homogén része spektrumdnak
multiplicitdsa dim (L,&UzL,) lesz. Mivel UpL,=L,(T'¢) a lemma szerint
dim (L,©U;L,)=<. A kapott eredményekbdl kovetkezik:

A T endomorfizmus akkor és csak akkor pontos, ha
®) Oo UrL,=C.

Egy pontos endomorfizmushoz tartozé Uy operdtor unitér része az egydimenzios C
tér identikus leképezése lesz, mig homogén részének spektruma megszamldlhato
multiplicitdsi.

Mint ismeretes a H unitér téren értelmezett U és U’ operatorokat izomorfok-
nak nevezzilk, ha 1étezik H-nak olyan V unitér operdtora, hogy U'= VUV -1, A fen-
tiekbSl specidlisan kovetkezik, hogy a pontos endomorfizmusokhoz tartozé Osszes
U operdtorok izomorfok.

2. 6. Pontossag és keverés

A T endomorfizmust keverésnek nevezziik, ha tetsz8leges mérhet6 X, Y hal-
mazokra
limp(T-"X O Y) = u(X) pu(Y).

n— oo

Ennél a klasszikus meghatdrozdsndl lényegesen er8sebb a [8]-ban bevezetett és
aldbb ismertetésre keriil§ tdbbszords keverés fogalma. Tekintsilk a természetes
kO, k', ..., k" szamokbdl dllé 4" =(k%, k!, ..., k™) Osszességeket. Legyen

Iy =inf |k —ki|, O0=i<j=r.

A T endomorfizmust r-edfokit keverésnek nevezzilk, ha tetszGleges mérhetd
Xo, X, ... X, halmazokra és a

O) A=K, ki, s kD), Mr=(k2, k2, s KD, .
Osszességek tetszSleges
(10) lim I(4y) = <

feltételnek eleget tev8 sorozatdra igaz a

(11) lim [

n— oo

Do T-4%4X| = ‘ZIO#(X;')

i
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Osszefiiggés. Nyilvdnvald, hogy ha T r-edfoku keverés, akkor minden s<r fokon
is keverés. Specidlisan az elsGfoku keverés a fentebb értelmezett klasszikus kever€s.

A T endomorfizmus akkor és csak akkor r-edfokil keverés, ha tetszéleges korldtos
mérheté f,,fi, .... [, filggvényekre és tetszéleges (10)-nek eleget tevé (9) sorozatra
igaz a

12 lim [170 Ui, 1] = (D)

dsszefiiggés.

Valéban, ha f; az X; halmaz karakterisztikus fiiggvénye, akkor (12) a (11)
Osszefiiggésnek mds felirdsa. TetszGleges korldtos mérhet§ fiiggvényre valé dttérés
karakterisztikus fiiggvények linedris kombindcidival valé egyenletes approximdcio
utjan valdsithaté meg.

Egy pontos endomorfizmus minden fokon keverés.

Bizonyitds: Elég megmutatni, hogy a (12) &sszefiiggés tetsic’ileges JorS1s ceos ks
korldtos, mérhetS fuggvényekre és tetszGleges a (10) feltételen kiviil a

ky<ko<..<kh (n=1,2,..)

feltételeknek eleget tevs (9) sorozatokra igaz. Tegyiik fel el6szor, hogy (fy, 1) =0.
Ha g, a

r
Ukh=kf,
JLUE

szorzat komplex konjugdltja, akkor

[g Ui, 1] =(fo. 8.
Be kell bizonyitani, hogy
(13) lim (fo, ) =0.

n— oo

Mivel k! —kQ <k?— kO <...<kI—k? a g, fiiggvény az

U—;}'—kng
altérhez tartozik. Legyen P, ezen altér vetitG operdtora, Nyilvdnvald, hogy
a14) I(fo, g0l =1(Pufo. gN=I1P0afoll- 1 all-

A (B8) feltételbdl és a _
lim (ks —k)=o0,  (fo,1)=0

R— oo

Osszefiiggésekbdl kapjuk, hogy
15) Lim |2, foll =0.

Az f,, ..., f, fiiggvények korldtos voltdbol kapjuk, hogy
(16) g, =I=const.
(14), (15) és (16)-bol kovetkezik (13).

7 IIL Osztily Kozleményei XIV/4
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Legyen most f tetsz8leges korldtos, mérhetd fiiggvény. A (12) Osszefiiggés
r szerinti indukcidval bizonyithatd. Tegyiik fel, hogy

(17) lim [l]1 Us f, 1] = g (fe D

fenndll és bebizonyitjuk (12)-t. Mivel r =0 esetén (12) trividlis, ezzel a tétel be lesz
bizonyitva. Igaz a

(18) (U Ui 1) = [U¥9‘f6',[11 Ulefi, 1]+(fo, ) (1] Ukt £, 1],
Osszefiiggés, ahol f§ = fo —(fo, 1). Mivel (f5, 1) =0

(19) lim (U?"fa- I1 U £, 1] = 0.
i=1

n— oo

A (18), (19) és (17) osszefiiggésekbsl kovetkezik (12).

2.7. A h(T, &) fiiggvény

A kovetkezd két pontot egy fontos 1j fogalomnak — egy endomorfizmus
entrépidjdnak — szenteljiik. Automorfizmusokra az entrépia A. N. KoLMOGOROV [9]
és JA. G. SziNaJ [10] nemrégi dolgozataiban van értelmezve. Endomorfizmusokra
az entropia értelmezése €s alapvet§ tulajdonsdgai minden nehézség nélkiil dtvihetSk.
Ezt végezziik el az aldbbiakban. A tdrgyalds [6] révid dolgozatom alapjdn tdrténik.

Legyen £€Z esetén

gr= JIT,
k=0

n-1
& =, 6'}=k]_]0T‘k€, (n=1,2,..).

Igaz a kivetkezd egyenliség:

.1 " -
20) lim — H(r)=H(Cr|T t&r).
Bizonyitds: Mivel
(21) f%‘éé%é"a Hé’]'":éT’
n=0
tehat

T =T"=..., [T &G =T"¢,
n=1
és 1.6 szerint

(22) lim HE| T~ &r) = HE|T &) = HE| T Er).

n— oo

Madsrészt
g=er et (k=1,2,..),
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és ezért
H(ED) = HT &+ HE T e,
Ebben az egyenlGségben H(T —1£% 1) helyett H(E% 1)-et téve és mindkét oldal
szamtani kozepét véve k=1, ..., n esetén, azt kapjuk, hogy
1 " 1 < 1ok
(23) —HE) =— 2 HEIT &,
n n k=1
A szdmtani k6zepekre vonatkozo ismert tétel szerint (22) és (23)-bdl kovetkezik (20).
A (20) szdmot jeloljik A(T, &)-vel.

Rogzitett T esetén a h(T, &) fiiggrény folytonos E-ben (a Z halmazon); tetszéle-
ges £E€Z, n€Z felbontdsokra

(24) [A(T, n)—h(T, O)| = e(& n).
Bizonyitds: Mivel ‘

H(n1)—H(¢T) = Hr|&r)— HCr ),

azért _
(25) |H(n7) — H(E1)| = H (| &1+ H(ET | 07).
De
n—-1 . n—1 o
@6 H@nn= Z HT = 2 HT T ) = nHE )

és analég médon

7 H(nr|&r)=nH(n|?).

A (25), (26) és (27) bsszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy .
[HO— HED| =ng(&, n).

Ezen egyenlStlenség mindkét oldaldt n-el asztva és az n— o hatdrdtmenectet elvé-
gezve kapjuk (24)-et.

Ha n=¢&,;, akkor (T, n)=h(T, &).

Bizonyitds: 1.7 szerint a (21) Osszefiiggésekbsl kovetkezik, hogy az n=£&%
(legaldbb egy m-re) feltételnek eleget tevS n felbontdsok halmaza siirii az n=¢7
feltételnek eleget tevé mérhetd n felbontdsok halmazdn. Ezért a

T, n)=h(T, %)
egyenlGtlenséget elég bizonyitani az n = &3 (valamilyen m-re) feltevés esetén. Igazak az
Mr=EDr=¢E"""" Hum=HEE™ )

osszefiiggések. Az utobbi egyenlftlenség mindkét oldaldt elosztva n-el és az n—oo
hatardtmenetet elvégezve kapjuk, hogy

h(T, )= H(T, &).

7*

Ak
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-

Ha T pontos endomorfizmus, akkor h(T, E)=0, ha &#v mod 0.
Bizonyitdas: Mivel h(T,E)=H(E/T-1¢p) a

(T, &) =0
egyenlGtlenség ekvivalens a
T #& mod0

egyenlGtlenséggel. Tegyiik fel, hogy

T-1¢,=¢&; modO.
Akkor

NT"¢r=~{rmod0
n=0
és
(=l =NT "= T "e=vmodO,
n=0 n=0

azaz £=v mod 0.

2. 8. Endomorfizmus entropiaja

Legyen
h(T)=sup (T, &), {cZ.

s ray

Igaz a
(28) h(T)=H(e/Tte)

egyenlitienség.

Bizonyitas: Legyen a &, &,, ... Z-beli felbontdssorozat olyan, hogy

L=é=,.., ]]lf,,zs.
n=

Mivel (€,)r=¢ egyben
T-'(¢)r=T""e

H(E)r T~ D) = HE T e).

Az utébbi egyenlGtlenség jobboldala /- esetén H(e]T~'e)-hoz tart (vo. 1.6),
mig a baloldal 4(T, £,)-el egyenls, igy nem nagyobb, mint 2(T).

és ezért

Ha h(T)=0, akkor T automorfizmus vagy modulo null automorfizmus.

Valoban, ha h(T)=0, akkor H(e|T-1¢)=0 és T-1g¢=¢ mod 0.

A (28) sszefilggésben lehet egyenldség és hatdrozott egyeniGtlenség is. Ha pl.
T pozitiv entropidji automorfizmus, akkor szigorit egyenlStlenség érvényes. Vannak
olyan pontos endomorfizmusok is, melyekre szigori egyenlGtlenség érvényes. Az
aldbb ismertetésre keriil§ tétel elégséges feltételt ad arra, hogy az egyenlGség legyen
igaz.
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A véges vagy megszamldlhaté, mérhetd ¢ felbontdst generdlonak nevezzitk
a T endomorfizmusra nézve, ha

ﬁT‘"f:s.
n=0

Ha a & generdlé Z-hez tartozik, akkor az el6z8 pont eredményei alapjdn A(T, &) =
=h(T,n) tetszOleges n€Z felbontdsra, azaz h(T, &) =h(T). Mdsrészt ebben az
esetben

h(T, O =H(r|T-'¢r)=H(e|T ).

Kovetkezésképp, ha a T endomorfizmusnak van &€ Z generdldja

(29) * h(T)=h(T, &) = H(e| T-¢).

2.9, Példak: kompakt kommutativ csoportok endomorfizmusai

Legyen M egy megszamldlhatoé topologikus bdzissal rendelkez8 G kompakt
kommutativ csoport és u legyen invarians mérték G-n. Az invaridns mérték egyér-
telmiisége értelmében a G topoldgikus csoport tetszSleges endomorfizmusa az
egész G csoportra mértékelméleti értelemben endomorfizmus.

Legyen G* a G csoport karaktereinek (diszkrét) csoportja és T* a T konjugdlt
endomorfizmusa G*-on. Mivel TG =G a T* endomorfizmus kdlcsdndsen egyér-
telmi. Amint azt [8] dolgozatomban megmutattam, a T endomorfizmus akkor és
csak akkor ergodikus, ha a T* endomorfizmus aperiodikus, azaz, ha tetszdleges
x* € G* nullatdl kiilonbozs elemre a (7T*)'x*, n=0,1, 2, ... elemek mind kiilon-
boz8k. Vildgos, hogy T akkor és csak akkor automorfizmus, ha T* automorfiz-
mus. Nem nehéz megmutatni, hogy a T endomorfizmus akkor és csak akkor pontos,
ha a )

n=0

metszet a G* csoport iires alcsoportja.

Hogy az entropia kiszdmitdsdra példdt mutassunk, legyen G a kétdimenzids
torus. Adott G-beli ciklikus koordindtarendszerre nézve a T endomorfizmus elG-
allithatd mint egy nem szinguldris egész egyiitthatds, mdsodrendii matrix. Legyen
é ezen matrix determindnsa. Ha &6 =+1, akkor T automorfizmus, entrépidjat
Szinas [10] meghatdrozta. Ha |8| = 1, akkor T pontos endomorfizmus. Ha a matrix
mindkét sajatértéke abszolat értékben nagyobb, mint egy, a T endomorfizmusnak
van generdldja és

h(T)=H(e|T-'e)=lg|d|.*

* Megjegyzés a korrektirdndl. [14] Osszefoglalé dolgozatomban, ahol szintén szerepel a
h(T)=1g 16| formula, hibasan elmaradt az a megszoritds, hogy a matrix mindkét sajatértéke abszolut
értékben legyen nagyobb, mint egy.
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3.§. Egy endomorfizmus természetes kiterjesztése

3.1. A természetes Kkiterjesztés létezése és egyérteimiisége

Az M tér { felbontdsdt invaridnsnak nevezziikk a T endomorfizmusra nézve,
ha T-1{={. Ha mérhet§, T az M/{ faktortéren indukdl egy bizonyos 7, endo-
morfizmust, melyet T-nek {-szerinti faktor-endomorfizmusdnak neveziink.

Nyilvdnvald, hogy irreducibilis endomorfizmus faktor-endomorfizmusa irre-
ducibilis endomorfizmus; r-edfoku keverés faktor-endomorfizmusa r-edfoka ke-
verés; pontos endomorfizmus faktor-endomorfizmusa pontos endomorfizmus;
a T, faktor-endomorﬁzmus h(T,) entrépidja nem nagyobb mint a T endomorﬁz-
mus h(T) entrdpidja.

Ha T automorfizmus, az invaridns felbontdsok jellemezhetSk a 7(=( ossze-
fliggéssel. Ebben az esetben ~

=T-2{=T-{={=T{=T*=....

A mérhetd, invaridns { felbontdst a T automorfizmusra nézve kimeritének nevezzik,
ha

J] T"¢=¢mod 0

n=90
(azaz, ha YV T"M()=M). Ebben az esetben a T automorfizmust a T, endomor-
n=0

fizmus rermészetes kiterjesztésének nevezzilk. Altaldnosabban a T automorfizmust
tetszSleges olyan endomorfizmus természetes kiterjesztésének nevezzilk, mely izo-
morf a T automorfizmus kimerit§ felbontds szerinti faktor-endomorfizmusdval.

Tetszbleges endomorfizmusnak van természetes kiterjesztése. Ez a kiterjesztés
egy modulo null izomorﬁzmusto’l eltekintre egyértelmii.

Az egyértelmiiség bizonyitdsa: Legyen T, az M tér T automorfizmusdnak a {
kimerit8 felbontds szerinti faktor- éndomorfizmusa és T; az M tér T automorfiz-
musdnak a ¢ kimerit8 felbontds szerinti faktor-endomorfizmusa. Tegyiik fel, hogy

az MJ{ és A—/?/Z faktor-terek a 7, -t T;‘ -ba dtvivg izomorfizmussal vannak &sszekap-
csolva és segitségével megszerkesztjilk a Kiterjesztések izomorfizmusdt. Legyen

{B,; x€ A} valamilyen bdzis M/{-ban és {B,,a€ A} a megfelel§ bdzis Mj{-ban.
Nyilvdnvald, hogy a
{T"H;'Bi; a€A4,n=0;1,...}, {T"H;'Bs;acd;n=0,1,..}

halmazrendszerek, ahol H, és Hy az 1. 4 pontban meghatdrozott homomorfizmusok
az M é M terek bazisait alkotjdk.

Fzen bdzisok elemei kdzotti természetes megfeleltetés az M térnek M térre
vald olyan mod 0 izomorf lekepezeset értelmezi (vo. 1. 2 pont), mely 7-t T-ba, {-dt
-ba viszi 4t és az M| és M/C koz6tt megadott izomorfizmust indukdlja.

A létezés bizonyitdsa: Az M tér megadott T endomorfizmusdhoz tartozd termé-
szetes kiterjesztés megszerkesztése. Legyen M’ az olyan

(X0, X1, o)y X, €M,
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sorozatok halmaza, ahol
Tx,.1=x, (n=0,1,..).

Jelblje adott X — M halmazra X azon (xg, x4, ...) € M’ sorozatok halmazdt, melyekre
x,€X és K, az Osszes lehetséges mérhet§ X ¢ M halmazoknak megfelel§ X, hal-
mazok Osszességét. Vildgos, hogy ‘

K,cK,CcK,C...
és, hogy

K=UK,
n=0
halmaztest. Ertelmezziik K-n a p fiiggvényt a
H(Xn) = p(X)
képlettel és terjessziikk ki Lebesgue-mértékké. Akkor M’ Lebesgue-tér lesz és a
T'(xg, X1, - )=(Txq, Xp, X1, .-2),

osszefiiggéssel értelmezett T’ leképezés az M’ tér automorfizmusa lesz.

Jelolje { az M’ tér kiovetkezd feltétellel értelmezett felbontdsdt: az (xg, xy, ...)
és (Xg,X,,...) sorozatok a { felbontds azonos eleméhez tartoznak, ha x,=2Xx,.
Nem nehéz igazolni, hogy { kimerit§ felbontds. A megfelel6 T; faktor-endomor-
fizmus izomorf a T endomorfizmussal — a 7y és T kozotti izomorfizmus meg-
hatdrozdsa az M’[{ és M kozotti természetes izomorfizmus alapjdn torténik.

3. 2. A természetes kiterjesztés spektruma

“Legyen U a H unitér téren értelmezett unitér operdtor.
Azt mondjuk, hogy U egyszerii Lebesgue-spektrummal rendelkezik, ha H-ban
létezik olyan mindkét irdnyban végtelen teljes ortonormalt sorozat

cn TR LLO N
Ufr=f**1  n=0,+1, +2,....

Tovdbbd, azt mondjuk, hogy U homogén Lebesgue-spektrumi a multiplicitdssal,
ha H-t fel lehet bontani a darab invaridns altér ortogondlis 6sszegére, melyek mind-
egyikén U egyszerli Lebesgue-spektrummal bir. Az a szdm (véges vagy végtelen)
nem fiigg az emlitett felbontds valasztdsatol.

Legyen H az U-ra nézve invaridns altere H-nak, és U az U 4ltal indukdlt opera-
tor H-on. Ha UH=H, akkor U unitér operdtor, ha UH a H valodi része, akkor
U semiunitér operdtor. Az utobbi esetben igazak a kdvetkezd tartalmazdsi reldciok

hogy

HoU'HcU2Hc....
Ha -

(30) V U-"H = H,
=0

n

az U operdtort az U rermészetes kiterjesztésének nevezzik.
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A 2.4 pont szerint U ortogonalis osszege a
I__IO — n Un}‘i
n=0
altéren értelmezett unitér részének és a
H'=HoH°

altéren értelmezett homogén részének. A H=HO@ H!' egyenl8ségre alkalmazva
a (30) osszefiiggést kapjuk, hogy

H=H’® VU H,
n=0
azaz az U operdtor kiterjesztése U-ra az U operdtor homogén részének kiterjeszté-
sére van visszavezetve. Az utobbi kiterjesztést a kovetkez8képpen lehet leirni. A H?!
alteret bontsuk fel H} invaridns alterek ortogondlis 6sszegére, melyek mindegyikén .

U elemi semiunitér operdtor és legyen az f2, f1, ... teljes ortonormdlt sorozat 17; -
ben olyan, hogy

Ufi=f1*Y, (=0,1,...).

Ha az f2,f}, ... sorozatot kiegészitjitk az

fot=UTR, fR U,

sorozattal, akkor kapjuk a mindkét irdnyban végtelen

"'9f41_2; fa—laftzoyfal,f<127 rery

sorozatot, mely teljes ortonormalt rendszer a

VU "H, |
n=0
altéren és kielégiti az :
Ufi=fi*t, (=0, £1,+2,..)
Osszefliggéseket. Kovetkezésképp U ezen az altéren egyszerii Lebesgue-spektrum-
mal bir, mig a

v U—nﬁl, -

n=0

altéren, mely az

alterek ortogondlis Osszege, homogén Lebesgue-spektrummal, melynek multiplici-
tdsa a H! alterek szdmdval egyenls. Ily médon kapjuk, hogy

az U semiunitér operdtor U természetes kiterjesztése az U operdtor unitér részé-
nek és egy olyan homogén Lebesgue-spektrumi unitér operdiornak az dsszegére bom-
lik, melynek multiplicitdsa az U operdtor homogén része spektrumdnak multiplicitdsd-
val egyezik meg.
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Legyen T, a T automorfizmus (v6. 3. 1) faktor-endomorfizmusa. Nyilvdnvalo,
hogy az L, tér L,({) altere az U, operdtorra nézve invaridns.
Ha T a T, endomorfizmus természetes kiterjesztése, akkor

n\on;nLZ(C) - \ZOLZ(T"C) = La( E)T"C) = Lz(e) = L2.

Misrészt L,({) tekinthetd az M/{-dn abszolut értékben négyzetesen integrdlhatd
fliggvények unitér terének, mig az Uy operdtor dltal L,({)-ban indukdlt operdtor
— mint Uy, operdtor, mely T,-hoz van rendelve. Kovetkezésképp, ha T a T, endo-
morfizmus természetes kiterjesztése, akkor Uy az Ur, operdtor természetes kiter-
Jesztése lesz.

Osszehasonlitva ezt a tételt az elézével azt kapjuk, hogy:

Az Uy operdtor, mely a T, endomorfizmus T természetes kiterjesztéséhez tarto-
zik a T;-hoz tartozé Uy, operdtor unitér részének és egy olyan homogén Lebesgue-
spektrumu operdtornak az dsszegére bomlik, melynek multiplicitdsa az Uy, operdtor
homogén része spektrumdnak multiplicitdsdval egyenlé (azaz O vagy ).

3. 3. A természetes Kkiterjesztés tulajdonsagai

1° Ergodikus endomorfizmus természetes kiterjesztése ergodikus automorfizmus
lesz.

2° r-edfoku keverés természetes kiterjesztése r-edfoku keverés lesz.

3° Egy endomorfizimus entrépidja megegyezik természetes kiterjesztésének
entropidjdval.

Az 1° dllitds a 3. 2 pont eredményeinek kdzvetlen kévetkezménye. Bebizonyit-
juk a 2° 4llitdst. Legyen T az M tér automorfizmusa, { kimerit§ felbontds és T,
r-edfoku keverés. Bdrmilyen legyen a

lim I(4,) = o

n— oo

feltételnek eleget tevd
g Ay=(k3, .., kD), Ay=(k3, ..., kD), ...

sorozat, tetszGleges M ({)-beli X,, X, ..., X, halmazokra igaz lesz a

lim u( () T-4X) = [] n(X)
i=0 i=0

n- o

Osszefiiggés. Kovetkezésképp ez az Osszefiiggés igaz lesz tetsz8leges TP (()-beli,
(m=1,2,..), X5, Xy, ..., X, halmazokra, és mivel

oo

V T"M(©) =M,

m=10

igaz lesz tetszSleges M-beli X, X, ..., X, halmazokra is, azaz T r-edfoki keverés.

Bebizonyitjuk a 3° dllitdst. Legyen T ismét az M tér automorfizmusa és { kime-
rit8 felbontds. Adott pozitiv -hoz taldlunk ‘olyan &€ Z felbontdst, hogy #{7, &) >
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=h(T)—J és olyan n és n=T"{ felbontdst, hogy (&, n) <34 (v6. 1.7 pont). A 2.7
pont szerint
h(T, &) — h(T, n) <.

Vilagos, hogy a T automorfizmus 1" felbontds szerinti T,= TTn faktor-endomor-
fizmusa izomorf T,-val. Kovetkezésképp

WTY)=mT)=h(T,n)>h(T, ) —0>h(T)—26.
Mivel ¢ tetszbleges h(T,) = h(T).

3. 4. Kolmogorov-féle automorfizmusok

Az M tér T automorfizmusdt Koelmogorov-féle automorfizmusnak nevezziik, ha
létezik olyan mérhets, invaridns { felbontds, hogy

II Tt=¢, () T"{=v,

n=—co

azaz

V TMO=M, O T"MO=%

Ezeket az automorfizmusokat KOLMOGOROV vezette be [1} munkdjdban. Ott ,,kvdzi-
reguldrisaknak” nevezte Gket.

Az aldbbi dllitdsok kozvetlen kovetkezményei az elGbbi definicidknak és téte-
leknek.

Egy endomorfizmus természetes kiterjesztése akkor és csak akkor lesz Kolmo-
gorov-féle automorfizmus, ha az endomorfizmus pontos. Tetszéleges Kolmogorov-féle
automorfizmus természetes kiterjesztése egy pontos endomorfizmusnak.

Egy Kolmogorov-féle automorfizmus minden fokon keverés. Egy Kolmogorov-
féle automorfizmushoz rendelt Uy operdtor a konstansok egydimenzids alterének
ortogondlis kiegészitésén megszamldlhaté homogén Lebesgue-spektrummal bir. Egy
Kolmogorov-féle automorfizmus entrdpidja pozitiv.

Az utébbi két tétel KoLMOGOROV nevéhez fiiz8dik.

4.8§. Szamelméleti endomorfizmusok .
4. 1. Rényi tétele

Legyen ¢ a 0<x <1 intervallumon értelmezett valds fiiggvény. Legyen
Tx=(g(x),

ahol (¢) a ¢ szdm tortrésze. Ha Tx #0 akkor az x pontban értelmezve van a T2
leképezés, ha még T2x %0, akkor az x pontban értelmezve van a T3 leképezés, és
i.t. Jelslje M a (0, 1) intervallum mindazon pontjait, melyekben a T leképezés
Osszes hatvdnyai értelmezve vannak. Nyilvdnvald, hogy T M-et M-be képezi le.
A kovetkez§ problémdt konkrét ¢ fluggvényekkel, de ¢ fiiggvények egész osztalyd-
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val kapcsolatban is tanulmdnyoztdk: létezik-e M-en olyan az m Lebesgue-mérték-
kel ekvivalens p mérték, hogy 7 ergodikus endomorfizmusa lesz a p mértékii M -
térnek ?

Ezzel a problémadval fiigg Ossze egy mdsik, elemibb kérdés. Legyen x¢€ M-re

a,(x)=[g(T"x)] (n=1,2,..),

ahol [c] a ¢ szdm egész része; az x szdm meg van-e hatdrozva az a,(x), a,(x), ...
egész szamok sorozatdval? v

Vildgos, hogy a,(Tx)=a, (x). Kévetkezésképp, ha mindkét probléma pozitiv
megolddstt a T endomorfizmus olyan eltoldsnak tekintheté az (a,, a,, ...) egész
szamokbdl dllé szamsorozatok terében, mely az (a,, a,, ...) sorozatot az (a,, as, ...)
sorozatba viszi at. A p mértéket természetesen az M térrdl dt kell vinni a sorozatok
terére. Ha az egyoldalu (a,, a,, ...) sorozatokat kétoldala (...,a_,ay, ay, ...)
sorozatokkal helyettesitjiik a 7 endomorfizmus a természetes kiterjesztésébe megy 4t.
Klasszikus példaként vizsgdljuk meg a @(x)=rx, ahol r egynél nagyobb egész
szam, és a @(x)=1/x fiiggvényeket. Az els6 példdban M a (0, 1) intervallum r sze-
rinti irraciondlis szdmainak halmaza és a,(x), a,(x), ... az x szdm r-szerinti kifejtése.
A mérték 1étezik és megegyezik m-el. A mdsodik példdban M a (0, 1) intervallum
irraciondlis szdmainak halmaza és a,(x), a,(x),... az x szdm ldnctort elGdllitdsa.

A u mérték létezik és a
1 dx
WX =10 / Trx

X

képlettel van meghatdrozva, ahol X tetszSleges mérhet8 halmaz M-ben (v&. [11]).
Mindkét problémdra vonatkozd leginkdbb teljes eredmények RENYI [2] dol-
gozatdban taldlhaték. RENYI felteszi, hogy a ¢ fiiggvény eleget tesz a kovetkezd
két feltétel egyikének:
(A) ¢ folytonos és a lim ¢(x) értéktSl — mely lehet + o, vagy kett6nél nagyobb

x>0
egész — szigortan csbkkend fiiggvény a lim ¢(x)=1 értékig.
x—1
Ha x; <x, igaz a
Px)—@(xz) = X, — x4

egyenlStlenség, és ha x, >x, > (1 + ¢~ 1(2)) igaz a
P(x) — @(xz) = A(x; —xy), 4>1

erGsebb egyenlStlenség.
(B) ¢ folytonos és szigortian ndvekvd a lim ¢ (x) =0 értékt6l a lim ¢ (x) értékig,
x-0 x-1

mely lehet + = vagy 1-nél nagyobb egész. x; <x, esetén fenndll a

P(x2) — ¢(xy) > x; —x;
egyenlGtlenség. ’
Jelolje ¢ a (0, 1) intervallum részintervallumokra t6rténd felbontdsdt a ¢—1(s),
s=1,2,... pontok segitségével, és legyen — mint a 2.7 pontban —

n—1
¢r= ]I T~
k=0
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£n szintén részintervallumokra valo felbontdsa lesz a (0, 1) intervallumnak. n-edrangi
- intervallumoknak nevezzilk ket és ugy jellemezhetdk, mint az a,(x), ..., a,(x) fiigg -
vények konstans halmazai. A T" leképezés értelmezve van az n — l-edrendii inter-
vallumokon, de nincs értelmezve a végpontokban. Hogy megkapjuk az M halmazt
a (0, 1) intervallumbdl el kell tdvolitani mindenféle rangi intervallumok végpontjait.
Mivel ilyen végpont csak megszamldlhatd szamu van, ezért a metrikus kérdésekben
el lehet hanyagolni az M halmaz és a (0, 1) intervallum kozotti killonbséget.

Vilagos, hogy 7" folytonosan és szigoruan monoton médon képez le tetszGleges
n-edrangii 4 intervallumot a (0, 1) intervallumra. Jel6ljiik f,-val a forditott leképezését
a (0, 1) intervallumnak A-ra. Mind az (A) mind a (B) esetben tetszSleges x, € 4,
X, €4 pontokra igaz a

IT"xy —T"x5| = |x; — X,

egyenlStlenség. Kovetkezésképp az f, figgvény eleget tesz a Lipschitz-feltételnek.
Specidlisan pl. abszolut folytonos. Legyen

[(A)=vraimin [ f4(t)|, L(4)=vraimax|f;(¢)l.
Oo<t<1

O<t<l1

Az (A) és (B) feltételeken kiviill RENYI a ¢ fiiggvénytSl még a kovetkezdt koveteli
meg:
(©) L(4)=Cl(4), ahol C egy és ugyanazon alland6é az 0Osszes kiillonb6z8
rangu intervallumokra.

REPREZENTACIO TETEL (v6. [12], [13], [2]). Ha ¢ eleget tesz az (A) vagy (B) fel-
tételnek, akkor az x€ M szdm egyértelmiien meg van hatdrozra az a,(x), a,(x), ...
egész szdmokbdl dllé szdmsorozattal.

RENYI TETELE. Ha teljesiilnek az (A), (C) vagy (B), (C) feltételek a (0, 1) inter-
vallumon létezik olyan mérheté p fiiggvény, hogy

1
1
el =px) = C, !p(x)dx =1
és T ergodikus endomorfizmus az M téren
ux) = [peyds
X

meértékkel. A p fiiggrény modulo null egyértelmii.

Nyilvdnvalé, hogy a RENyi-féle tétel feltételei esetén a reprezentdcio-tétel
ekvivalens azzal az dllitdssal, hogy & a T-re nézve generdld. Nyilvdnvalo tovébbd,
hogy az 1/C=p(x)=C egyenlGtlenség ekvivalens a

(20 (X)) =Cm(X), mi{X)=Cu(X)
egyenlGtlenségekkel, ahol X tetszGleges mérhetd halmaz (0, 1)-ben.
4.2. A pontossag feltétele

Ebben a pontban 7-r6l nem tessziik fel, hogy szdmelméleti endomorfizmus,
csupdn a 2.1 pont dltaldnos feltételeinek tesz eleget.
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Legyen W az M pozitiv mértékii halmazainak olyan megszamldlhaid rendszere,
hogy pdronként diszjunkt A €N halmazok dsszegei alkossanak WMi-ben egy mindeniitt
stirli halmazt. Ha létezik olyan pozitiv egész értékil n(A), A€W fiiggvény és olyan
pozitiv q szam, hogy u(T"PAy=1 (A€N) és tetszéleges mérhetd X < A halmazra,
melynek TMAX képe mérhetd,

i)y < 4 XD
WIOX) =g Lo,
akkor T pontos endomorfizmus.

Bizonyitdas: A 2.2 pont szerint elegend§ bizonyitani, hogy tetszGleges pozitiv
mé_rtékl’i mérhetS Y halmazra, melynek TV, T?Y, ... képei is pozitivok
(33) lim u(7"Y)=1.

Legyen o pozitiv szam. A
o
u(YA)é[l—qlu(A)

Osszefliggés nem dllhat fenn tetszéleges A €9 halmazra, mivel akkor igaz lenne
tetsz8leges mérhet§ 4 halmazra, és A=1Y esetén a

0
n(Y)= [1 —;] u(Y)

teljesen abszurd egyenlStlenséget kapndnk. Kovetkezésképp, létezik olyan B€Y
halmaz, hogy

H(YB)~ [1 —g] #(B)

és n=n(B) esetén azt kapjuk, hogy

(B _ - WB=YB) _  u(B)—u(YB)
W (B=YB)=q u(B) 1 u(B)

w(T"Y)=p(T"(YB)) = u(T"B)— u(T"(B—YB))=1-34.

Mivel a p(Y), u(TY), u(T*Y), ... sorozat ndvekvl, a (33) oOsszefiiggés be van
bizonyitva.

-0,

4. 3. A pontossagra vonatkozé tétel

A Rényi-tétel feltételei esetén T pontos endomorfizmus.

A bizonyitds a 4. 2 pont tételén alapszik. Legyen AU az 8sszes kiilonboz6 ranga
intervallumok halmaza és n(4) a 4 intervallum rangja. Mivel ¢ generdld 7-re nézve,
diszjunkt A €9 intervallumok ©sszegei Pi-ben egy mindeniitt siirii halmazt alkot-
nak. A 4.1 pont szerint T™4 A-dt az egész (0, 1) intervallumra képezi le. Azt kell
még bebizonvitani, hogy 1étezik olyan g szam, mely eleget tesz a (32) egyenlGtlenség-
nek. Mivel az f, fliggvény a (0, 1) intervallumot A-ra képezi le és abszolut folytonos

(4) m(4) = [ 110 di=L(4)
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és tetsz6leges X A halmazra, melynek mérhet§ X'=T®4X képe van

(35) mX)=m(f2(X)) = [1£20)] de =1(Hm(xX).
P
A (C) feltételbdl és a (34), (35) egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy

Ebben az egyenlStlenségben a (31) egyenlStlenség alapjan az m mértéket u-vel
helyettesitve kapjuk, hogy
HX)
p(IrOx)=c+ 222
TEN=C @
Ily médon g = C* lehet.
Példa: p(x)=1/x. [2]-ben be van bizonyitva, hogy ez a fiiggvény eleget tesz
a RENvI-féle feltételeknek. Kovetkezésképp a megfeleld T endomorfizmus pontos.
Specidlisan: T minden fokon keverés — ez olyan tétel, mely magdban foglalja a
hires Gauss—KuzMin-tételt (a maradék tag becslése nélkiil) és nagyszamu dltalanosi-
tdsat.
4. 4. Egy tétel az entrépiarol

Ebben a pontban feltesszilk, hogy ¢ ecleget tesz a RENYI-féle feltételeknek.
Jeldlje 4,(x) az x€ M pontot tartalmazé n-edrangil intervallumot, és legyen

m(x) =m(4,(x),  t(x) = p(4,(x))-
A & felbontdsnak akkor és csak akkor van véges H(E) entrdpidja, ha
1
(36) J1gly’ @) dy <
0

vagy vele ekvivalens megfogalmazdsban, ha

(37 Jig 1o () dx <o

(ldsd a (31) egyenlStlenségeket). Ezen feltétel esetén

W) =hT, )= [1gl¢’ @Ip()dx

és majdnem mindeniitt

lim —1—1 L-—l'm —1-1 —1——
e 7 B ) T aaen Cmy ()

Bizonyitds: A (37) Osszefiiggés ekvivalens a

(38) > [1e1p ()1 d

= h(T).
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sor konvergencidjdval, ahol az Osszegezés az elsd rangi A mtervallumokra van
kiterjesztve. A (31) egyenlGtlenségek szerint a

‘ H(®) = AZ#(A)lg

Osszefiiggés ekvivalens a

' 1
(39) ;m(A)lgm—(A)—<oo

1
©(4)

sor konvergencidjival. Mivel
1

m4) = [1fa@) dr

(v6. 4.3 pont), ezért
1 1
14y =m(4)=L(4), m(A)1gL—(Z)—§m(A)1g;1m§m(A)1gTL).

Mivel egy elsGrangi A4 intervallumra

, i
¢ (x) = m (x€4),
ezért
1 1 4
D= lo” (X)I—I(A) (x€4),
@) le 7= / lg 1o/ (9] dx = (@) lg -
Azonban
m(A)lgl(LA)—m(A)lg%A) — m(A)1g C
és igy a

2 mA)lg o ,(A) 2mA)lg o L(A)

sorok egyszerre konvergensek vagy divergensek. Kovetkezésképp a (38), (39) sorok
szintén cgyszerre konvergensek vagy divergensek és a H(&) < = feltétel ekvivalens
a (36), (37) feltételekkel.

Teljesiiljon most a (36) feltétel. A MACMILLAN-tétel {5] szerint az —lg

Ha(%)
fiiggvénysorozat mértékben konvergdl h(T, &)-hez. Mivel ¢ generdld

h(T, &) =h(T).
Ezért elegend§ bizonyitani, hogy majdnem mindeniitt

1

lim ilg 1 = lim —l—lg# =/lg]<p'(x)|p(x)dx.
0

nve B (X)) o T M(X)
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Legyen
/,,(X) = I(A n(x))’ L,,(X) = L(A n(x))’ lPn(x) =f:1n(x)( Tnx)'
Mivel majdnem mindeniitt
L) =) = L(x), ,(x) = m,(x) = L(x),

ezért majdnem mindeniitt

1 1 1 1 1

e n mmd /@)ngm

és majdnem mindeniitt
lim [ilg—l——llg#] =0
e 0 T m, () n T (1]

1 N CLx
Azonban ——— a T" fiiggvényének a derivdltja az x pontban. Kovetkezésképp

Yu(x)

ﬁ = q”(x)‘p,(TX)...(p’(Tn—lx)
g L
& (W, (x|

Az ergod-tétel szerint ez a k6zépérték majdnem mindeniitt konvergdl a (36) integral-
hoz. Tehdt majdnem mindeniitt

1 n-1 .
— 7 (Tk
=4 S el @l

1

llm l /lg lg” ()] p (x) dx,
0

nesee ,.(x)

és csak azt kell észrevenni, hogy a (31) egyenlGtlenségek szerint

1 1 1
7w e
Példa. ¢(x)=1/x. Ekkor

—]gC

1
p(X) = {—5-

(lasd 4.1 pont). Kovetkezésképp

1 1
1 dx 2 In x dx nr 1
”(T)‘/lg?' (1+x)In2 ‘_(1n2)2/ 1+x 6 (In2)?
] 0

ugy, hogy majdnem mindeniitt

1 1 A |
(40) lim 2 189 = 6 oy
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Ez az Osszefiiggés a ldnctoértek metrikus elméletében egy kicsit mds alakban ismert,
éspedig:

n2

(41) lim Vq,,(x) = el2in2

n-+oo

ahol q,(x) az x szdm n-edik kozelitésének nevezdje. A (40) és (41) Osszefiiggések
ekvivalencidja kovetkezik az

ma(x) = :

qn (X) [qn (x) + In-1 (X)]

Osszefiiggésbdl.

4.5. A ¢(x)=px, =1 fiiggvény

[ 4

Ez a fiiggvény nem egész f§ értékekre nem tesz eleget a 4. 1 pont feltételeinek.
Ennek ellenére, amint az RENYI dolgozatdban be van bizonyitva, a 4. 1 pont mindkét

B

tétele érvényes rd, mégpedig a masodik tétel C:E—_——1 konstanssal.
A @(x)=px fiiggvénynek megfelel§ & felbontds az % . %, ,% pontok

segitségével torténik és generalo A &, n=1 felbontds a éT felbontds minden
(x4, x,) intervallumdnak

k
X{+—, k=12, ...
1 + /))n
pontokkal torténd felbontdsa fitjdn jon létre. A T" endomorfizmus linedrisan — f"
egylitthatoval — képezi le a &% felbontds minden intervallumadt a (0, 1) intervallumba.
Az egész (0, 1) intervallumra természetesen a &% felbontdsnak csak azok az inter-
vallumai képzGdnek le, melyek 1/f" hossziisdgiak. Ezen intervallumok Osszességét
A, -el jeldljiik.

T pontos endomorfizmus.
A bizonyitds ismét a 4. 2 pont tételén alapszik. Legyen A = U A, és n(d)=n,

ha A€A,. Vildgos, hogy pdronként diszjunkt 4¢€9( 1ntervallumok Osszegei -
ben egy mindeniitt sliri halmazt alkotnak. Tetsz8leges X = A mérhetd halmazra

m(X) '

m(TDX) = prm(X) = Ok

Kovetkezésképp

(T"(4)X)< C3 lt(X)

©(4)
és g=C3 lehet.
A T endomorfizmus entropidjdt legegyszer(ibb a (29) formula alapjdn kisza-
mitani. Természetesen elSzGleg meg kell taldlni a p fiiggvényt. Ha példdul

1+V5
p=—"",

8 1ll. Osztaly Kozleményei X1V/4
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akkor B
5+3Y5 ¥5-1
) 0 ha 0<x<—§—,
X)) = —
PO ses o,
10 & 73
(ldsd [2]) és a (29) formula alapjdn
5—-¥5 . 1+V5 ’
hT) = "5~lg—5 .
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