A MOBIUS-FELE x-FUGGVENYROL

frta: KATAI IMRE

G. H. HaRrpY és J. E. LITTLEWOOD kimutattak, hogy a

< (_ x)k _ —zl:+a
M = rtaesn = 00) e
Osszefiiggés érvényessége a Riemann-sejtéssel ekvivalens. Ebben az az érdekes,
hogy (1) csupan a Re s=1 egyenestdl jobbra es§ értékektdl fiigg. (1) atirhatd x = 2
helyettesitéssel a

= (n ] 1ias
@ s¢) = Z LD o~ o(p 1), (g
alakba. Innen azonnal kovetkezik, hogy ha a Riemann-sejtés nem igaz, akkor
iim SO _,
o= gE

Kimutatjuk, hogy ez az egyenlStlenség a Riemann-sejtés fennillasa esetén is
érvényes.

W. Stas hasonl6 problémaval foglalkozott és kimutatta a kévetkez tételt [1]:

Ha a Riemann-féle {-fiiggvény nem-trivialis gySkei a ¢ =% egyenesen fekszenek
és egyszeresek, akkor T=c;-re

max _|S(f|=T"2"®,
Tl-e()=g=T

alkalmas ¢, >0 allandéval.!

Ennek bizonyitisa a Turdn-féle hatvinyosszeg-mddszer segitségével torténik.

Igen egyszerlien bizonyithatd a kovetkezd

TETEL: Feltéve a Riemann-sejiés helyességét, minden M= c,-re érvényesek a

) max BES(B) =,
Mi=8=N;

@) min BES(B)<—o
Mi=B8=N;

egyenldtlenségek az N, = elos M0 loesM1  ilasztassal és alkalmas, numerikusan meg-
hatdrozhaté c¢,, ¢4, 8 pozitiv dllandékkal.?

1 A tovabbiakban ¢, c2,... alkalmas, numerikusan meghatdrozhaté pozitiv allanddokat
jelolnek, ‘
2 log, x=1og x, log.+x=log(log. x), (v=1,2,...).
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S(B) definicidjabol konnyen levezethetS a

=

1 3
(5 BS(B) = i / st—Tzs)-—ds [0<31<5]
(F+21)
azonossag, ahol I'(s) az Euler-féle I' figgvény. Innen ¢ >%-re (s=0+it) a
” (34
© f B S(VB dp = —or -
£(2s)

0
azonossagot kapjuk.
A bizonyitashoz sziikségiink lesz a kovetkez§ segédtételekre.

1. LEMMA: Minden T-re létezik egy t=t(T), T=t=T+1, amelyre

= (t|+ 1)

1
‘ {(o+ir)
a—1=0=2 szakaszon [2].

2. LeMMA: Ha a o =>1, |t|=A+3 sdvban {(s) nem tiinik el, akkor az } <o =
=23, |t|=A téglalapban

_r
{(o+it)

alkalmas ¢, =0 dllandéral.

= (|t]+1)"cs (D),

Bizonyitds: Jeloljik N(T)-vel a 0=0=1, 0=|¢| =T tartomanyba es§ {-gyokok
szamat. Ismeretes [2], hogy

N(T+35)—N(T) < ¢slog (IT| +1).
Az 1. lemma szerint minden m természetes szamhoz talalhat6 olyan T,,, amelyre
m=T,<m+1 és
—1 —
{(o+iT,,)
az egész — 1 <o =2 szakaszon. Legyen s, = 0o +ity, |to] =4, <0,<2, [t]] = m.

Felhasznalva az 1. lemmat és a szokasos nagysagrendi becsléseket, adddik, hogy
a (2 + iTm—Z’ 2+ iTm+2)’ (2 + iTm+21 iTm+2)5 (iTm+2’ iTm—Z)’ (iTm—Z’ 2+ iTm—Z) sza-

= (T 1+ 1)

1 .
kaszokon {0} <ce(lt] + 1), Jeloljiik gy, @,, ..., oy-nel a {-fiiggvény e szakaszok
altal hatarolt D tartominyba esd gyokeit. Mivel a

M6-0)
4O
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fuggvény D-ben és hataran regularis,

dz,

j]!l(So—Qj)_ 1 éil!l(z—gj) 1
t(so) = 2mi {(z z—s5

ahol az integral D hatirara van kiterjesztve. Az elGbbiek felhasznalasaval
~

j]=71 (so—0))
[ (s0)l

Innen |so — ;| =(6o—1%) és N<cslog(|m|+1) miatt érvényes az allités.

= cg SV-(Ito] + 1)

3. LEMMA: Ha igaz a Riemann-sejtés, akkor

S(B) = O(ﬁ‘%ecalogzﬁ-logaﬂ) (B~ ).

Bizonyitds: Az (5) jobb oldalan 4ll6 integralt toljuk 4t a ¢ = } +r egyenesre,
ahol 0<r<1 A4llandd. Ismeretes [3], hogy 1 <o <2-re egyenletesen |I'(o+it)] =

—ole 2" e+ 1)"3). Bzek sepitsegevel

Zi2r § B ulogi——L—r L )
BSBI = csp> [ T (ul+1) T P di<cyof” r[c410g51,—+1]-

Mivel pozitiv x-re
F(x+ 1) <C11 e"log",

igy N
BS(l=cip e e,
1 _ 1 log B o o 1 .
Az 5 = c1, 1oz, B-logs B valasztassal vildgos, hogy f=c,;-ra r<g- gy

ﬂs(ﬁ) = O(ﬁ%ec“OSZﬂ-loggﬁ).

Ratériink tételitnk bizonyitasara.

: rg-s
Mivel a ——TZS)—_—

fiiggvény a o =1 egyenesen regularis és

/ l ro—it
C(1+2it)
igy tetszGleges [3>0—ra S(f)=0(1) kovetkezik (5)-b6l. Legyen ¢o = % +iyq =
=1 +i-14,13... a {-fiiggvény legkisebb pozitiv képzetes részii gyoke. A (6) for-

muldba s = 1+/1+17-t irva, ahol O0<A<%, tegyilk fel, hogy valamely
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_ 5 — 0
1=M=pB<N szakasz max | S ———1=0, in [S ——|=0.
= alasson man [S(9)~ ) =0. vy min (S9) )
Ezek szerint

N N
3 iyo _3 . in
0] ‘/ﬂ'?‘“Ts(mdﬁ é’/ﬁ at ngﬁl+
M

M
N

3 N N 3
+‘/B'7"[S(V3)i-ﬂ%]dﬁ' = 25[/3““‘dﬁ+|/ﬁ'f'ls(}/ﬁ)dﬁ‘.
M M M
Maisrészt
M-—-Z

M
[ 115D ap = e L
]

2cglog, N-logy N
logN

és a A= valasztassal,

fﬁ_%_lis(ﬁﬂ dﬁ§ f ﬁ—l—zecslogzﬂ-logsﬂdﬁ — f e-—llogﬂ+cslogzﬂ~logsﬁ dlogﬁ<
N N

logN

< e 2 dv=

—iv 26"2081032N'1021N [ 1 ]
=0

logN
M-et Ggy valasztjuk, hogy
ecslogzMJog;M(l __M—},)__,O (M-—> cc,)
teljesiiljon. Ez biztosan teljesill akkor, ha a log, M-log, M =2log, N, azaz az

N=etogmtlossV yaacrtassal éliink.
Ezek felhasznalasaval (6), (7)-bdl a

11 _ 1 1
F[E‘Z"_”IJ F[E‘Z"] 25 o(l)

; = . t=—+—- (-0
4 (§+2r+21i] 4 (E +2r] )

egyenlGtlenséget nyerjitk. Mivel I'(s) az egész sikon 0-tdl kiilonbdz8, a bal oldal
A—>0-ra

=\ | B0

a jobb oldal els§ tagja korlatos A—O-ra. igy a £$ 2 +2%2

1= egyenliGtlenséget
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kapjuk A —0-ra. Ez azonban nem 4llhat fenn, ha 5<§ és A elég kicsi. Igy

max [s(ﬁ)—i]w és  min (S(Vﬁ)+£;]<o.

M=p=N ﬂ% M=g=N

Bevezetve az M, =M", N, =N" jeloléseket és VB helyett -t irva kapjuk a (3),
(4) egyenlGtlenségeket.
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