A GEOMETRIE (1637)
ES A DIFFERENCIALASI ALGORITMUS SZULETESE

irta: VEKERDI LASZLO

DESCARTES Geometrie-jét a XIX. szazad 6ta az analitikus geometria megterem-
téseként linnepelték. Igy vezette ezt be M. CHASLES, a mult szazad egyik leghiresebb
geométere €s matematikatorténésze, aki az analitikus geometria el6d nélkiili, tokéle-
tes formaban valé megjelenésének tekintette a Geometrie-t.! S igy él ez maig a leg-
tobb matematikus képzeletében.

Pedig mar a szizadforduldn figyelmeztetett ra egy kivételképpen matematikahoz
is értg filozofus, Louis LiarD, hogy ,,a cim ellenére, a latszat ellenére a Geometrie
tulajdonképpen nem geometria, hanem algebra?... Annak a szdvetségnek a célja,
amit az algebra és a geometria kozott teremt, nem a geometria megiijitdsa, hanem
az algebra atv1lag1tasa a geometriai intuicid_ tisztasagaval. Amit kinal, az egy szoval
kifejezve, egyenletek grafikus megoldasa.”

Az analitikus geometria kovetkezménye lesz ennck az algebrai reformnak, de
nem ez volt DESCARTES célja. Csak a mar kialakult analitikus geometria fel8l vissza-
tekintve, a helytelen perspektiva keltette azt a latszatot, hogy a Geometrie-ben
geometriardl van szd. ,,Vissza kell forditani ezt a hamis perspektivat; olyan rendbe
kell allitani a dolgokat, amint azt a mddszer elSirta. Hiien modszeréhez. DESCARTES
a tudomany reformjat a legegyszeriibb dolgok tudomanyan kezdte el, ti. a viszonyokén
és aranyokén altalaban, vagy ahogy 8 nevezte, az univerzalis matematikin.”* Ennek
a modszernek az alapjait fiatalkori miivében, a Regulae-ban fektette le, LIARD
szerint a Regulae semmi egyéb, mint altalanositott arinyelmélet. LIARD ezt tekinti
az egész kés6bbi cartesianus modszer kulesanak. ,,Végss analizisben a modszer célja
Osszetett viszonyok képzése egyszerfiek segitségével, mint ahogy a szdmolas a nagyobb
szamokat az egység megismétlésével konstruilja.”>

A Geometrie késébbi interpretacioi ennek a két iranynak a folytatasai. Akik
a modern analitikus geometria fel6l kozelednek hozza, azok, mint CHASLES, koor-
dinata geometriat latnak benne, akik a Regulae felGl, azok algebrat és aranyelméletet.

Moritz CANTOR® jol latta, hogy a Geometrie-ben az algebra a lényeg, de az
egészet nem tartotta tdlsagosan Ujnak. Ezzel szemben Pierre BOUTROUX’ szerint
DESCARTES elSit az algebra zsakutcdban volt, a tovabbjutdshoz mindenekelStt
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az egyenletek algebrai megoldasanak az elméletét kellett megteremteni, s éppen ezt
végezte el DESCARTES. Charles ADAM® is az egyenletek elméletét tartja nagy Gjsag-
nak a Geometrie-ben, ez teszi lehetGvé a gorbék algebrai kezelését. TANNERY szerint
viszont az a tény, hogy DESCARTES olyan nagy fontossagot tulajdonit a folytonos
mozgas altal szerkeszthet§ gorbéknek, arra utal, hogy egy folytonos mozgison
alapuld gorbeelmélet kiépitése lebegett a szeme elStt, az érint&szerkesztés modszeré-
nek altalanositasa érdekében.®

Ezeket a szazad végi—szazad eleji interpreticiokat ismétlik a késGbbi torténé-
szek. Pl. L. J. BEck,'© aki LIARD interpretacidjat eleveniti fel, kidolgozva a Geo-
metrie és a Regulae kozotti Osszefiiggéseket. Egy masik angol torténész, J. F. Scott
pedig Charles ADaM értelmezését részletezi: ,,Minden algebrai szamitas 6t elemi
miiveletbdl, 6sszeadasbol, kivonasbol, szorzasbdl, osztasbol, gydkvonasbol van Gssze-
téve. Hasonldoképpen, mondja DESCARTES, a geometriai szerkesztéseket 6t meg-
felel6 elemi szerkesztésbdl kell Osszetenni. Algebra és geometria igy egymaés struk-
tirajara vetnek fényt.”’11

A geometriai értelmezés fel6l kozeledik a Geometrie-hez Morris KLINE. Arra
a hirtelen megndtt sziikségletre figyelmeztet, amit a XVII. szdzad elejének technikai-
természettudomanyos fejlédése tamasztott a kiilonféle gorbékkel szemben. Az antik-
vitds gorbéi nem voltak elegendSek ennek a keresletnek a kielégitésére. Itt 1épett
kdzbe DESCARTES. A gorbét egy valtozd hossziisagh egyenes vonalszakasz mozga-
saival allitja el6, ezen egyenes és talppontjanak egy valasztott kezdGponttdl vald
tavolsaga kozott algebrai egyenletet allit fel, s igy megadja a kivant \ij mddszert
kiillonféle gorbék elGallitasara.!?

Ezt az inkabb otletszer{ interpretaciot alapozza meg tudomanyos pontossaggal
D. T. WHITESIDE. Szerinte DESCARTES az algebrai gorbéket ,,ponthalmazként™ fogja
fel, s az x, y koordinata hosszisagok kozotti kapcesolat és a gorbét kifejezs egyenlet
kozotti aequivalencia analitikus feltételét adja meg f(x, y) =0 formaban. ,,Ilyen
koériilmények kozott csak akkor meglepd, hogy a Geometrie olyan nagy része fog-
lalkozik egyenletek analizisével, ha elfogadjuk azt a modern szempontot, amely
ezekben az eljarasokban pusztan algebrai technikat lat. Mélyebb szinten azonban
a Geometrie nagy része az altalanos fiiggetlen-valtozos polinomot megszabd felté-
teleket kutatja —, amely vizsgalat kozvetleniil kapcsolodlk a geometriai pont (és
vonal) halmazok elméletéhez.”!3

DEesCARTES matematikai mdédszerének egyik legutobbi interpretitora, Jules
VUILLEMIN szerint viszont DESCARTES az ,,algebrai fiiggvények altalanos elméletét”
redukalja a geometriai aranyelméletre azaltal, hogy csak olyan gorbéket enged meg,
amelyeknek minden pontja megszerkeszthetS. Ekkor a gorbe egyetlen pontjanak a
megadasaban sincs sziikség megkozelitésre, hataratmenetre, mint az pl. a DE BEAUNE-
feladat gorbéje esetében szilkséges volt. ,,Csupan, mivel az analitikus geometria
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szemszOgeébol itéitek, hihették azt, hogy DESCARTES szamot és pontot azonositva
a pontbdl, azaz a szambol indul ki az egyenes megszerkesztésében. Ez a reprezen-
tacio azonban az utédoké, nem az 6vé. Az G elve a pontos aranyok elve, aminek
a Modszer altal kapott mennyiségek kozott kell fennallnia. A meghizhaté vonalak
kozott kétféle van: azok a gorbék, amelyek algebrai egyenletnek felelnek meg, és
az egyéb gorbék. Az el6bbiek DESCARTES szerint ... szabalyozott, pontos és folytonos
szerkesztés altal keletkeznek. Az utobbiak csak diszkontinuusan szerkeszthetGk meg,
grafikus eljarasokkal. Osszefoglalva, a filozéfus szindéka annak a befejezése volt,
amit a gorogok kezdtek el. A korzével-vonalzdval vald szerkesztés engedélyezése
azt a bdvitett szamtestet eredményezte, amiben csak négyzetgyokok fordultak elG;
a DEesCARTEs altal elfogadott szerkesztések rendeltetése az volt, hogy — modern
kifejezést hasznalva — megteremtse a szamtest altalanos algebrai b&vitését, a gra-
fikus eljarasoknak atengedett transzcendens testbfvités kizarasaval.”14

Lényegében ugyanezt az interpretaciot vezette be mar évekkel VUILLEMIN elGtt
a XVII. szizad matematikdjanak legjobb ismerdje, J. E. HOFMANN is. DESCARTES
,killonbséget tesz precizids matematika és approximaciés matematika kozott.
Minden algebrai uton megoldhato6 problémat — § geometrikusoknak nevezi ezeket —
a preciziéos matematikaba sorol, minden egyebet — § mechanikusoknak hivia —
az aproximacios matematikaba ... Egyidejlileg, a vonalszakasz-egység bevezetésével
aritmetizalja a geometriat. A szdmfogalom, ami kezdetben a természetes szamokra
korlatozdédott és csak faradsagos Iépések aran volt kiterjeszthetS tortekre, negativ
szamokra és egyszeril irracionalitisokra, egy csapassal lényegesen kibdGvitett: az
algebrai szamok egész tartomanyat felslelte.””13

Carl BOYER, az analitikus geometria torténetének monografusa nem latja ilyen
kimagaslénak DESCARTES matematikai teljesitményét. Szerinte DESCARTES VIETE
céljat veszi at, ami algebrai egyenletek gyokeinek geometriai szerkesztése volt.
DESCARTES tette pusztan 0j jelolések bevezetésében allott. Az analitikus geometriat
viszont FERMAT teremti meg, aki ugyan megtartotta VIETE régi jelolésmodjat, de
bevezette az 1ij, analitikus geometridnak megfelel§ célkitlizést: a geometriai hely,
tanulmanyozasat.'6

Mi volt hat valdjaban a Geometrie? Analitikus geometria? Algebra? Arany-
elméletre redukalt egyenletelmélet ? Gorbék elGallitasara és osztalyozasara bevezetett
modszer ? Algebrai polinomok elmélete ? Kezd5d 4 fiiggvényelmélet ? Szamtestbvités ?
Vagy, mint TANNERY sejtette, elGkésziilet egy altalanos érintSszerkesztési modszer-
hez? Vagy egyszer(ien, DESCARTES szandékosan homalyba boritott kényvében bizo-
nyos részleteket, s ezek vezetik félre az interpretatorokat? ,,Kiilonos élvezet — irta
erre célozva a legnagyobb DESCARTEs-filologus, Charles ADAM —, ami 0jbol ravilagit
arra, hogy DESCARTES bizony egy kicsit misztifikator volt.””!? A Geometrie valébban
nagyon kiilénds olvasmany. Konnyed és élvezetes, atfutva azt hiszi az ember, hogy
teljesen érti. Azutan djra kézbe véve meglepddik : mennyire nem értette meg elGszér

14 VUILLEMIN, J.: Mathématiques et métaphysique chez Descartes. Paris 1960, 87 —88.
5 ScHoLz, H.—KRraTZER, A.—HOFMANN, J.: Descartes. Miinster, Westfalen 1951, 56.
¢ Bover, C. B.: History of analytic geometry. New York 1956, 74.

17 ApaM, Ch.: i. m. 224.
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* A szerkesztés fogalma és szerepe a Geomeltrie-ben

A Geometrie harom konyvbdl all. Az els6 konyv a korzdvel-vonalzoval meg-
szerkeszthetd problémakrol szdl, a masodik gorbe vonalak szerkesztésével, osztalyo-
zasaval és legfontosabb tulajdonsagaival foglalkozik. A harmadik kényv a harmad-
foku és magasabb problémak egy Otletes gbrbe-elGallitdé mechanizmus segitségével
torténé szerkesztésével és ennek a szerkesztésnek megfeleld egyenletekkel foglal-
kozik.

A konyvben tehat szerkesztésekrsl van sz6 s igy joggal viseli a Geometrie cimet,
amit éppen a szerkesztésekkel foglalkozd tudomany szamara tartottak fenn mar az
antikvitas ota a szamoldsokkal foglalkozd aritmetikatél valé megkiilonbobztetés-
képpen.

Négy fontos szerkesztési feladat foglalkoztatja DESCARTES-ot a Geometrie-ben:
1. a Papposz-probléma megoldasa 2. az Un. optikai ovalisok szerkesztése, 3. az
érint8szerkesztés és 4. a masodfokinil magasabb foka parabolak szerkesztése.

Az egyenletek nagyon megkdnnyitik a munkat, de elvi kiilonbséget nem jelen-
tenek a rajzban torténd szerkesztésekkel szemben. Csupan-viligosabban eldonthetévé
teszik, melyik az a legegyszeriibb gorbe, amelynek segitségével egy adott probléma
megoldhatd. Ugyanis ez a gdrbe az, amelyik a masodik konyv osztalyozasi elvei
alapjan a legalacsonyabb gorbe-osztalyba tartozik. Ez pedig legkonnyebben a gérbét
leiré egyenlet vizsgalataval donthet§ el.

Az egyenletek targyalasaban is a szerkesztés szempontjai dominalnak. DESCARTES
az egyenletet mintegy ,,megszerkeszti” a gyoktényez6kbsl. Ez az eljaris: az
egyenleteknek az ismeretlenb8l és a gyokokbsl allé binomok szorzataként vald
elGallitasa ekkor mar nem teljesen 0j. DESCARTES azonban felismeri az eljaras meg-
fordithatdsagat: az egyenlet oszthato egyik gyoktényezbjével, s igy eggyel alacsonyabb
foku egyenletté redukalhato.

A szerkesztés centralis fontossaganak a gondolata végig koveti az egyenletek
-vizsgalatat. A kiilonféle problémak és a nekik megfelel§ egyenletek osztalyozasa
a szerkesztésiikre hasznalt eljarasokra épiil fel. ,,Ami pedig a test-problémakat
(harmad- ¢és negyedfoku egyenletekkel kifejezett problémak)illeti — irja DESCARTES —,
amikrél azt mondottam, hogy nem oldhatdék meg valamely, a kornél magasabb foka
gorbe hasznalata nélkiil, eleget lehet taldlni kozottiik, amik mindkét szerkesztésre
vezethet8k vissza. Ezek egyikében meg kell talalni azt a két pontot, amit két adott
vonalszakasz k6zotti kézéparanyosok hataroznak meg, a masikban azt a két pontot,
amik egy adott ivet harom egyenl§ részre osztanak. Mert tekintve, hogy a kor
csupan egyetlen aranytdl fiigg, ti. amely a pontjai és a koézéppont kdzott fennall,
a kort csupan két pont kozotti egyetlen pont meghatarozasara, vagy két adott
egyenes szakasz egyetlen kdzépardnyosanak a megadasdra, vagy egy adott szdg
két részre osztasara lehet felhasznalni. A kupszeletek azonban mindig két killonb6zd
dologtdl! fiiggenek és igy két pont meghatarozasara hasznalhatdk fel.

Ugyanezen okbdl a negyediknél magasabb foki problémékat, amelyek négy
kozéparanyos beirasat vagy a szog Ot egyenls részre valo osztasat kovetelik meg,
nem lehet megoldani a kipszeletek segitségével. Ezért a lehetd legjobbnak gondolom,
ha 4ltalanos szabalyt adok a megszerkesztésiikre, azt a gorbét alkalmazvan, amit
egy parabola és egy egyenes metszése ir le.”"!8

'8 Geometrip... Descartes miveinek V. Cousin-féle kiadasa, V. kotet, 419—420.



A GEOMETRIE (1637) ES A DIFFERENCIALASI ALGORITMUS SZULETESE 37

Ez az cgyenletek megoldasara, helyesebben megszerkesztésére adott gbrbe-
elgallité mechanizmus, amelyik voltaképpen az algebrai gorbék definicidjara szolgal
egy parabola és egy cgyenes metszéspontjainak a segitségével, lehetévé tette DES-
CARTES szimara a kiillonbo6zG foku algebrai egyenletekkel kifejezhetd problémak meg-
oldhatésaganak a konstruktiv definialasat. Igy bizonyos fokig ebben az eljarasban
a RUFFINI—ABEL-tétel cartesianus megfelelGjét lathatjuk. Mutatja ez az eljaras azt
a mély kiilonbséget, ami a komplex szamtestben a polinomok faktorokra torténg
felbontasaval dolgozd mai algebra és az egyenletpohnomot szerkesztés-feladatként
felfogd cartesianus algebra kozott van.

Annal feltlinébb ez a kiilonbség, mert DESCARTES is a gyoktenyezokre valo
felbontasbdl és az egyenletpolmom gyoktényezGvel vagy egy masik egyenletpolinom-
mal valdé oszthatosagdbdl indul ki, mint a mai egyenletelmélet. Pl. ha valamely
probléma megszerkesztésénél olyan egyenletre jutunk, amelyben az ismeretlen
dimenzidja harom (harmadik hatvanyon van), keresiink egy olyan binomot, amellyel
az adott egyenletpolinom oszthatd és igy visszavezetjiik alacsonyabb fokt problémak
megoldasara. ,,De ha egyetlen binomot se taldlunk, amelyik az adott egyenletpoli-
nomot osztana, bizonyos, hogy az egyenlettdl fiiggs probléma test-probléma — harom-
dimenzids — és ezek utan nem kisebb hiba lenne megkisérelni csupan korzével és
vonalzoval torténd megszerkesztését, mint amilyen az lenne, ha kipszeleteket
alkaimaznank olyanok megszerkesztésére, amelyek csak koroket igényelnek: mert
végill is mindaz, ami tudatlansiagot arul el, hibdnak nevezendd.”!?

Ugyanigy megadja, milyen esetekben redukalhatok negyedfoku egyenletek, azaz
milyen esetekben huzdédnak meg mogottik sik-problémak. Azutin megadja az
altalanos szabalyt a negyediknél magasabb foku egyenletek redukcidjara: ,,Fel-
sorolhatnank a kovetkez&kben az 6todfoki, hatodfoki és ennél magasabb foku
egyenletek esetét, de inkabb Osszefoglalva targyaljuk Gket és Altalanossagban azt
allitjuk, hogy ha megkiséreltitk az egyenletet el8allitani alacsonyabb foku egyenlet-
polinomok szorzataként és 6sszeszamlalva mindazokat a mddokat, ahanyféleképpen
az egyenletpolinom alacsonyabb foki egyenletpolinomok szorzasabdl elgallithato,
azt talaljuk, hogy az eldallitas egyik 4ltal sem sikeriil, akkor meggy8z&dhetiink,
hogy nem redukalhatok alacsonyabb foku egyenletekre, ugyhogy ha az ismeretlen
mennyiség harmadik vagy negyedik hatvinyon van, a probléma amelynek a meg-
oldasat keressiik test-probléma és ha az ismeretlen 6tdik vagy hatodik hatvanyon
van, még magasabb foku és igy tovabb,’20

Megel6z6en megadott egy példat egy hatodfokd egyenlet redukcidjara.?!
A példat a fentebb emlitett gorbe-elSallité mechanizmusa igénybevételével oldja meg,
tehat szerkesztéses alapon. A példa:

yo—8y*—124y2 —-64 =0
éppen
ka"{'alx(k_l)m_*_ N +ak_1x'"+ak = 0 v

alakti, ahol k =3, m =2 s mint az j6l ismert, éppen ez az eset az, amelyet k-ad foklra
redukalva, ill. ezt kovetSen k szamu m-ed fokd x™ —a = 0 binom egyenletre recdu-
kalva a négy alapmiivelettel és gyokvonassal lehet megoldani. Hozzavéve chher a

12 Uo. 401.
20 Uo. 408.
21 Uo. 399-—-400.
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fentebb idézett sorokat: ,,...0sszeszamlalva azokat a modokat, ahanyféleképpen
az egyenletpolinom alacsonyabb foku egyenletpolinomok szorzasabdl eldéllithato™,
hajlandok lennénk azt hinni, hogy DESCARTES itt a GALOIS-elmélet kozelébe jutott.
De a folytatas meggy6z rola, hogy errdl sz sem lehet: ,,Egyébként a fentebb mon-
dottak legnagyobb részének a bizonyitasatol eltekintek — irja kozvetleniil az idézett
altalanos redukciés szabaly utan —, mivel oly konnyilinek latszanak, ha valaki
veszi a modszeres vizsgalathoz sziikséges faradsagot, mint €n tettem, hogy Snmaguk-
tol adédnak, és hasznosabd lesz ity médon megérteni azokat, mint készen olvasva.” 22

Nem kell itt mélyebb tudas szandékos titkolasatol tartani. Egyszeriien, ahol miaz
egyenletek altalanos megoldhatosaginak nehéz problémajat sejtenénk, ott DDESCARTES
semmi egyebet nem lat probalgatasokkal torténd egyedi megoldasoknal. Az alta-
lanositas szamara nem az egyenletek megoldhatosdgdnak a sikjan jelentkezik, hanem
az egyenletek altal leirt problémak megszerkeszthetoségenek a sikjan. ,,Ha meg-
gy6zddtiink, hogy az adott probléma test-probléma, akar negyedfokti az egyenlet,
amely altal kerestilk, akarcsak harmadfoki, mindig meg lehet talalni a gyokét a
harom kupszelet valamelyikének a segitségével,”?3 és ezenkivill csak korzd és
vonalz6 alkalmazasa sziikséges a szerkesztésben. =

Az egyenletek redukcidjanak az elmélete azt volt hivatva megmutatni, miért
nem oldhaték meg a test-problémak a kupszeletek hasznalata nélkiil, s az ezeknél
magasabb fokil problémak maés, dsszetettebb vonalak nélkiil. Az algebrai egyenletek
és az aranyelméleti szerkesztések egymasra vald leképzése egészen mas természetii
betekintést nyujt az algebrai egyenletek struktirajaba, mint a mai algebra. DESCARTES
nem ismeri a csoport, a szamtest, a testbdvités fogalmat. Amit a modern torténet-
iras ilyenekként ismer fel nala, nem egyéb késobbi fejlédés visszavetitésénél.
DESCARTES nem végezhette el azt, ami GaLoIS és ABEL feladata volt. DESCARTES
algebrija a megeldz8 szaz év algebrai fejl6désének az Osszegezése az antik kup-
szelet- és helyelmélet cstuicsa. Ezentil azonban bevezet valamit, ami a jov6 fejl6dés
szempontjabol felbecsiilhetetlen jelentSségli volt: az ismeretlen hatvanyai szerint
rendezett, z€érusra redukélt egyenletpolinom fogalmat és alakjat, és felismeri, hogy
az ilyen alakban felirt egyenletek oszthatdk, akarcsak a kozonséges szamok.

A XVII. szazad matematikajaban az egyenletpolinom centralis fontossagil lesz.
Kozvetleniil csatlakoznak hozzd a németalfoldi iskola és az angolok: HUDDE,
Srusius, PeLr; CorLiNs, James GREGORY és NEWTON. Az egyenletek redukcidja
a XVII. szdzad kozepére a matematika centralis kérdése lesz, s ezzel szoros kapcso-
latban alakul ki el6bb csak algebrai egyenlet formajaban felirhato, majd végtelen
sok tagu egyenletre is érvényes formaban az els6 differencidldsi algoritmus. DESCARTES
az egyenletpolinomban olyan modellt teremtett, amelyikre a kovetkezd évszazad
alatt lassan €s nagy nehézségek lekiizdése aran felépiilhetett a differencidlds miivelete.

Az egyenletpolinom differencialasa

DESCARTES a Geometrie-ban specidlis modszert adott meg a gorbe érintGjének
a szerkesztésére. A modszer az érint6kor sugaranak — a normaélisnak — a meg-
hatarozasan alapul. A normalis abbdl a feltételbsl adodik, hogy az érintési pontban
a gorbe és a kor két metszéspontja egybeesik. Ebben a pontban a normaélisra a kor,

22 Uo. 409.
23 Uo. 409.
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a gorbe, valamint PUTHAGORASZ tételének a segitségével felirt négyzetes egyenletnek
két egybeesG gyoke van.

A torténészek Moritz CANTOR-tO] J. F. SCcOTT-ig az érintS kor sugaranak a meg-
hatirozasara helyezik a hangsilyt, ami a k6r és a gorbe két metszéspontjanak az
egybeesésébll adodik. J. E. HOFMANN éles szeme vette csak észre, hogy egyébrdl
is van itt sz6: DESCARTES vélaszt a gorbén, amelyhez érintSt akar htizniegy P (x,,y,) ~
pontot és a tengelynek valasztott egyenesen egy
M(t, 0) pontot. E koriil az M pont koriil leir
egy P, ponton atmend kort, ami a gorbét uijbol
metszi P(x, y) pontban.

Ez az eljaras az 4bra szerint az

(x—12)2+y% = (xo—1)* + 2

X
egyenletet eredményezi, ahonnan
y=x—t+V(xo—1)+y,2
Behelyettesitve ezt a gorbe egyenletébe, f(x, t) =0 1. dbra
egyenletet kapja,amelyben x —x  linearfaktor
fordul elS. ,,DESCARTES most megkoveteli — irja HOFMANN —, hogy az x —x

faktor még masodszor is lehasithato legyen, s igy nyer z-re egy egyedul t-t tar-
talmazo feltételt.””24

HoFMANN ezt az eljarast egyaltaliban nem tartja lekicsinylendd tettnek, mint
azt a tobbi matematika torténészek teszik, csupan mert megkeriilte a hataratmenetet.
Eppen ellenkezbleg az a szép HOFMANN szerint ebben az eljarasban, hogy teljesen
a cartesianus matematika keretei k6zott maradva, algebrai megoldast talalt erre az
egyébként infinitézimdlis megfontolasokat igényl6 problémara.?>

Ennek az infinitézimalis médszert megkeriils, tiszta algebrai eljarasnak azonban
Oriasi jelentGsége volt az infinitézimalis szamitas kialakulasa szempontjabdl. Ugyanis
az els6 matematikus, aki ennek az érintGszerkesztési eljarasnak a jelentGségét fel-
fogta, ezen keresztiil alkotta meg a differencialas miiveletének az algoritmusat.

A két Francis SCHOOTEN — apa €s fin?® — koré tomoriilt németalf6ldi carte-
sianus matematikusok a XVII. szazad kozepén vaskos tanulmanykotetet adtak ki
a Geometrie-hez irt kommentatorokbol.?” Ebben van kozzétéve Johann HUDDE két
rovid tanulmanya 1657, ill.- 1658-bdl. Az elsG?® az egyenletek redukcidjardl szol,
a masodik?® szélsGérték problémakrol. Az 1657-es tanulmany tartalmazza az elsG
vilagosan és altalanossagban megfogalmazott differencialasi algoritmust a fiigg-
vények egy specialis osztalya, az egyenletpolinomok esetére megfogalmazva. HUDDE

24 ScHOLZ —KRATZER —HOFMANN: i. m. 64—65.

25 Uo. 66.

26 Az ifjabb Frans van SCHOOTENTGl J. E. HOFMANN irt a red jellemzo csodalatra méltd appara-
turaval ellatott rovid bibliografiat. HOFMANN, J. E.: Frans van Schooten der Jiingere. Wiesbaden
1962.

27 Renati Des Cartes Geometria, una cum notis Florimondi de Beaune, in Curia Blesensi Consi-
liarii Regii, et commentariis illustrata, opera atque studio Francisci a Schooten, in Acad. Lugd.
Batav. Matheseos Professoris. ... Frankfurti. (1695-0s kiadas.)

28 Johannis Huddenii Epistola Prima de Reductione AEquationum. Uo. 406 —506.

29 Johannis Huddenii Epistola Secunda de Maximis et Minimis. Amsterdam 1658. Uo. 507 —516.
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maga hangsulyozza, hogy eljarasanak lényege mar benne foglaltatott a Geomerrie-
ban, § csupan explicite kifejtette, megmagyarazta és altalanositotta az ott elrejtett
lehet&ségeket. Valojaban sokkal tobbet tett ennél, megadta a DESCARTES altal beve-
zetett egyenletpolinom differencialasanak az explicit és altalanos szabalyat. Az
" egyenletpolinom esetében ugyanis a differencialhatésag egyszeriien két egybeesd
gyok 1étezését jelenti. Pontosan ezt adta meg a Geometrie, amikor az érint8szer-
kesztés kritériumaként a gorbét reprezentald egyenlet két gyokének az egybeesését
koveteli meg. HUDDE azonban felismeri az érint&szerkesztés és a maximum-minimum
problémak Osszefuggését és DESCARTES specialis eljarasat ditaldnos szdmoldsi mod-
zerré fejleszti. Olyan algoritmussd, amelyik egyenletpolinomok esetében mindig alkal-
mazhaté s nem kell keresgélni alkalmazasa elGtt, vajon érvényes-e az adott esetben.

HUDDE, DESCARTES nyoman, mindig csokkend hatvanyok szerint rendezett
alakban, nullara redukalva irja fel az egyenletet s az ismeretlen hidnyzo hatvanyait
*-gal jeloli. Modern jelolésben (de egyebekben a cartesianus elmélet szelleméhez
ragaszkodva) :

f(X) =x"+a;x"" 1+ ... 4a,=0

alakban irhatjuk fel az egyenletpolinomot. HUDDE el8szor is kiilonbséget tesz két-
féle redukcid kozott. Az egyik, a kozonséges értelemben vett redukcid az un. abszolut
redukcié az egyenlet kdzdnséges algebrai miiveletekkel torténé megoldasa. Ezzel
nem foglalkozik. A masik, altala relativnak nevezett redukcid a feltett problémara
vonatkoztatva vizsglja az egyenlet gydkeinek a viselkedését. HUDDE csak ezzel a
redukciéval foglalkozik.

Kozvetleniil a Geometrie-hez kapcsolédva szamos esetet sorol fel, hogyan kell
olyan egyenletet redukalni, amely két masik egyenlet 8sszeszorzasabdl allott el§.
Mint lattuk, ezt a kérdést mar DESCARTES elintézte. Azonban HUDDE felismeri,
hogy a kiilonféle esetek mind feltételezik annak az ismeretét, hogyan kell ,,két (vagy
tobb) egyenlet vagy mennyiség legnagyobb kozos osztéjat megkeresni. Tegyiik fel
példanak okaért, hogy két egyenlet vagy mennyiség legnagyobb kozbs osztdjat kell
megtalalni.””30

Azonnal példan mutatja be az esetet. Legyen pl. a két egyenlet

d3c—acdd + 2aabc —2abed = 0

és
d*c — bbedd + cacbb — caadd = 0.

ElGszor azt kell megnézni, nincs-e valamely betli vagy szam, amellyel mindkét
egyenlet oszthatd. Jelen esetben pl. mindkét egyenlet oszthatd c-vel:

d3 —add+2aab —2abd = 0,
d* — bbdd + aabb — aadd = 0.

Azutan mindkét egyetlenben ismeretlennek tekinti az egyik betiit. Legyen pl.
ez a d betii:

d3 —add—2abd + 2aab = 0, .
d** — bbdd* + aabb = 0.
—aa

30 Huppk, J.: Epistola Prima... 422.
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Az egyenleteket a HUDDE altal alkalmazott cartesianus irdsmodban irtuk fel, aho!
a zarojelet a tagok egymads ala irasa helyettesiti. A legutolsd egyenlet a mi irdsmoé-
dunkban

' d*— (b2 +a?)d? +a2b?> =0

lenne. A csillagok a HuUDDE-féle irasmdédban az ismeretlen hidnyzé hatvanyait
(d3-t és d-t) jelolik.

Ebben a lépésben veszi fel a HUDDE-féle egyenletpolinom azt az alakot, amit
mi f(x) =0 alakkal jel6liink és ez a 1épés vezet majd SLusiuson keresztiil a parcialis
derivalt képzéséhez. Ami ezutan kdvetkezik, az a tovabbiak szempontjabdl nagyon
Iényeges, azért szd szerint idézziik.
) ,Azutan a d?-nek az els8 egyenletbdl vett értékét behelyettesithetjiik mindeniitt

a masodik egyenletben d* helyébe és ezt kapjuk:

d* = ad?+2abdd — 2aabd = bbdd + aadd — aabb
vagy (d3 helyébe az els6 egyenletbdl)
aadd + 2aabd —2a3b

—2aabd + 2abdd
azaz aabb —2a3b + 2abdd — bbdd = 0
543h — .
és dd = % vagy aa; és d=a vagy d—a = 0. Igy ezt a dd értéket helyette-

sitve az elsé egyenletbe, az

aad — a® —2abd + 2aab = 0
egyenletet kapjuk. '
Végiill magat d-t helyettesitve be a helyébe az utolsé egyenletben

a3—a3——2aab+2aab =0
egyenletre jutunk.
Mivel ebben az’ egyenletben minden tag kolcsdndsen megsemmisiti egymast,
bizonyitast nyert, hogy mind a

d?® —add —2abd +2aab = 0
egyenlet, mind a
d** — bbdd* + aabb = 0

—aa

oszthatd d—a = 0-val, azaz d—a mindkettnek az osztdja, a legnagyobb kozds.

oszt6. Es mivel tovabba mindkét adott egyenletet (vagy mennyiséget) elSbb c-vel
osztottuk, nyilvanvald, hogy a legnagyobb kdzds osztdjuk d—a szorozva c-vel,
vagy de — ac.”3t

Lehet természetesen d helyett mas bet{it is ismeretlennek tekinteni és aszerint
keresni meg a két egyenlet legnagyobb kozos osztojat.

"Mint latjuk — s a tovabbi fejlédés szempontjabol ez a nagyon fontos — HUDDE

vilagosan felismeri, hogy a legnagyobb kézos oszté létesit olyan kapcsolatot egy

31 Uo. 422—423.
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J(x) egyenlet s egy ebbdl megadott szabaly szerint elBallitott masik f'(x) egyenlet
ko6zott, hogy az f'(x) egyenletbll az eredeti f(x) egyenlet kétszeres vagy tobbszoros
gyokét ki lehessen szdmitani. Ezt az eljarast adja meg az X. szabaly:
»Hogyan kell redukalni minden, vagy betlikben vagy szimokban megadott
egyenletet, amelynek az ismeretlen mennyisége (vagy mas betiije, amelyet mintegy
ismeretlennek lehet tekinteni) két vagy tobb megegyez8 értékkel rendelkezik.
ElGszor: ha az adott egyenletben két egyezG gyok van, megszorzom azt egy
tetszGlegesen felvett aritmetikai progresszidval. Magatol értetédGen az egyenlet elsé
tagjat a progresszio elsS tagjaval, az egyenlet masodik tagjat a progresszié masodik
tagjaval, és igy tovabb. Az igy kapott szorzat legyen 0. Azutan, midén igy két egyen-
letem van, megkeresem a fentebb megadott modszerrel a legnagyobb kozos osztdju-
kat. Végigosztom ezzel az adott egyenletet, igy elGallithaté a hanyados.”32 :
Mai nyelven elmondva, egy adott f(x) egyenlethez kell egy olyan masik f'(x) -
egyenletet talalni, hogy a két egyenletnek legyen legnagyobb- k6z0s osztdja, d(x).
Ebben az esetben az eredeti f(x) egyenletnek van t&bbszoros gyoke, az f(x) egyenlet
szétejthetd, redukalhaté egy alacsonyabb fokszamu egyenlet és a d(x) szorzatara.
A tovabbi fejlédés szempontjabdl ennek a modszernek a jelent8sége oriasi.
Az az f'(x) egyenlet ugyanis, amit az f(x) egyenletbdl azzal a feltétellel kaptunk,
hogy legyen legnagyobb kozds osztdjuk, szolgal a maximum-minimum feladatok
€s az érintSfeladatok megoldasara. Err6l sz6l HUpPDE masodik, 1658-as éretekezése.
Az értekezés a kovetkezd tétellel kezdddik: ,,Ahhoz, hogy egy egyenletben két
gyok egyenlS legyen, meg kell szorozni egy tetszéleges aritmetikai progresszidval,
magatdl értet6dSen az egyenlet elsS tagjat a progresszid els§ tagjaval, az egyenlet
masodik tagjit a progresszié masodik tagjaval, és igy tovabb. Allitom, hogy ez a
szorzat az az egyenlet, amelybdl meg lehet talalni a mondott gyokot.”33
Mivel a két egybeesG gyok az egyenlet valamilyen szélsGértékét jelenti, az isme-
retlen maximum vagy minimum értékét, nyilvanvald, hogy az igy kapott egyenletet
lehet hasznilni ennek a 'sz€ls6értéknek a megkeresésére. A kapott egyenlet és az
eredeti egyenlet k6z8s gyoke lesz az eredeti egyenlet kétszeres gyoke. ,,Ugyhogy a
mobdszer bizonyitasira még csupan azt kellene igazolni, hogy a kiindulé egyenletnek
van két egyenlS gybke. Amit valoban oly egyszerii bizonyitani, hogy ennél tovabb
id6zni semmi mas nem lenne, mint munka és olaj vesztegetése.”’3*
E helyett felsorolja az egyes eseteket, s mindegyiket bemutatja néhany jol
valasztott példan. Pl. az els§ esetet: ha az egyenlet csak egy ismeretlent tartalmaz
¢és ez sem fordul el§ a nevezében, a kovetkezd példan mutatja be:

,Legyen pl. 3ax3—bx3—%fax+aab x valamely maximumara érvényes.

Szorozzunk tagonként

3 3 | -el:
Legyen 9ax3 — 3bx?— 21;?“ x =0 vagy
9axx —3bxx — @ = 0.
3¢

32 Uo. 433—434,
33 HuDDE, J.: Epistola Secunda... Uo. 507.
34 Uo. 510.
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Az altalanos moddszer szerint hasonloképpen:

3ax3 — bx3* —%bcﬂl)ﬂ-aab =0
Szorozzunk egy arit-
metikai haladvannyal 3 3.2 1 0
2
Legyen, mint fent 9ax3 —3bx3* — ——%’ x =0 vagy
9axx — 3bxx — %ﬁ = 0."35

Ebbdl az egyenletbsl kiszamitott x az eredeti egyenlet kétszeres gyoke (teha t
57€1s6 értékének a helye) lesz, mert a két egyenletnek van legnagyobb kozos osztodja.

Modern megfogalmazasban igy foglalhatjuk 6ssze a HupDE-féle eljarast: Egy
f(x) egyenletnek akkor és csakis akkor van tobbszords gyoke, ha f(x)-nek és egy,
belSle megadott eljarassal elGallithato f/(x) egyenletnek van d(x) legnagyobb k6z6s
osztdja, azaz ha f(x) és f(x) nem relativ prim polinomok. Ebben az esetben az f(x)
tobbszords gyokei a d(x)=0 egyenletnek tesznek eleget, ennek tesznek eleget az

1'(x) gyokei is, ugyhogy utébbiakbdl kiszamithatdk. Az % egyenlet pedig alkalmas
az eredeti f(x) egyenlet egyszeres gyOkeinek a meghatirozasara.

Latnivald, hogy a HupDE-féle elmélet semmi egyéb, mint az a mddszer, amit
a mai algebra hasznal a gydkok t6bbszOrosségének a vizsgalatara.?® Az f(x) nem
mas, mint az f(x) polinom derivaltja. Természetesen HUDDE nem hasznilta ezt az
elnevezést, nem hasznalta explicite még a fogalmat sem. De ahogyan hasznalja a mi
altalunk igy nevezett és definialt fogalmat, az fedi a mai értelmezést, s ezért atirhat-
juk modern terminolodgiara.

A tovabbiakat, hogy ti. hogyan lett a HubppDEg-féle eljarasb6l NEwTtoNnal a mi
~ parcialis differencialhanyadosunknak megfeleld fogalom, mar tisztazta WHITESIDE
a XVII. szdzad masodik felének matematikajarol szolo alapvetd monografidjaban.
A cartesianus algebra tehat nem csupan Onmagaban teljes targyalasat adta az altala
megteremtett egyenletpolinomoknak, hanem tulmutatott Onmagan, s mintegy
modellként szolgdlt az algebrai egyenleteknél dltaldnosabb fiiggvények differencidld-
sdnak a kidolgozdsdhoz.

Az ¢érint Gszerkesztés problémajanak a megoldisa abbodl a feltételbdl, hogy a
problémara felallitott egyenlet két gyoke Gsszesen, nem kisebb jelent§ségii az infini-
tézima lis szAmitas kialakulasa szempontjabdl, mint amilyen ARKHIMEDESZ kimerit-
hetetlenségi mddszere volt. Azonban a két eljaras szellemében Oridsi a kiilonbség.
ARK HIMFEDESZ eljardsa nehézkes, korillményes indirekt bizonyitason alapulé modszer
volt. aminek az érvényességi feltételeit minden esetben kiilon meg kellett vizsgalni
s egyedi modon ismételni el a bizonyitast. DESCARTES médszere a gorbék egy specialis
csoportjanal, az algebrai egyenletekre leképezhetd szerkesztések esetében, kozvetleniil
€s altalanosan alkalmazhato egységes szabalyt ad az egyenlet altal elGallitott gorbe
€rint8jének a megtalalasara.

35 Uo. 510.
36 L. pl. SzeLe Tibor: Bevezetés az algebrdba. Budapest 1953, 216—218.
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Igaz, hogy a modszere csak specialis esetben, az algebrai gorbék esetébzn,
érvényes. Ezaltal azonban ezen a teriileten megteremti egy olyan eljaras modelljét,.
ami NEWTON és LEIBNIZ kezében a Geometrie-bdl kirekesztett transzcendens gdrbék
esetére is alkalmazhatd algoritmussa bdviil. Az a mdd ugyanis, ahogyan két egyenlet
megfelel§ tagjainak az egyeniGvé tételébdl .kovetkeztet a gyokok azonossigara,
semmi egyéb, mint a derivaltképzés centralis gondolatanak, a linedris approximdlhato--
sdagnak a kifejezése.

A szerkesztések algebraja

Az aritmetika és geometria k6zott létesitett megfelelkezés, aminek a DESCARTES-
algebra és ,,analitikus geometria” koszOnheti 1étrejottét, nem az algebrai és geo-
metriai struktardk ekvivalenciajan alapul. Nem az algebra leképezése geometriara,
hanem a geometriai szerkesztések egyszeriivé, attekinthet&vé, racionalis rend szerint
elrendezetté tétele az algebra segitségével. A racionalist itt szo szerint kell érteni.
Nem atvitt értelemben ,,ésszertinek’, hanem ardnyosnak kell forditani, gy, ahogyan
azt az antik geometria és még DESCARTES is hasznalta. Lattuk, milyen fontos szerepe
volt DESCARTES gorbeelméletében a kozéparanyosok beiktatasanak. A matematika
torténetiras jol ismeri és kell6képpen kiemeli DESCARTES matematikajanak arany-
elméleti vonatkozasait. Eppen ez az aranyelmélet kapcsolja a cartesianus matematikat
legerGsebben a reneszansz szazadai alatt felfedezett antik matematikahoz.

A Geometrie els6, XVII. szizadi kommentatorai tobbnyire ezeket az antik
aranyelméleti vonasokat veszik észre a miiben. Igy a szazad masodik felének a geo-
metridjiban bizonyos visszatérés észlelheté az antik moddszerekhez, s azt lehetne
mondani, hogy a valdban cartesianus geometria csak sokkal késGbben, a XIX.
szazadban bontakozik majd ki CHASLES munkaiban.

Jollehet CANTOR és mar MONTUCLA is ismerték a XV1—XVIL. szizadi hatalmas..
antik matematikarol sz6l6 kommentarirodalmat — joggal beszélhetiink ezzel kap-
csolatban ,,matematikai humanizmusrél” —, mégis nagyon keveset tudunk arrol,
milyen szerepet jatszott az antik matematika pontos megismerése az otlet- és probléma-
adason tal a XVI—XVII. szazadi matematika kialakuliasaban.

Nem egyszerlien arrol van szd, hogy pl. VIETE és FERMAT j6l ismerik és utanozzak
DIOPHANTOSZt vagy APOLLONIOSZt, s hogy a XVII. szizadban végig lankadatlanul
faradoznak elveszett gordg matematikai miivek rekonstrualasin. A WARBURG-
intézet korszakalkotd munkéja ota tudjuk, milyen hallatlanul bonyolult térténelmi
problémat jelentenek ,,atvétel” és ,,rekonstrukcié”, ha olyan magasrendd és onmaga-
ban zart kulturalis képz6dményekrdl van szo, mint az antik miivészet vagy mate-
matika.

A XV., XVI. és XVII. szazad egyik legnagyobb jelentdségii, dontS élménye az
antik kultara recepcidja volt. Ennek a nagy felfedezésnek a stlypontja a XVI.
szazadban van, a XV. szazad bizonyos értelemben el6-, a XVII. utdjatéka. De ez az
utdjaték az antikvitasnak, mint élet- és kulturalis eszménynek az értékcsokkenésével
parhuzamosan az antikvitds egyre pontosabb megismeréséhez vezetett. POUSSIN
sokkal antikabb, mint MICHELANGELO, HALLEY sokkal inkabb kéveti APOLLONIOSZt,
mint FERMAT. Az antikvitas értékelése és megismerése kozotti ellentét a XVII
szazad végén az ,.antikok” és a ,,modernek™ kozotti nagy harcban realizalodik és
hosszt kiizdelem utan a ,,modernek™ javara dél el.

N
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Amikor a XVII. szazad legvégén NEWTON miiveinek nagy csodiloja és kiaddja.,
BENTLEY doktor Phalaris-aban leleplezi az antikvitasimadok hamisitasait, nemcsak
egy 1) szakmat, a klasszika-filologiat teremti meg, nemcsak a szdvegkritika elsG
nagy példajat adja, hanem egyben meg6li az antikvitast is, az antikvitast mint utélér-
hetetlen életeszményt.

A humanizmus altalanos jelenség volt, a kultira minden teriiletét atitatta.
Azért volt olyan altalanos é€s szenvedélyes az ellene vivott harc is a XVII. szdzad
masodik felében. A humanizmus mozgalma egész Eurdpara kiterjedt. Altalinosabb
jelenség, mint a vallasi reformok, mert utobbiak egy északi (szarazfoldi és ocedni)
és egy déli (mediterran) részre osztottdk Eurdépat. A humanizmus azonban egész
Eurépan atsoport. Amikor a XVIIL. szazad soran a gazdasagi és kulturalis vezetés
a mediterraneumbdl fokozatosan északnyugatra tevGdik at, Ggyszdélvin ezt az
egyetien tényezGt, a humanizmust viszi magaval.

A XVII. szazadban a németalfoidi és angol egyetemek lesznek a humanizmus
f6 fészkei. Ezzel azonban atalakul a mozgalom jellege: a humanizmus, ami Italiaban
tobbnyire egyetemen kiviili emberek vallalkozdsaként indult, itt szorosan egyetemi
tudosokhoz kotddik. S ez nem kicsiny valtozast jelent. Szinte beosztasi elvként
lehetne végigvinni az aurdpai kultira torténelmén az egyetemi és nem-egyetemi
korszakok valtakozasat, annyira fontos kiilonbség az. hogy a kor szellemi életének
a vezet8i ennek a nagy, kdzépkorban kialakult intézménynek a keretében dolgozo
emberek-e vagy sem. .

Nem lehet tehat figyelmen kiviil hagyni, hogy a humanizmus a XVII. szazadban
lényegében egyetemi mozgalomma valik. s hogy a humanizmus elsé nagy és sikeres
ellenfele, DESCARTES, mindvégig kivill marad az egyetemeken és egyre fokozddod
harcban all veliik. Annyira nem egyetemi ember, s annyira gy@léli az egyetemi
tudosokat és humanistakat egyarant, hogy szinte hajlanddk vagyunk a PAPPOSZ-
probléma Geometrie-ben adott megoldasat egyszerii tiriigynek tekinteni. Uriigynek
és parviadalnak: lam, a hires problémat, amit a bamult EUKLIDESZ és APOLLONIOSZ
sem tudtak megoldani, s aminek PappPosz csak a legegyszeriibb esetét tudta nagy
nehézségek aran megfejteni, azt 8, DESCARTES, az egyetemeken kiviili ember, az
egyszeril ionette homme, az egyszerii polgar jatszi konnyedséggel és teljes altalanos-
sagban megoldotta.

Két kulttra iitkozik itt Gssze a matematika teriiletén: az egyetemivé valt huma-
nista kultira és az 1j, el6bb gunyként, majd DESCARTES altal is vallaltan cartesianus-
nak nevezett Univerzalis Mddszer. Nem kis dologrdl volt hat szo és DESCARTLS
jogosan tiltakozott felhaborodottan, mikor a Geometrie-t a PApPOSZ-probléma egyik
sikeriilt megoldasava akartak degradalni.

A PAPrOsz-probléma megoldasa DESCARTES-nal csupan a szerkesztések ¢s az
egyenletek kozo6tt kidolgozott megfelelkezés egyik példaja. Szerkesztések és egyenletek
megfelelkeztetésének a moddszeréhez csatlakozik SCHOOTEN és de WITT munkai
nyoman a XVII. szazadi kipszelet-elmélet nagy része. Ez jelentkezik HUYGENS és
NEwTON miiveiben. Ehhez csatlakozik, NEWTON és HALLEY nyoman, az egész késé
XVIIL. szazadi, XVIII. szazad eleji angol geometria. A Geometrie eredeti felfogasa
azonban kozben észrevétleniil egyre inkabb elvész, egyre nagyobb lesz az antikvitas-
hoz vald visszatérés, s alig lehet nagyobb kiilonbséget elképzelni matematikai sti-
lusban, mint a PapPprosz-problémanak NEWTON és DESCARTES altal adott megol-
dasait.
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Ezzel parhuzamosan vész el az a masik, tisztan geometriai kupszeletelmélet is,
ami DESARGUES és PASCAL munkaiban a Geometrie algebrai kupszeletelméletével
egy idGben és szintén az antikvitassal valé teljes szakitasként, nem-egyetemi emberek
kezében alakult ki. Mindkét modszer elmeriil az egyetemi humanizmus fokozddo

rrrrr

Az elsd 1épést e felé az antikizalés felé az ifjabb Frans van SCHOOTEN Leyden-i
professzor, DESCARTES tanitvanya és HUYGENS mestere tette hires Geometrie kommen-
tarjaiban. SCHOOTENben a matematikatorténetiras J. E. HOFMANN alapvetS tanul-
manyaig DESCARTES szolgai kommentatorat és utan-
zdjat latta. HOFMANN ismerte  fel, hogy a Leyden-i
professzor mddszere tobb helyenjel entSsen eltér a
kommentalt széveg stilusatdl.??

A mi szempontunkbdl kiilondsen fontosak
ScHOOTEN masodik konyvhoz irott kommentarjai. A
masodik konyvben vezeti be DESCARTES a gorbék
osztalyozasat és algebrai-geometriai analizisét az al-
tala kigondolt Gtletes, egymason eltolhatd és egy ko-
zéppont koriil forgathaté egyenesekbdl Osszeallitott

2. dbra gorbe-szerkesztd gép segitségével. Azutan igy foly-

tatja: ,,Tegyiik fel, hogy az EC gorbét a GL vonalz6

és CNKL sik idom metszése irja le, amelynek KN oldalat meghosszabbitjuk C ira-
nyaba és amely igy mozog az adott sikban, hogy KL oldala mindig egybeesik a
mindkét iranyban meghosszabbitott BA vonal valamely részével és ezaltal GL vonal-
zbnak, amely az L pontban a CNKL sikidomhoz van kapcsolva forgd mozgast ad
G koézéppont koriil. Ha meg akarom tudni, hogy milyen osztalyba tartozik az igy
leirt gorbe, valasztok egy egyenes vonalat, pl. AB-t amelyre a gorbe pontjait vonat-
koztatom és valasztok AB egyenesen egy A pontot, amelynél kezdem a szamitast.
...Azutan felvesziink a gérbén egy tetszGleges C pontot és feltessziik, hogy a gorbe-
leiré gép éppen ezt hatarozza meg. Ezen a C ponton at CB parhuzamost hizunk
GA-hoz. Mivel CB és BA két ismeretlen és indeterminalt mennyiség, egyiket y-nal,.
masikat x-szel jeloljikk. Ahhoz, hogy e ko6zott a két mennyiség kozotti viszonyt
megkapjuk, tekintetbe kell venni egyéb, a gorbe leirdsat megszabd ismert mennyi--
ségeket is, mint GA, amit a-val jeloliink ; KL, amit b-vel jeloliink és a GA-val parhuza-
mos NL, amit c-vel jel6liink. Azt allitom, hogy CB vagy y Ugy aranylik BK-hoz,

amint NL aranylik LK-hoz, vagyis amint ¢ aranylik b-hez. Tehat BK egyenld —i’- Y-
De akkor BL egyenlS g y—b és AL egyenld x + ;I:— y—b. Tovabba CB tigy aranylik
LB-hez, azaz y ugy aranylik g y—b-hez, amint AG vagy a aranylik LA vagy
%+ g y —b-hez. Az aranypar masodik tagjat megézorozva a harmadikkal az ered-

mény 3 y—ab, és ez egyenl az aranypar elsd és negyedik tagjanak a szorzataval,

37 HOFMANN, J. E.: i. m. 4.
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ami xy+ —Cb‘— y2—by. A keresett egyenlet tehat

= cx
S cy—7y+ay—ac.

Ebbdl az egyenletbdl latjuk, hogy az EC gorbe az elsS osztalyba tartozik, amennyiben:
semmi egyéb, mint egy hiperbola.””38

Ehhez a legutolsé mondathoz fiizi SCHOOTEN az alabbi hosszi magyarazatot:
,,Ha ugyanis 4G-t meghosszabbitjuk D-ig és DG-t egyenlének vessziikk EA-val vagy
NL-¢l (1. 3. abra, de vo. 2. abraval) és D ponton ke-
resztiil CK-val pArhuzamos egyenest huzunk, amely
az AB egyenest F pontban metszi, DF lesz az egyik
aszimptota és AF a masik. Tegylik fel ugyanis, hogy
a GOCE vonal hiperbola és DF, FA az aszimp-
totai, tovabba hogy DG, EA egyenl6k NL-el, DF
~ parhuzamos CK-val, amint mondottuk, azaz' DFA
sz0g egyenlS CKB szoggel. Hosszabbitsuk meg BC-t,
amig I-ben metszi DF-et és huzzunk D-n keresztiil
egy AF-el parhuzamos DH egyenest, amely H pont-
ban metszi BC-t. Mivel DHIés KLN haromszogek
egyébként hasonléak FAD haromszoghoz, azért
hasonléak egyméshoz is. Tehat ahogy KL aranylik
LN-hez, azaz b aranylik c-hez, Ggy aranylik DH

vagy AB, azaz x, HI-hez, amely igy % lesz. Le-

vonva HB-bdl ezt és BC vagy y szakaszt, marad IC,
cx
-3
Konikd-janak masodik konyv 10. propozicidja szerint ICB négysz6g egyenld
cx

b
yy egyenlS lesz DEA négy--

3. dbra

a+c— »y. Mivel a hiperbolanal Apolloniosz

DEA négyszoggel; ezért ha IC-t megszorozzuk CB-vel, azaz a+c — -y kifeje--
oy
b
szoggel, vagyis ac-vel, azaz azzal a négyszoggel, ami DE-nek vagy GA-nak az EA-val
valdé szorzasabol all el6. Tehat rendezve az egyenletet, ugy csoportositva, hogy yy
cxy
b :
ugyanaz, mint ami fentebb a GL vonalzé és a CK egyenes mozgasabol allott eld. .
Igy bebizonyitottuk az allitdsunkat, hogy a leirt CE vonal hiperbola, melynek
aszimptotdi AF, FD.”3°

Eljutottunk ahhoz a félmondathoz, amit SCHOOTEN hosszan kommentalt : ,,amint
hogy ez semmi egyéb, mint egy hiperbola”. A kommentar azonban teljesen visszajara
forditja a mondat értelmét. SCHOOTEN " bizonyitdsiban a hiperbola aszimptota-
tulajdonsagai a dontSek, s feleslegessé valik DESCARTES gorbe-elSallité mechaniz-

zést y-al, az igy el6allé ICB négyszog, ay +cy —

legyen az egyik oldalon, yy = cy— +dy —ac egyenletre jutunk. Amely egyenlet

38 DESCARTES, OFEuvres, ADAM—TANNERY-féle kiad4s, VI. kotet, 393 —394.
39 Renati Des Cartes Geometria... SCHOOTEN-féle kiadas, SCHOOTEN kommentarjai a II.
konyvhoz. i. m. 171—172.
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musa. DESCARTESnal ez az eszkoz, ill. az altala megengedett mozgds biztositotta a
kapott gorbe megfelels, ahogy 6 nevezte, ,,geometrikus” voltat. Ez az eszkdz biz-
tositotta, hogy a kapott gorbe algebrai egyenlettel legyen eldallithato, s igy természe-
tes, hogy ez az algebrai mozgést létesitd eszkdz szolgal az algebrai, DESCARTES
altal ,,geometrikusnak™ nevezett gorbék osztalyozasara. Ha ugyanis az eszkozén
a CNK egyenes helyére a most nyert hiperbolat, vagy barmely mas, ketténél nem
magasabb foku egyenlettel leirhatd, tn. els§ genre-beli gorbét tesziink, akkor ennek
a gorbének és a GL vonalzdnak a metszése az ECA hiperbola helyett egy Gn. masodik
genre-ba tartozd gorbét ir le. Pl. ha CNK kor, melynek kozéppontja L, a gérog
geometria un. masodik konhoidjat kapjuk. Ha pedig a CNK egyenes helyén egy
misodik genre-ba tartoz6é gdrbe van, akkor ennek és a forgd GL vonalzonak a
metszése egy harmadik genre-ba tartozd gorbét ir le. ,,Es barmely mas modon
képzeljiik is el egy gorbe vonal leirasat, feltéve, hogy ez a gorbe azok koz€ tartozik,
amelyeket geometrikusoknak neveztiink, mindig lehet talalni ezzel a modszerrel egy
egyenletet a meghatarozasara.”*°

Szerkesztés ¢€s algebrai egyenlet kozott ezaltal az eljaras altal definialt ,,algebrai
mozgés™ létesit kapcsolatot. Az algebrai mozgés altal definialt gorbe egyetlen pontja-
nak a meghatarozasahoz sincs szitkség infinitézimalis processzusra, aproximaciora.
Ez az algebrai mozgas biztositja, hogy a Geometrie-ben elkeriilhet6 a végtelen
aproximacié fogalmaval doigozé infinitézimalis matematika, hogy megmaradhatunk
a gorbék leirasaban az egyenletpolinomoknal, ahol még az érintGszerkesztés és a
maximum-minimum feladatok, ezek a tipikusan infinitézimalis modszereket kivand
problémak is megoldhaték aproximaciéo néikiil, limes fogalom nélkiil, anélkiil,
amit kozonségesen infinitézimalis alatt értenek.

Ugyanis az algebranak ,.nem kell tamaszkodnia a differencialhdnyados anali-
zisbeli fogalmara (amelynek értelmezése a hatarérték nem-algebrai fogalmanak
segitségével torténik), mert tisztan algebrai Gton is definialni tudjuk a polinom
derivaltjat, s e fogalom szamunkra sziikséges tulajdonsagait is bevezethetjiik ilyen
modon.” 4! -

Ezt végezték el DESCARTES és HUDDE: a polinom derivailtjanak szamukra
szitkséges tulajdonsagait vezették le tisztan algebrai dton. Ezért kozponti jelentGségli
az algebrai mozgas, amelyik az egyenletpolinom és a gorbe kozotti Osszefliggést
Iétesiti. S ezért tesz olyan nagy lépést visszafelé SCHOOTEN, amikor kikiiszobdli az
antik modszerek segitségével ezt a mozgast. Hiaba forditja le SCHOOTEN az antik
definicidkat az Gj betliszimtani nyelvre, ebbdl nala nem lesz a DESCARTES értelmé-
ben vett algebra. DESCARTES algebraja ugyanis nem betliszamtan. A Geometrie egy
Uj, nagy jelent8ségii fogalom, a derivalhatd egyenletpolinom ¢€s a vele vald munka
szabalyainak a megteremtését tartalmazza. Az algebrai egyenletekkel leirhatd gorbék
vilaga ez, ahol altalanos szabaly adhaté meg ezen gorbék érintGjének a szerkeszté-
sére és a gOrbéket eldallitd egyenletek szEls6 értékének a szamitasara. Ebb3l a szem-
sz6gbdl tekintve a Geometrie nem az elsd analitikus geometriai értekezés, hanem
az egész ujkori fliggvénykalkulus nélkiilozhetetlen eléfeltétele.

Semmit nem szoltunk még a Geomerrie elsé konyvérdl, amelyben DESCARTES
bevezeti egy vonalszakasz €s a mennyiség kozotti megfeletkezést. Altalaban ezt
szoktak a Geometrie legnagyobb tettének és lényegéneck tartani. Azonban meg-

40 Geometrie, OEuvres, AbDAM—TANNERY-féle kiadas, VI. kotet, 395.
41 SzrLe Tibor: i. m. 216.
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talalhaté ez mar FERMAT-nal is, ezzel dolgozott HARRIOT, VIETE, ez hizdodott meg
BRADWARDINE és ORESME ¢lképzelései mogott, ezt hasznalta PAPPOSZ, APOLLONIOSZ,
ezen alapul az euklidészi Elemek egész masodik konyve. Ugyszélvan az egész gorog
geometria az altaldnos mennyiség vonalszakaszként vald interpretilasan alapul.
DESCARTES itt csak alkalmasabb jelolést vezetett be, s a matematika végsG soron
nem jeldléseken mulik. A vonalszakaszt és a valdosszamot DESCARTES sem veszi
egyenlének. Ehhez ugyanis a hatarérték fogalma sziikséges, legalibb abban az
intuitiv formaban, ahogyan NEWTON bevezette. NEWTON az ¢lsG, aki, ha bizonyitani
még nem is tudja, egyenlGséget tesz vonalszakasz és — intuitive felfogott — valos-
szam kozé. DESCARTES-nal talan éppen a mennyiség fogalma a legantikabb. De
ahogyan ezzel az antik vonalszakasz-mennyiség fogalommal dolgozik, a vele elvé-
gezhet$ Ot algebrai miivelettel és (implicite) az egyenlGségjellel definialva azt, annak
nincs parja el6tte az antikvitasban és utana a modern algebraig. Ez az elsG konyv
jelent§sége : definidlja az algebra eredményeit és modszerét, mint ami ,,a matematika
olyan tényein alapul, amelyek a négy alapmiivelet és az egyenl&ségi jel véges szamu
alkalmazasaval megfogalmazhatok™. 42 '

Nem maga a mennyiség, hanem a vele vald munka definialasa DESCARTES
matematikdjanak a lényege. Ezért jut geometriajaban olyan fontos szerep a mozgas-
nak. SCHOOTEN antik aszimptota-keretekbe szoritott és DESCARTES szabad mozgas-
ban leirt gorbéje jol szemlélteti a két geometria kozotti killonbséget. A gordg elmélet
kész, statikus formakkal dolgozik, a cartesianus geometria a mozgast kihasznalo
kinematikus eljaras. A gorog geometridban a gorbék tulajdonsagait mindig bizonyos
egyenesek szabjak meg, a gorog geometria, amelyik nem ismeri még intuitive sem
a ,folytonossag” fogalmat, nem képes magukhoz a gorbékhez férk8zni, mindig
egyenesek kereteibe kényszeriti Sket. DESCARTES a mozgas zsenialis hasznalataval
intuitive biztositja geometridja szAmara a ,,folytonossag” kdvetelményének a telje-
siilését. Ezaltal kozvetlen utat talal a gorbék egy nagy csoportjahoz. Még szamos
gorbét kirekeszt a geometriabodl és hosszii utat kell megtenni a matematikanak,
amig ezek is altalanossagban targyalhatdk lesznek. Tobbek kozott explicite tisztazni
kell, mit jelent a ,,folytonossag”. De azokra a gorbékre, amelyek egy specialis moz-
gasféleség segitségével algebrai egyenletckre vezethetSk vissza, egységes matematikai
médszerek adhatok meg. Ezek a modszerek egymassal Osszefiiggd, zart egészet
képeznek, jol definialt matematikai rendszert. Ez a felfogas és eljarasmdd lett az
tjkori matematika mintaképe. Ahogyan J. E. HOFMANN irta, DESCARTES nyitotta
meg az utat a modern matematikai gondolkozasi mod felé.

(Beérkezett: 1964. XII. 10.)

42 Uo. 9.

4 11§, Osztdly Kézleményei XV/1
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