A KOLMOGOROV—-SZMIRNOV ES MAS
NEMPARAMETERES PROBAK EROFUGGVENYEROL!

irta: VINCZE ISTVAN

Bevezetés

Prébak hatdsossaganak, kiilonboz8 ellenhipotézisekkel szemben mutatott
viselkedésének vizsgalata, ugyanezen tulajdonsdgoknak két prébara vonatkozd
Osszehasonlitdsa az erdfiiggvény segitségével tOrténhet. Mig szdmos paraméteres
proba erdfiiggvénye egyszeriien el8allithato, addig nemparaméteres probak esetén
ez az elGallitas sok esetben nem egyszerii. Az alabbiakban explicite megadjuk a két-
mintds Szmirnov-proba erdfiiggvényét egyenl6 mintadarabszamok esetén, vagyis a
Gnyegyenko— Koroljuk esetben éspedig, ha nullhipotézisként mindkét valtozéra a [0, 1]
intervallumban az egyenletes eloszlast vélasztjuk, mig ellenhipotézisként ugyanezen
intervallumban az egyik eloszlasfliggvény az egyenletes, a masik pedig szakaszonként
linearis, folytonos? eloszlasfiiggvény. 4

A prébak tulajdonsagainak vizsgalata szempontjabdl a [0, 1] intervallumra
vald szoritkozds nem lényeges. Ugyanakkor meggondolasainkbdl kitiinik, hogy
modszeriink alkalmazhaté mas nemparaméteres probak esetén is és az erdfiiggvény
explicit, szdmoldsra alkalmas felirhatésdganak feltétele lényegében az, hogy a
prébanal alkalmazott statisztika eloszlasa nullhipotézisre explicite felirhatd legyen.
Esetiinkben a Gnyegyenko— Koroljuk eloszlasok, illetve azok bizonyos modositott
alakjai keriilnek alkalmazasra, amely eloszlasokat a szerz8 REIMANN JOZSEFfel kdz0s
cikkében {[6] hasznalt. .

A kétmintds Szmirnov-proba erdfiiggvényének explicit el6allitisait HOEFFDING
[3] adta meg azaltal, hogy a két minta elemei minden lehetd sorrendjének valoszinii-
ségét felirta adott folytonos ellenhipotézisre. E valdszinliségeket kell Osszegezni a
kritikus tartomanyra, amely el6allitas azonban igen bonyolult, aszimptotikus vizs-
galatra nem alkalmas. LEHMANN [4] alkalmazta e formulat egyszerii ellenhipotézi-
sekre és kisszamu mintadarabokra (m=n=4,6) kiszamitotta az erSfiiggvényt.

Mind az egymintis Kolmogorov-proba esetén, mind a kétmintas Kolmogorov—
Szmirnov esetben MASSEY [5] a kovetkez8képpen jart el: Tekintette a valtozonak
olyan értékét, amelyre a nullhipotézist és az alternativat add két eloszlasfiiggvény
(illetve kétmintas esetben az alternativat ado két eloszlasfiiggvény) eltérése maxi-
malis. Annak valdszinlisége mar most, hogy az empirikus és az elméleti eloszlas-
fuggvény, illetve a két empirikus eloszlasfiiggvény eltérése e kivdlasztotr helyen
nagyobb, mint egy adott érték, kisebb, minthogy a megfelel§ szuprémum, tehat
a killonbség valahol nagyobb, mint az illet§ érték. Ez utdbbi esemény azonban
— az allandd kell6 megvalasztasaval — a kritikus tartomanyt adja és ily modon

A szerzé e cikkben foglalt eredményeit eldszor az Oherwolfachban 1964 aug. 2—7-ig tartott
valdszindiségszamitds és matematikai statisztika targyd kollokviumon aata eld.

2 Megjegyezziik, hogy ami tételiink bizonyitdsanal is kitiinik, a folytonossag nem lényeges
kikotés, véges sok szakadaspont megengedhet® volna.
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az er6fiiggvényt alulrol becsiiltitk egyetlen pontbeli esemény valosziniiségével, amely
valoszinliség binomialis kifejezések Osszege. E szellemes modszert azota is sokszor
alkalmaztak. Legutébb J. ROSENBLATT [7] mutatott r4, hogy MASSEY, aki a bino-
mialis eloszlast normalissal kozelitette, jelent&sen eltért a pontos értéktsl és — igen
bonyolult iteracioval — javitotta is a modszert.

Lényegében e két modszerben fellelhetG gondolatokat alkalmaztak az erd-
fiiggvény vizsgalatanal mas szerz6k is, mint Z. W. BIrnBauM [1], 1. R. SAVAGE {8],
D. G. CHarMaN [2]. E szerz8k vizsgaltak szakaszonként linearis alternativakat is
elsGsorban bizonyos, az alternativdk terében értelmezett tavolsagokhoz tartozd
extrém helyzeteknek megfeleld maximum és minimum alternativakat. Erdekessége
van azonban mas tipusl, szakaszonként linearis fiiggvényekbd! elGallithatd alter-
nativak vizsgalatanak is és erre iranyulnak szerzd jelen és tovabbi vizsgalatai.

A kovetkez8kben az altalanos esetre érvényes formula felirdsa utan, ,,igen kozeli”
alternativikat vizsgalunk, majd bizonyos alternativakra — kis mintak esetén — elsG-
és masodfaju hibakat adunk meg. Tekintettel arra, hogy a 20—50-es mintadarab-
szam a gyakorlatban eléggé sokszor keriil alkalmazasra, e szamitott értékek tajé-
koztatast nydjtanak, hogy milyen ellenhipotézisekre van értelme ilyen nagysagu
mintak esetén a probat egyaltalan alkalmazni. Szerz§ e kérdések tovabbi vizsgalatara
vissza kivan térni.

1.§. Az erifiiggvény a Gnyegyenko— Koroljuk esetben ‘
linearis szakaszokbdl 4llé ellenhipotézis esetén *

Legyenek ¢ és n valdsziniiségi valtozok F(x), ill. G(x) folytonos eloszlasfiigg-
vényekkel és vizsgaljuk a
0, ha x=0
Hy G(x)= F(x) =yx, ha O0=x=1
1, ha I=x

LY

nullhipotézist a
F(x) a H, alatti egyenletes eloszlas

HO: : 0, ha x=0
b (;(’J‘):g(x)= &i» ha Zi 1 =EX<Z;. i=1,2,...r
0, ha I=x

alternativaval szemben, ahol 0 = zy <z, <z, <...<z, = 1. A g, (i=1,2,...,r)
értékekre természetesen az
1
r
[e@dx = 2 gizi—zi) = 1
0 I=

Osszefiggés teljesiil.

Tekintsitk &é-re és y-ra a &,,¢&,, ..., &, ill. yy, 04, ..., n, figgetlen elemekbdl
allo két mintat, jeloljék az ezekhez tartozé empirikus eloszlasfiiggvényeket F,(x),
ill. G,(x). A statisztikai probléma eldontésére a Szmirnor-féle

D,,= ’—11 max |F,(x)— G,(x)|

probafiiggvényt valasztjuk.
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Ha az alkalmazott préba terjedelme o (0<a<1) és P(D, ,<d,|Hy) = 1—a,
akkor a kritikus tartoméanyt ama mintdk Osszessége adja, amelyekre a
. {Dn,n = d:z}
esemény teljesiil.
A proba eréfiiggvénye,
Kn(Hl’ fl) = P(Dn,n édatllfl)
Tételilnk megfogalmazasihoz még egy tovabbi esemény valdsziniiségére veze-
tink be jelolést. Tekintsiik a két minta rendezett alakjat:
i<8i< .. <&,
Nr<ni< ... <nk
€s ezeknek egyetlen rendezett sorozatba valo egyesitését:
Vezessiik be a 9, (i=1, 2, ..., 2n) val6sziniiségi valtozokat a szokasos médon:

) +1, ha (f=¢
Ui = ~1, ha G =nf

teljesiil valamely j, illetve / indexre.
Ha most s; jeloli a 9; sorozat j-edik részletosszegét, vagyis s, =0,

SI =791+?92+...+19j, j:1,2,...,2n,
85, =0, akkor mint ismeretes és egyszeriien belathato:

max |,
D =

v n,n

n

Ugyancsak jolismert és egyszerii tény, hogy H, fennallasa esetén a (¥, 95, ..., ¥,,)
valésziniiségi valtozékbol allé sorozatban az # szamu + 1 és n szdmi —1 minden
lehetséges sorrendje egyenlGen valdszinii, vagyis minden sorrend valdszintisége

-1
[Znn) . Tekintsiik most a sik (7, s;) koordinataji pontjait i =0, 1, ..., 2n-re, vagyis

a két mintdhoz rendelt bolyongas egy utjat. Rogzitsitkk ezen 0t 0 = iy =i, =...
... =1i,=2n abszcisszaju pontjaihoz tartoz6 ordinatakat az s;, =0, 5; =a;,, ..., 5;,=
=a,, ..., 5;, =0 értékekben, ahol feltessziik, hogy a megadott értékek egy lehetséges
uthoz tartoznak, vagyis a

(]' l) _(im'-im—l) = a4;, —di,_, = im_im—l m=1,2,...,r
feltételek teljesiilnek. Legyen végiil

Pk a,_,,a,)= P(' max Isgl<klSip.y, = @5 Sipy = @)
Im-1<Jj<im

ahol e valosziniiségek a H, hipotézis mellett értendSk. A kovetkezG tételiinkben az
(i —i,_1) szam azt adja meg, hogy Osszesen hany mintaelem esik a (z,-, z,)
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intervallumba, amit v,, + u,, fog jelolni, ti. v,,, a &;-k, p, az n;-k szamat fogja adni
a megjeldlt intervallumban; vagyis i, Z(u +v). A pk;a;,_,,a;) valészini-

ség értéke természetesen 0, ha la,m A vagy ]a, | valamelylke =k.
Bevezetett jel6léseinkkel érvényes a kovetkezd

TETEL: Az « rerjedelmii kétmintds Kolmogorov— Szmirnov-préba ereje a fent
definialt H\" alternativa esetén,

) m+ fm

K (H(") O() — l—(l’l')z Z*Z* ﬁ :‘"m(zm Zm-1

0y (g} m=1 Vi 1!

n—

*Pn (da; Simey — 2 \v [lj), Sim = Zl(vj_/'lj)J’
J:

ahol X* r-szeres Osszegezést jelent minden olyan (v, v,, ..., v,), ill. (,ul, oy weny M)
r

értékrendszerre, amelyre a 0=v,,, u,=n, m=1,2, ..., r, tovébbd a Z U= Z Va=H
=1 =1

Jeltétel teljesiil.

Megjegyzés: E formula egyszerii szerkezetli, nem tal nagy r esetén szamolasra
alkalmas és kezelhet8bb, mint a tobbszords integralokon alapuléd kifejezések; ter-
mészetesen meghatarozasanak feltétele a H, érvényességét feltételez8 p, valdszinii-
ségek ismerete. A bizonyitasban, mint latni fogjuk, nem hasznaljuk ki lényegesen,
hogy éppen a Kolmogorov— Szmirnov-prébardl van sz0, vagyis mas rendezett mintas
probara is hasonlo jellegii az erdfiiggvény. A p, valdszinfiségeket, melyek egyszeriien
meghatarozhatok, itt nem adjuk meg, csak a 2. §-ban targyalt specialis esetekben.

A bizonyitashoz néhany jol ismert egyszerii lemmat hasznalunk fel. Nem szorul
bizonyitasra a kovetkez§

1. 1. SEGEDTETEL: Legyen a & folytonos valdsziniiségi valtozd siiriiségfiiggrénye
dllandé az (a, b) (0=a<b=1) intervallumban. Ekkor ama feltétel mellett, hogy &
az (a, by intervallumba esik, ott egyenietes eloszldsu.

E segédtétel egyszerli kovetkezménye az

1. 2. SEGEDTETEL: Legyenek a £ és n folytonos valdsziniiségi valtozék siiriiség-
Sfiiggrényei a (0, 1) intervallum (a, b) részintervallumdban (nem sziikségképpen azonos
értékii) dllandok. Essenek a &-re vonatkozo EV, E2) (.., &M, valamint az w-ra vonat-
kozo y, 4@, ..., nW fiiggetlen mintaelemek az (a, b) intervallumba. E feltétel mellett
az (a, b) intervallumba esé ezen v-+p szamiu mintaelem minden sorrendje egyenli
valdsziniiségi. .

Tekintslik most a tételben szereplS &E-re és y-ra vonatkozod egyenként n elemi
mintakat és jeloljitk azt az eseményt, hogy az elsé minta elemei koziil v,, szamn
esik a (z,,-1, z,), (m=1,2, ..., r) intervallumba {v}-vel; hasonl(’)jelentést tulajdoni-
tunk a masodik mmtara vonatkozoan a {u} jelolésnek. Ekkor érvényes a kovetkez6
relacio:

P(Dn n<d |H ) = y* 2* P(Dn n i {V}, {I'l}9 Hl) P({V}, {:u}’ Hl)

(V) ()
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A v,-ek egyiittes eloszlasa polinomialis, ugyanez all a y,-ekre is, tehat

' "r(z,—2z )
Pvi=n, v, =0y, ...v,=nH)=n!][ (_mm—l)’
m=1 nm!

tekintettel arra, hogy a ¢;-k (z,—z,_,) valdsziniiséggel esnek a (z,-,, z,) inter-
vallumba; ugyanez a valdszinliség az n;-ekre (z,,— Zu_1)&m, 5 igy

! Zm m m m
P(Iil———’71,,“2:n2a---ﬂr:”r|H1)=”!]_]1[( n ,l)g]

Tovabba a {v} és {u} események fiiggetlensége miatt

P({v}, {u}|H,) =P({v} | H,), P({u} | H;).

Hatarozzuk most meg a P(D, ,<d,|{v}, {u}, H,) valésziniiségeket. Tekintsiik
evégbdl a
D, (x) = F(x)—G,(x), 0=x=1
folyamatot. Nyilvanvald a

(Du = des O, ()} = N {(1D0a W] = s 20y = 5 < 2, 1) (1)

Osszefiiggés. A jobb oldalon dllo események rogzitert {v}, {u} értékrendszerek mellett
fiiggetlenek. Ezt belathatjuk a bolyongasi modell segitségével. Ugyanis a (0, 0)-bol
indulé és 2n 1épés utan a (2m, 0)-ba visszatérd bolyongas r részre tagozddik, minden
rész elején és végén a lépésszam, valamint a bolyongd pont helyzete adott; éspedig

az m-edik (m=1,2,...,r) intervallum utolsé mintaclemének a > (v;+pu;) 1épés-
i=1

szam és a Z (v;—u;) helyzet (origétol valo eltavolodas) felel meg. Marpedig 1.2

segedtetelunk szermt két ilyen lépés kozott minden lehetséges ut (sorrend) egyenlG
v"l +l"l"

Vi
felléps esemenyektol Eszerint felirhatjuk, hogy

— valészintiségli, fiiggetleniil az e€l6z8 és kovetkez§ intervallumban

P(Dn,n = da I {V}, {ﬂ}) =m]=r]1P{an,n(x)l = da,zm—l =X < Zpy, {V}, {.u}}

Megjegyzésiink szerint azonban ez a valdsziniiség megegyezik az

m—1 m
]]pn( 0r Sipgof = 21 (vj_ﬂj)s Sipe = Zi(vj—!lj))
i= i=

kifejezéssel és igy tételiinket bebizonyitottuk.
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2.§. Két linearis szakaszbél 4ll6 alternativik vizsgalata

1. Legyen r=2 és z4=0,2z,=2z,z,=1 (0<z<1), tovabba g, =g (0=g=<1),

o 1—- ‘o .
amibdl g, = l_gzz adddik; ebben az esetben a mintaelemek megoszlasira a két
intervallumban a v, =v, v, = n—v, u; = u, u, = n—pu jeloléseket alkalmazhat-

juk. Minthogy most G(x)< F(x), egyoldali ellenhipotézisr6l van sz6, ennélfogva

egyoldali prébat alkalmazhatunk, amikor is a da=§ jeloléssel a

v+ u
v—k
v+u)’
v
(2n—v-—p]
e o 1 n—v+k
Palkss, =v—p, 5, =0=1 ——[Zn—v—,u)

n—y

pulks s, =0,5, =v—p)=1—

b 15%

kifejezések adjak a megfeleld — k magassigot el nem éré — utak valdszinliségét
az elsé, ill. masodik intervallumban a {v, n—v}, {u, n— u} feltételek mellett. Ha a

v+ pu 2n—v—p
1— v—k 1 n—v+k

v+ p B 2n—\'—,u\l
v n—v

jelolést bevezetjilk, akkor az erdfiiggvény a kovetkezd:

n, k
CV,M =

.1 1= 3 3 (}) -2y ) e a - gy i,

ahol az Osszegezés a O0=v=n, 0=u=n, v—pu<k feltételeknek eleget tevé v,
indexekre veendd.
E formulabdl maris érdekes kovetkeztetést vonhatunk le: ha n—oo, akkor

egyrészt k ~ yV2n, masrészt v~nz+ Wnz(1=2), p~nzg+ XVngz(1—gz), vagyis a

2.2 v—u~nz(t—g)+ AVnz(1—2)— VVnzg(1—z8) < yW2n

kovetelmény csak végtelen felé tarté A-kra teljesithetS, amikor is a megfelelS val6-
szinliségek (valdsziniiség-slirliségek) mar 6sszességitkben 0-hoz tartanak. Ily modon
v az n nagysagrendet el sem érheti és igy a binomialis valésziniiségek nem kozelit-
hetSk — v esetében — normalis eloszlassal. Ezt a megjegyzést, mint emlitettitk
— MasSEY eljarasdval szemben — mar J. ROSENBLATT kifejezésre juttatta.
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Ha a max (F(x) —G(x)) = 4 jelolést vezetjiik be, akkor 4 = z—zg = z(1—g)
és az erofuggvény a kovetkez8 alakban irhato:

ey 1=z () c:;’,:zw,(l_z)zn_v-u(l_g]“(H_LJ"‘“_

1—=z

Minthogy 4 =0-ra F(x)=G(x), ennélfogva z-ben a kovetkez6 azonossagot kapjuk::
s
nifn (k) _y Aev—p n—k
- 2r 2 (V][u)c”"‘ Zrl—zpnr= 11— (Zn) :
v—pu<k n

2. Tekintsiink most igen kozeli alternativat, pontosabban legyen 4 ~c¢/n..
Minthogy ebben az esetben (2. 2)-bdl

S c+)_V,1Z(1—_zy_z'l/nz(1—z) (1—%) (1+ﬁ],

a binomialis valosziniliségek kivételesen normalis eloszlassal kozelithetGk. Ahelyett,.
hogy ¢ kissé bonyolult, de egyszeriien keresztiilvihetd szdmitasba bocsatkoznank,
megjegyezzilk, hogy a v-re és p-re (2. 2)-ben alkalmazott kozelitéssel az

u n—pu
[1—4] (1+—A—] ~1
z 1—z

relacio adédik és igy az erdfiiggvény értéke n— oo esetén — c-tdl fiiggetleniil, x-hoz
tart. A Kolmogorov— Szmirnov-préba tehit ebben az esetben is torzitatlan, ami
egyoldali prébanal altalanosabb tételbd] is addédik (I. CHAPMAN [2]).

3. Legyen most g =0, amikor is max (F(x)—G(x)) = F(z) —G(z) = z. Ebben
az esetben P(u=O0|H,) = 1 és igy az erdfiiggvény a kovetkezd egyszerli alaki

L ( 2n—vk]
(2.4 ' 1—20 (Z)Z"(l—z)n—v I_E;ijv]_ )
n—y

A z=A ~c/n kdzeli alternativa ismét az el6bbi eredményre vezet. Ekkor ugyanis
a binomialis eloszlas Poisson-kozelitését alkalmazhatjuk:

n v n— cv —-C
(v]z (1-2) ”rvv—!e ,
tovabba minden véges v-re és k ~ yl/ﬂ esetén
2n—v
n—v-+k

(=)

~em 22,
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Ezekbdl az erdfiiggvény hatarértéke n —-=o esetén
oa cv
I—(1—e2%) 3 e c=e 2" =0,
v=0V!

4. Térjiink a g =0, tehat 4 =z esetben numerikus értékekre. Ez az alternativa
a A-hoz tartozé maximum ¢s minimum alternativik kozott helyezkedik el és igy
tajékoztatast kapunk egy ,,kozbeesG” alternativa esetében a Szmirnov-préba erejé-
r8l. Az erbfiiggvény (2. 4) kifejezése az

i b2 (2% (e
(v) (2:_—:) [znn)_( v )

Osszefiiggés alapjdn a kovetkezSképpen irhatd:

=a(n—:k)

k-1

@10 l—v;(; [I‘Z) zv(l—z)"“v+ )k Z (n+k] 2% (1 —z)rtk-v=

=1-B(l—z; n—k+1,k)+———B(1—z; n+1, k),

(1— )"
ahol
[ —ry-ran
Bz p, q)="°
fﬂ’—l(l—t)q‘ldr
0

a nem teljes Beta-fiiggvényt jelenti. A (4. 1) formulaval a szimolds konnyliszerrel
keresztiilvihet§ a binomialis egyiitthatok és a nem téljes Beta-fliggvény tablazatanak
hasznalataval. Tekintettel az n ~ 20 — 50 nem nagy értékeire az els6faju hiba nem
volt eleve tetszlegesen megadhaté és oly mdédon valasztottuk, hogy értéke a 10%
kozelében legyen; ehhez szamitottuk azutan a 4 =z=0,05;0,1; 0,2; 0,3 tavolsagok-
nak megfelel6 masodfaja hibakat. Az eredményeket az alabbi tablazat tiinteti fel.

A masodfaju hiba nagysdga, ha A=z (n = 50-re extrapolacié Utjan nyert
értékek)

nok ® 0,05 0,1 0,2 0,3
20 6 0,1684 0,6842 0,4332 0,1837
20 7 0,0873 0,8177 0,6163 0,3363
25 7 0,1428 0,7026 0,4154 0,1446
30 8 0,1197 0.7230 0,4039 0,1164
35 9 0.0996 0,7438 0,3961 0,0950
40 9 0,1331 0,6587 0,2640 0,0377
45 10 0,1091 0,8178 0,6890 0,2670 0,0319
50 11 0,0893 0,8430 0,7190 0,2700 0,0265
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