FOLYTONOS ALLAPOTU MARKOV-FOLYAMATOK
STATISZTIKAI VIZSGALATAROL, IV.

irta: ARATO MATYAS

Bevezetés

Ebben a dolgozatban azoknak az eredményeknek az ismertetésére keriil sor,
melyek az n-dimenziés — id6ben diszkrét — stacionarius, Gauss— Markov-folyama-
tok paramétereinek becslésével s azok eloszlasaival kapcsolatosak. A kézikdnyvek-
ben (vo. pl. GRENANDER— ROSENBLATT [8]) az 4 matrix (Jasd alabb az (1.2) dssze-
fliggést) sajatértékeire tett kikotésekkel torténnek a paraméterbecslések és azok
eloszlasainak meghatarozasa. Ez bizonyos elSismeretet kdvetel meg a folyamatrol
magardl s elsGsorban az ismeretlen 4 matrixrél, a- gyakorlatban azonban ez a leg-
tobbszor hianyzik. A dolgozatban egy olyan lehetséges targyalasi modot mutatok
be, melynek segitségével az altalanos feladat bizonyos specialis esetei kénnyen vissza-
vezethetSk az egydimenzids valds és komplex esetre (egyszeres sajatértékek esetén),
masrészt az altalanos feladat megoldasa is kOnnyebben kezelhetdvé valik. Az A
matrix (vagy differencialegyenletek esetén a Q-matrix) Jordan-féle alakban torténd
felirasa azonban nem a probléma statisztikai, hanem elGzetes nem-sztochasztikus
vizsgalatat teszi szitkségessé. Amennyiben ez nem lehetséges, az egyes feladatok
megoldasa igen bonyolult s igen hosszi megfigyeléssorozatra van szitkség az egyes
paraméterek megbizhatd becsléséhez (emlékeztetni kell arra, hogy matrixok sajat-
értékei meghatarozasa komoly numerikus nehézségeket jelent). Megmutatom, hogy
mely paraméterek becsiilhetSk jol (azaz kevesebb megfigyelés alapjan is nagyobb
pontossaggal). Ismertetem a targyalt folyamatok elégséges statisztikdira vonatkozo
korabbi eredményeket [5] is. A t6bbdimenzids stacionarius folyamatok elméletére
vonatkozo eredmények megtalalhaték Rozanov [11] nemrég megjelent konyvében,
melyre gyakran utalas nélkiil is hivatkozom. A dolgozat alapvetd eredményei disszer-
taciomban [4] szerepeltek, azonban nyomtatasban nem jelentek meg.

A dolgozatban sehol nem térténik hivatkozas konkrét gyakorlati feladatokra,
megemlitem elsGsorban a hiradastechnikai és kdzgazdasagi alkalmazasok jelentSsé-
gét (I. pl. QUENOUILLE [10] kdnyvecskéjében szerepld példakat).

AZ IDOBEN DISZKRET »-DIMENZIOS STACIONARIUS,
NORMALIS ESET

1. §. Konstans egyiitthatos sztochasztikus differencial-
és differenciaegyenletrendszer

Ha a &, (¢) = {&()}x= 1 n-dimenzids regularis folyamat staciondrius, Gauss—
Markov tipusi, akkor — éppen Ugy, mint az egy- és kétdimenzios esetben — kielé-
giti a kovetkez8 sztochasztikus differencidlegyenletet

(1.1 di(t) = Q- &(ndr+dl(1),

2%
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ahol Q0= {q,l} =Le egy négyzetes matrix, melynek A; sajatértékeire fennall, hogy

i=1,n
Re 4; <0, és C(t) {640 = ﬁ egy n-dimenzios Wiener-folyamat; MA{,(t) =0,
MAZ,(I)ACJ(f) At- *Sijs {Su}; 1 "
hatarozva. (Lasd Doos [6])..
A E(ke) (6=0,k=0, £1,...) folyamat diszkrét stacionarius Gauss— Markov
tipusu és igy kielégiti a (legyen az egyszerliség kedvéért e=1)

 pozitiv definit. A Q matrix egyértelmiien meg van

(1.2) Ek+1) = AE(R)+L(k+1)

egyenletet, ahol {(k) egy fiiggetlen Gauss sorozat. Az A matrix ¢; és a ( matrix
A; sajatértékei kozott a kdvetkezd Osszefiiggés all fenn: g, =e*.

Az R" térben az S nemszingularis matrix segitségével végrehajtott linedris
leképezéssel a Q és A matrixok Q'=SQ0S-1, ill. A’=S4S5-! matrixokba mennek
at és a &=S¢ valdszinliségi valtozdkra vonatkozo differencidl-, ill. differencia-
egyenlet

(L. 1) dé'(t) = Q'E(@)de +dl' (1),
illetve
(1.2) Eh+1) = AZ(R)+(k+1)

alaki lesz, ahol {'=S{. Az S matrix megfelel6 valasztasaval elérhetd, hogy Q'(4")
a lehet8 legegyszeriibb alakt legyen Altalaban egy tetsz6leges matrix nem hozhatd
diagonalis alakra, azonban az (n. Jordan-féle alakra hozas minden matrixra elvé-
gezhetd.

Az m-edrendii matrixot Jordan-féle elemi matrixnak nevezziik, ha

A1 0.0
0 41
0 LA

alakd. Egy B matrixrdl akkor mondjuk, hogy Jordan-tipust, ha egy vagy tobb elemi
Jordan-féle matrixbdl- all, melyek a fédiagonalisa mentén helyezkednek el, mig a
matrix Osszes tobbi eleme nullaval egyenld.

Az R" tér hy, ..., h, vektorsorozatat a B matrix A sajatértékéhez tartozd szérid-
nak nevezzilkk ha teljesiil, hogy h,#0, Bhy=2rhy, Bh, = Ah,+hy, ..., Bh, =
= Ah, +h,_,. Igaz a kdvetkezd tétel, mely azt mutatja, hogy tetszéleges matrix
Jordan-tipusti alakra hozhaté. (Lasd pl. PONTRIAGIN [9] 34.§).

T etel Az R" ternek Ietezik olyan bazisa, mely a B matrix altal meghatérozott
bazist alkotd széridk kivalaszthatok tgy, hogy a valds saJatertekeknek megfe]elo
szériak valésak legyenek, és a komplex sajatértékii széridk pedig paronként komplex
konjugaltak legyenek.

A tételben emlitett koordintarendszerben a B matrixnak megfelelo leképezés-
nek egy Uj matrix szerinti leképezés felel meg s ez az j matrix mar Jordan-tipusu.
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Az (1. 1") és (1. 2") egyenletek (elhagyva a vesszd8s jelolést) a kovetkez8 alakuak
lesznek a Jordan-féle alakra hozas utan:

dli(t) = 2,8 (t)dt + () dr +dl ()
afﬁz(’) = A E()dr +E5(¢)dr +di,(t)

(1. 3) :
d&, () = A&, () dt 4 di, (1)
‘{fhﬂ(’) = A28k, +1(D)dt + &, (0t + dly, +4(2)
dE(t) = A& (0)dt+dL (1),

illetve
' gl(k'*']) = 0: &, () +E () + Lk +1)

Eak+1) = 02800 + Lk +1)
(1. 4) §.k1+1(k+ 1) = 92€k1+1(k)+€k1+2(k)+ckl+l(k+ 1)

Ek+1) = 0,800) + Lk +1).

Ilyen alakt egyenletrendszer esetén az egy- és kétdimenzids esetben kapott ered-
mények minden kiilondsebb nehézség nélkill atvihetSk, hiszen sztochasztikus diffe-
rencidlegyenletrendszeriink valds és komplex folyamatokra vonatkozo egyenletekre
esett szét. A késGbbiekben, amikor feltételezziik, hogy a Jordan-alakra hozas elvé-
gezhetd, csak egyetlen Jordan-féle blokkal fogunk foglalkozni.

2.§. Elégséges statisztikak
Kiszamitjuk a

2.1 M) +alt—N)+...+a,l(t—p) = {()

sztochasztikus differenciaegyenletnek eleget tevd &(¢) stacionarius, Gauss-folyamat
egy véges realizacidjanak slirliségfiiggvényét. Feltessziik, hogy ME(1) =0 és a {(¢)
folyamat fiiggetlen valdsziniliségi valtozdk sorozata (természetesen normaélis elosz-
lasu). A E(1), EQ2), ..., E(N) valodszinliségi valtozék kovariancia matrixa a staciona-
ritds miatt mindkét diagonalisra nézve szimmetrikus lesz és ugyanezzel a tulajdon-
sdggal rendelkezik Ry!-el jel6lt inverze is. A £(1), &(2), ..., E(N) valtozdk slriiség-
fliggvénye

N
Py, ..., &Ny (x1 -y xy) = (2m) 2 [Ry|"Fexp {_%(XNnglxﬁ)}

v

lesz. Az
xl - Xl

)(p = xp
xp+1 +a1xp+...+apx‘l = Zp+1

xN+a1xN_1 +... +a,,x~_.p = 2y
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leképezéssel (melynek determinansa 1) és felhasznalva azt, hogy a (£(1), ..., &(p))
valtozok fiiggetlenek a {(p+1), ..., {(N) valtozoktdl, melyek eloszlasat ismerjiik,
a fiiggetlenségi feltevés szerint kapjuk, hogy

Pecty, .., &), Lo+ 1),. ,C(N)(xl7"'5xpszp+1’"'>ZN)=

=(Qn) T IR\ ~+a; @™ "’exp{ [(XPR;‘XPH— 222”

p+1
és innen
Pecry, .., v (X5 oo Xy) =
N
'—_(27[) ZlRpl_%o-;—(N—p)exp{ [(XP 1XP)+ Z(X +a1 i— 1+ +a xl p)z]}
C p+1

A (2. 1) el8allitasbol az Ry! matrixot a mindkét diagonalisra nézve szimmetri-
kussag felhasznalasaval teljesen meg tudjuk hatarozni. Legyen @y, =1, akkor

2

do doay dods .o dodp 0 0..0 ]
2 2
o dy ao—i—‘al apdy+aias ... dodp—1 —i—ala,, dodp 0..0
2 2 2
dod; Qopay+aya do+ai+a;...
2.2) Ry' =], S
2.2) N = laga, dodp_1+ad, . Dla?, Dl adyy -
1 . 1
0
- ,
0 t Ay )

azaz az Ry' matrix r,; eleme a kdvetkez8 alaka

0, ha |[i—jl=p+1 -
p—lj—il . . . .
Ayt )j-i» ha li—jl=p+1, p<i,j<N-p+1
k=0 :
2.3 c=4 4 o
( ) i Zakak+j_i, ha i<p, iéj
kgoakakm_j), ha j=i=p
Ezenkiviil
@9 IRy = |R; '[-02V "

DUNKIN ismert tételébdl [7], mely szerint
log p(X, a) —log p(X; a°)

fix a® esetén sziikséges és elégséges statisztikaja a p(X, a) eloszlasseregnek, és Ry!
fenti alakjabdl kovetkezik a
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2.1 TEteL: Ha a &(t) staciondrius Gauss-folyamat kielégiti a (2. 1) egyenletet
Az X{, Xy, ooy Xy (N =>p) minta

N-p 2 N-p+1 N 2 >
D Xis 2 XiXiotsees 2 XiXi_py - X1 XN, XXy HXyXy_g, e Xy Xp+
p+1 p+1 p+1

2 2 2, .2
-i—xNXN_p+1, x1+XN_1, caey xzxp+xN_1xN_p+l, "'5Xp+}‘N—p+1)

rendszere sziikséges és elégséges statisztikdat alkot.

Ismeretes (lasd pl. RozaNov [1]), hogy a (2. 1) egyenletnek eleget tevd folyamat
spektral slirliségfiiggvénye ¢'* olyan raciondlis fliggvénye, melynek szdmlaldja
konstans. Kérdés, hogy altalaban a racionalis spektral siirliségli folyamatok esetén
talalhaté-e egy elégséges statisztikarendszer. Amint az aldbbi példa mutatja, altala-
ban nem létezik ilyen (N-nél kevesebb elemet tartalmazd) rendszer. Tekintsiik

ugyanis a
¢(1) = apl(H+a l(z—1)
folyamatot, ahol {(¢) egy fiiggetlen normélis eloszlasd sorozat. Legyen ME(¢) =0 és

ME()E(r—1 ag,a
ot = ME() = @+ a)ME (), g="eUZD _ detr
oz ap+ay
Nyilvan

ME@)E(t—1) =0, ha |t]=1.
A E(1), £Q2), ..., E(N) valdszinliségi valtozok egyiittes sﬁrﬁségfﬁggvénye

N 1
-~ N -5 -5
PUis s yw) = 05" (20) 7 |By| 2 exp{ Z b.,yiy,-}
0851
alaki, ahol By ={b% f 11 x a By korrelaciés matrix inverze. Kénny{i kiszamitani,
hogy
L |
by = (= 1Y~ U~ |Biy| |Bn-jl 7>
|Bw|
i1 i+l
L Uy —Us . . . . . . .
ha i<j és |B} e —— (az inverz matrix természetesen ismét szimmetrikus
17 42

mindkét diagonalisra nézve.) Eszre kell venni, hogy |By| kiclégiti a

|Byl = [By_1|— 0% Byl
differenciaegyenletet és u,, u, az

ur —u+0? =
. —4¢? 1-V1—49® .
egyenlet gyokei, azaz u, = 1+V12 g yUy = V2 27 Mivel pl. a biy
{i=1, ..., N) fuggvények mint ¢ fliggvényei fiiggetlenek, nem létezik az x,, ..., Xy

Véltozok olyan fuggvenyrendszere, mely elégséges statisztikarendszert alkotna
(lasd DUNKIN [7] 2.§.).

Tobbdimenzids folyamatok esetén csak azt a Markor-tipusu stacionérius Gauss-
folyamatot tekintsiik, mely kielégiti a

() = AAG-D+L0
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differenciaegyenletet, ahol 4 = {o;;}J- 11:, O ={&0}_mm LO={{0)}; 17 &
M, (1)=0
55, ha =0

A {(t) sorozat fiiggetlen.
A &(r) folyamat B(t) korrelacios fiiggvénye,

2.5 © B(r) =A% B(0) .
alaku, ahol
(2.6) ' B(0) = A-B(0)- A*+ B,0).

A B(0) matrix meghatdrozdsa a kovetkez6 moédon torténhet akkor, amikor
az A matrix egyetlen Jordan-féle blokkbdl all és B/0) diagonalis. A £(z) folyamat

ekkor eleget tesz a

én(t) = Q&n(t— 1)+Cn(t)

a-1(t) = @& (1 =D+ (=D +{,-4(0)

&i(1) = @&, (1 =D+ &1 — 1) +44(7)
Osszefliggéseknek. Az elsé Osszefiiggés mindkét oldalat beszorozva &,(t—1), majd
£, (t)-vel és minden alkalommal varhatd értéket képezve, a kdvetkezd Osszefiiggé-
sekre jutunk

ME, (1) (0) = s,

Mén(t)én(t_ 1) = Qﬁ;‘:’n’ ahol ﬁnn Mén

ﬁnn = Qz'ﬂnn_'_sna Bnn =

Ugyancsak az elsG osszefiiggést &,_,(¢)-vel és &,_(t —1)-gyel beszorozva és
varhat6 értéket képezve, az

Mén(t)én—l(t) = QMén(r—l)én—l(t)
ML, (1)E,-1(t—1) = 0 ME(r—1)¢, (1 —1)

Osszefiiggéseket kapjuk. Ezek felhasznalasaval a masodik egyenletnek {,_,(¢), &,(t),
E,—1(t) és & (¢t—1)-gyel valdé beszorzésa és a varhaté értékképzéssel azt kapjuk,

1—0%'

hogy ,
Mén—l(t)Cn—l(t) = Sp-1
ME, (D&(-1) = =
0%s,
ME, (=D& 0) = G5
Mén l(t)én l(t_l)_ oﬁn 1,n- l+—(0;2)2
14 0?

Bat,a-1(l e Sn(l—_‘()z)—2+sn—1-
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Ezt az eljarast folytatva a B(0) matrix Osszes elemei meghatarozhatok.

Feltettiik, hogy a {(¢) folyamat komponensei is fiiggetlenek, masrészt a £(1), ...
ooy E(N) valtozdk és a &(1),L(2), ..., {(N) valtozdk kozétti (1. 1)-nek megfelel6:
leképezés determinansa 1 lesz, ily médon

Q.7

ahol

Q2.8)

A fenti Osszefliggésbdl latszik, hogy

2.9)

Peqry, ...,g(N)(Xn s oees XINS X215 ey XoN3 ooes X1y eors Xuy) =

Nn

=(21) 2 |Ry,l Zexp

1

= P{(l)(xlls ey x,,l)(27t)— 2

-exp{

J=11i+1

1

Pey(Fi1s s %) = @21) % |BO)] % exp

-1 .
ahol az Ry» matrix

(2.10)

a>

bin
Ain

0 ........
big cevnennne
dyy
by
0 ..0
12 0
0 ...0
bip ... O
e dyp
.. by,

1 -
{3 st e}

(N—1)n [ n
i=1

[]si] ’ .

N-1

1
2
5. (Xijrr — % Xgj— oo —“inxnj)
13

{—%XIB(O)*X’(}

anO bnn 0

b”” ann bnn cee

N N1
|Ran = [B(O)I'(_ls.] s
0 ai, by 0 ... 0
0 bi, a5 bygeenenn.n. 0
by 0 agy by,

aj, 0 aj, di,
0 ay by, O . 0 .

aji, a, by,

by, a3,
O 4
0
bin

”

A1y

......... 0
......... 0
diy bln

”

bin aln

0

0

vy ban
SN S N
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alaki, az
S (2;)?
a0 = P+ Z —,
=0 S;
” 1
Qip = —
S
’ $7 Oij Aik ” . —
(2.11) aik—ﬁ,k-l— Z a=0, ha k#i, k=0,
=1 J
a; = 1+ (O(“) Z’ (O(“
S J#i J
aik = Za—ji+ajk, k#l,
j=1 Sj
o
by = — 4
k 5

’ - k=T,n )
ho=—=2, BO) ={u};_ts>

i

-elemekkel. EbbSl kovetkezik, hogy elégséges statisztika a

N N N-1
2 2 2 2
lejy Z-xluxlzj, qu]xlzj-i-l, I 11’12_ 1 N, Xity+ee5Xnty XINs «oos XnN»
j=2 j=1

X11X21s X11X31y 00y X11Xnt» X21X315 o005 X21Xn15 0005 Xn-11Xn, ]
rendszer lesz. 4
Példaként vizsgaljuk meg azt a specialis esetet, amikor 4 = ( _;; g] . Ekkor,
amint az konnyen belathato '

L [eos et sin ot
AT =e*

—sinWTCcos Wt
és
_ Bi1 /312]
BO=\p,, 5.
.ahol
_ yIsi (0 —a® 4+ B2+ 2Bas, ]+ 6[s, (1 — o2+ ) —2uBs, ]
ﬁll_ ,yz_éz
B _ﬁzz‘"/f Briof+s,
12 — +,B2
_O[si (1 =02+ )+ 2afs 1, + 7[5, (1 — o + B2) —2afs,,)]
BZZ'—‘ '}’2—‘52

etmat i, tgo=L, o -a R, S22,
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specidlisan, ha s,,=0, §;, =5,, =S5,

1 s 0
B‘°)=W——/az[o ]

Formalisan nyilvinvaldéan felirhaté a siirliségfiiggvény abban az esetben is,
amikor a ((k) valdszinliségi valtozd komponensei nem fiiggetlenek, a megfeleld
Osszefiiggések azonban tilsagosan bonyolultak ahhoz, hogy itt ismertessiik Oket.

A kés8bbiekben viszont sziikségiink lesz olyan folyamatok siirliségfiiggvényeinek
meghatarozasara, melyek Jordan-tipusu differencidlegyenletnek (egyetlen blokkal)
tesznek eleget.

Legyen &) = {&(O)}i=i7 ilyen. Akkor az Ry, matrix

A Ay, O 0. 0 0
- A}, Ay Ay 0... 0 0
Q.12) :
0 An—ln—l An—ln
0 Al-1n Ap

alaku, ahol az A4; matrixok

ai+1 00 0
A S
Si Si
(2.13) A= o
<500
§;
0 ~Ly
§;
a -2 0 0
S;
_e l1+e* ¢ 0
S; S; S;
o 1492
@14 4=° 75 T 0
1+ ¢
8 §;
0 _e 1
S; §; -

alakuak.
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Specidlisan az n=2 esetben konnyii kiszamitani, hogy

P (I—0%)® 9
U s (1—9)+s, s
. o(1—0?)? 9
12 s5;(1—0%)%+s, s

g, = U= (=2 +s,(1+0M] 1 e
22 8,1 (1—02)* +35,] sy 8y

Az altalanos esetben a
EO+CEE—D+...+Cl(t—p) = @)

differenciaegyenletnek eleget tevd n-dimenzids £(¢) folyamat vizsgalata tiinik ter-
mészetesnek, mint az egydimenzids autoregresszids séma altalanositasa. Az ilyen
tipust folyamatokkal altalanosan nem fogunk foglalkozni, bar a korrelacids-matrixra
vonatkozd Osszefiiggések ugyantigy felirhaték, mint a p=1 esetben.

3.§. Regresszios problémak
A gyakorlatban legtobbszor nem az n-dimenzi6és folyamatot, £(z)-t figyeljik

meg, hanem az
n(t) = C-h(1)+&(@)

folyamatot, ahol a h(t)={h(1)},_ 1 fuggvények ismertek, mig a C= {cii} ==1_"
matrix elemei ismeretlenek.

Az n(t) folyamat megfigyelése esetén a c;; regresszios egyiitthatok becslése az
idGsorok elméletének egyik koézponti problémija. A gyakorlatban leggyakrabban
el6forduld eset az, amikor a A (t) figgvények polinomok vagy trigonometrikus
polinomok. Az alabbiakban az el6z8 pontok eredményei alapjan a maximum likeli-
hood becslésekkel fogunk foglalkozni s ezen becslések bizonyos tulajdonségait
vizsgaljuk meg.

Feltéve, hogy a £(¢) diszkrét folyamatot leird egyenlet mar (1. 4) alaku, vizs-
galjuk egyetlen — valds sajatértékli — Jordan-féle blokk altal leirt n-dimenzids
folyamat siriiségfiiggvényét. Feltessziik, hogy a {(¢) valtozé komponensei fiigget-
lenek, bar ezt a feltevést a gyakorlatban mindig ellendrizni kell. A komplex sajat-
értékii eset vizsgalatat kiilon nem végezziik el. A tett feltevések mellett a £(2), ..., E(N)
valtozok feltételes slirliségfiiggvénye a £(1)=x(1) feltétel mellett

1 1
Cyexp — Z 5 (Xjr1— 90X —X2))? + (x2;+1 0X2;— X3+ ...
7 2s,

Jj=1
1 ) 1 ‘ ,
+42S_,,_2 (x,.-lj+1—Qx,._1,-—x,,j) +2—S’%(x"j+1—gx"j) ,

alaki lesz. A £(1) valtozd sfirliségfiiggvénye a (2. 6) Osszefiiggés alapjan a B(0)
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matrix meghatdrozasival szamithaté ki (M{}=s;). Az el6bbi pontban lattuk,
hogy a feltételes sfiriiségfiiggvény:

1]0? 1 2 0?
C”exp_i{— 11+[ —]x21+[ +Q—]x§l+...+[ +‘—fo1+
5 S2 53 Sn—1 S
1 1 . 1
+— Xin+— XN+ .. +— X+
5 S, Sy
20 20 20
+ =Xy 1 X1+ — X1 X371+ .- o Xp 11 X +
Sy 82 n-1
1+ 2 N4 1+ 2 N-1
+ T S+ +o T8 S
§ 2 M Sn 2
20" 2Q
- 2x1i+1x1i+"' an;+1xnz+
S1 1 Sn

N_
Z xn~1i+1xm’} .

Az egyszerliség kedvéért csak a feltételes (a £(1) =x(1) feltétel melletti) maxi-
mum likelihood egyenletekkel foglalkozunk. Legyen specilisan 4(¢) = 1=(1, ..., 1),
tehat a &(¢) folyamat my,, ..., m, varhaté értékeit akarjuk becsiilni. A feltételes
maximum likelihood egyenletek a kovetkez6k lesznek

- Z X1i+1%2; T+
Sl 1

Sp-1

207 m1)—2‘(x11v—m1) ”Z—Q(le—mz) 2(1+Q ) Z (x3;—my)+
S1 ;Z [Gr— m1)+(x1,+1 ’"1)]+ — 2 (x2i—my) =0
”z[s_ll+£;_2J(x21—m2)_é(x2N—mz)—i_f(xu”ml)—

20 : 2(1 4 02 M 20"
—g(xu—ms)—'Ls—Q);(xzi_mz)‘Fs— Z[(xli_’n2)+(x2i+l_m2)]+
2 2

5 Nzt 5 N1
+— Z (Xgi41—my) +— Z (x33—m3) =0
Sy 1 8§y "1 -

1 02 2 29 20
—2( + ~](xm —nm)— _(ka_mk)——(Xk—ll —ny_ ) — — (Xk+ 1,17 My 1) —
Sk—1 Sk Sk—1 S

2(1+92) 2’ (% — mk)+ Z [ — 7)) + (- 1541 — M) ]+

N-1 N-1

2 2
+s— Z (Xk— 11— 10— 1)+ y(xk“}'ll mg ) =0
k-1
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(Xp—g1—My_1)— <
n—1

I ¢ 2 2
_2[ +Qs_](xnl'—mn)__(an—mn)—s ¢

2(‘+9)Z(H.—mn)+ S om0+ s =]+

S,,

neti+1— Mu_1) =0

Innen egyszerii, de hosszadalmas atalakitasokkal nyerjiik az alabbi

1
e*—¢ 1—o o—1 1—0)”
Xy1 + 5 Xyt 5 X1+ Z xl._’— me

s 1 1
_ ;9)2 m1+Q;] m2+( ;Q) (N—2)m1——(Ns:2) m,
(5%4—92;9]&.1 +1—Q x2N+§%x11——s—ll-x1N+Q—l X31 +(1:29)2 NZ_11x2,-—

T VP ) S ()

52 §y 5

N St +1_x+ox et T
5 . k1 A kN k—-11 s k—1N S k+1,1

-1 Sk Sk—1 k—1
1-0)2 & - 1 (1—g)?
+(—)— 2 2 Xp- 1:““‘ 2 Xpy1; = +£—Q)— m+
Sk 2 Sk 1 2 Sk—-1 Sk
0o—1 o—1 QZ N—2 . N=2
' +_s_'—’nk 1+-‘_ k+1+( ) (N=2)m my_, — My
Skt Si k-1
1 .QZ—Q l—o ¢ 1 (-9 s
(Sn—l + s, an1+ s, nN+T‘1‘ Xpo11— 5. Xp— 1N+ s, ;1 Xpg—

N-1 2 _ _
Zx"'liz(sl +( —0) (N— ] ,,+Q—S(N—Qm,,_1

Sp-1 72 k-1 Sk n—1
egyenletrendszert, mely lényegében

CIX = dj1My +a12m2
CoX = ayymy+az,m;y +ay3m;

CX = Gy 1My— 1 + QM + Qg 1My q

CnX = Qpy— 1My +annmn
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alak, ahol a megfelel6 konstansok jelentése az €l6z8 egyenletrendszerbdt
lathato.
Ha az Osszes s; szOrasnégyzetek azonosak, legyen s;=s, akkor a fenti

, b=A-m
egyenletrendszer 4 matrixa

a, b 0 0 . 0
b a b 0 . 0
0 b a b . 0

A=]" o
‘a b
0 b a

alaki. Az A matrix inverzének meghatirozisa az eddigiekben sokszor felhasznalt
valdszinliségszamitasi meggondolasok alapjan torténhet. Az n=2 specialis esetben
a fenti egyenletrendszer

-1 N-1
0*—o 1—¢ o—1 (1—0p* " 1

X1+ Xyt Xzt Z Xyi—— szi =
$y Sy 5 8y 2 §1 2

1—0)2(N— — -
_(-oPW l)ml—[N 2+1__@]m2
51 $1 $y

1 @*—o¢ 1-¢ o 1 (-0 'S 1S
(_‘f‘ ]x21+ Xont—— X1~ Xin— Z x2i——2 Xy;=
S2 S 5 52 2 5§ 2

_o—N-—-1

i+(N—1)(1—Q)2)
51

my +m, [
51 S,
alakt lesz.

Emlitésre méltd, hogy ellentétben az egydimenzids esettel, g-nak 1-hez kozeli
értékei esetén is a varhatd értéket a megfigyelések szdmtani atlagaval lehet jol
becsiilni.

Ebben a specialis (n =2) esetben a feltétel nélkiili maximum likelihood egyenle-
tek (a szamitasok mellGzésével) a kovetkezSk lesznek

02—0 (1—0%? 1-¢ o—1 o(1—¢%)?
{ $q +31(1—Q2)2+S2 Fu §q- Favt S _31(1—92)2’*'32 *nt

-2 1N fu—er@wv-1n | (1—¢? _
+ 5 lei 5 ;xﬂ_ 5 +S1(1_Q2)2+S2 1

N=2 10 e-e¥» |
Sy 5y si(1—02)2+s,] 2
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+ +
1 S $[s1(1—0%)% +5,]

{_1 0 —0 (1—@2)[s1(1—@2)2+s2(1+92)]}x LU-9
3 i 21 s,

s (1—0%)?%+s, 2
e e _N—l],,,l+
sy s (1—0H)%+s, Sy
1 (=09l =) +5,(1+0?)] +(N-1)(1—@)2]m
[ 5 sy[8 (1 —02)2 +5,] S5

Ha o~ 1, a kozelité egyenletekbdl a kovetkez8 becslések adddnak:

0 o(l = 0?)? 1 1= gy ! 1 Mot
+ ———(—‘)—] xll“_x11v+( ) ZXZi—_ Zx1i=
s N § 2 §1 72

+

_xuv—xu X21
™E=TNTy TNC 22"“ (N— 2)22 2T 7"

Az eredménybdl lathatd, hogy az egydimenzids esettel szemben itt mindig a
:szamtani kozéppel vald becslés lesz jo.

4,§. Az A matrix elemeinek becslése

Tegyiik fel, hogy M£(¢) =0 és a £(¢) Gauss-folyamat eleget tesz az (1. 2) egyen-
letnek. A &(¢) folyamat ¢=1, 2, ..., N id8pontokban valdé megfigyeléseibll az isme-
retlen 4 matrix elemei maximum likelihood becsléseinek meghatdrozdsa a meg-
felel§ stirliségfiiggvény alapjan elvben konnyen elvégezhet8. Az egyszerliség ked-
véért tekintsiitk ismét a konnyebben kezelhet§ feltételes stirliségfiiggvényt s az ily
moédon adddo feltételes, maximum likelihood becsléseket (az un. széria-korrelacios
egyiitthaté becslés tobbdimenzids analogonjardl van sz, vo. [2] 1.§). Legyen
A= {“u},— i ¢ legyenek a {(i) valtozék komponensei fuggetlenek M((())? =s;,

M(Z;,()¢ Jz(k)) 0, ha j, #J,; paraméterekkel, ekkor a £(2), £(3), ..., £(N) valtozok
feltételes stiriségfiiggvénye a &(1) =x(1) feltétel mellett ‘

De2y, ...,{(N)(XZI’ ey Xon 3 eee Xpps ees Xy |E(1) = x(l)) =
N-1

L onN=1( 2 R N2t
=(2m) 2 [H SJ exp {_ Zs— 2: (Xij+1— %ig Xgj— g Xpj— - _ainxnj)z}'
i i J=

i=1

A maximum likelithood egyenletek

N-1
dlogp
~ = Z(xijﬂ““uxlj““izxzj— e = Uiy X)X = 0
00(,-1 ji=1
(4. 1) :
6logp N
2(xu+1 1x1j—°‘i2x2j_~~—“inxnj)xnj=0
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alakiak lesznek. Bevezetve az

'Iil(N)—V—— 2(5 U+D=ox&i(D—280)— - “inén(j))fl(j):

“.2) '1.2(N)— )]

on (V) = Vf__ 2: G+1EG)

valdszinliségi valtozokat és a (4. 1) egyenletrendszer megoldasait a &£(1), ..., E(N)
megfigyelések esetén d;;-vel jelolve az n,(N) valtozdk a kdvetkez§ alakba irhatdk:

4.3) nik(N)~W: 7 Z (@i — %) 81 () + @Gz — 2:2) 5 () + o + Gl — %) Ea(DIGG)

i,k=1,n;

felhasznalva kozben, hogy (4. 1) alapjan
N-1 ) N-1 " . R )
Z; &GU+HDEG) = 21(“.'151(1)4‘ e+ & E (D))
i= Jj=
Kis atalakitassal (4. 3) a kovetkezd alakba irhatd

(4.3) 1 (V) =V N=T @, — o) Z é’k(J)& (1)

N-1 . .
A VN=TG— i) 2, f"—;’[&(’—) ik=1,n.
=1 -

A (4. 2) Osszefiiggések alapjan konnyii kiszamitani — felhasznélva a {,(j) val-
tozdk tulajdonsagait — hogy

4.9 M’?iu(N)’?ilz(N) = SiMézl(j) Eia())-

Masrészt, ha az 4 matrix sajatértékei 1-nél kisebbek, a folyamat ergodikus
és igy
1 N-1

.5) 71,2 SDGD-MEDGG),  hk=Tn

3 IIL. Osztily Kozleményei XV/2
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1 valdszintiséggel. Fix ay (7, k=1, n) értékekre az n,(N) valésziniiségi valtozok
N — o esetén aszimptotikusan normalis eloszlastiak (lasd pl. Rozanov [10])
. af2=1ln
5 {MEL (D€L (D}_1 = (M, (N, (N)}

kovariancia matrixszal. A (4. 5) Osszefiiggések felhasznalasaval (4. 3') azt mutatja,
hogy az ny(N) (k=1, n) valtozdék az YN =1(6, —ay) valtozok (k=1,n) linearis
kombinacidi, igy azok is aszimptotikusan normalis eloszlasuak

8- {M{,l(j)f,z(j)}“
kovariancia matrixszal.

Nyilvan az d;; (i, j=1, n) becslések torzitatlanok és konzisztensek is.
Megjegyzem, hogy a (4. 1) egyenletrendszer helyett tekinthet§ a

N-—1-1

2; [éi(j‘*"f)—“nfl(j‘*"f”‘ —.. —ainén(j'*_t—l)]ék(j) = 0; i,k=1,n
J=

egyenletrendszer is az a; becsléseinek meghatarozasara (t=12,...,r) értékek
esetén. A megfelelG becsléseket jeloljitk ,k(r)-val Nyilvan minden 7 ertekre mas
és mas becslést kapunk, kérdés, hogy az igy kapott becsléseket atlagolva milyen
rendszerek esetén jutunk jobb becslésekhez? Amennyiben a folyamat stacionarius
Gauss— Markov-tipusu, a becslések nem javulnak, azonban megadhatdk lennének
olyan, az emlitett tipushoz kozel allé folyamatok, melyeknél ez az eljaras hasznos-
nak bizonyul pl. nem Gauss-tipusii folyamatok esetén.

Az eddigiekben csak azt az ismert eljarast mutattuk meg, hogy hogyan nyer-
het8k az a;, ismeretlen paraméterekre becslések. A tovabbiakban azzal a probléma-
val kivanunk foglalkozni, hogy ezek a becslések mennyire megbizhatéak s melyek
azok a nehézségek, amelyekkel szamolni kell ezeknek a becsléseknek a vizsgalatanal.
Pontosabban megfogalmazva az a kérdés, hogy az igy nyert statisztikai becslések
segitségével megallapithaték-e az 4 matrix sajatértékei? Tehat N nagy értékeire
(mégpedig milyen nagy N értékek esetén mekkora pontossaggal) elvégezhetG-¢ pl.
a Jordan-alakra hozas?

Ehhez elsé 1épésként vizsgaljuk meg az (1. 4) alakii egyenletrendszernek eleget-
tevé £(z) n-dimenzids folyamat egyetlen ismeretlen ¢ paraméterének becslését.
A (2. 12) Bsszefiiggésekb8l megallapithatd, hogy a &(1) =x(1) feltétel melletti fel-
tételes siirliségfiiggvénybs]l nyert maximum likelihood becslés

N_1 N-1 N-1 N-1 N-1
?xlixli+1—21'xlix2i+2x2ix2i+l 2x21x3l —2 X lxxm+2 Xpi Xni+1
0= - =
\ Z Z

lesz. Konnyii belatni az (1. 4) Osszefiiggések alapjan, hogy

N-1 N-1

,12 Criliivrt ot 2 EntCnita
Z Z 6’(1

Y
I

S
It
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és a jobb oldal szamlalojanak varhatd értéke 0 (mivel ME, (., =0). lly modon
a becslés aszimptotikusan torzitatlan. N nagy értékeire — az ergodikussag miatt —

a nevezd az (N—1) > 0% értékkel asszimptotikusan egyenl8, masrészt a szamlald
k=1

négyzetének varhatd értéke

25,02
Ily médon
—_ Isian
MON=1@-0) ~ gz ha N
Az n=2 speciilis esetben, ha s, =31,
(—e??

M(/N-1(G—-0)’ ~

2(1—0?)*+(1+ %)

(vo. [2] 2.§, ahol az egydimenzi6s folyamat esetén VN —1(¢ — g) szorasnégyzetére
(1— 0?) adédott).

Ugyanlgy, mint az egydimenzids esetben, sziikség van a fenti becslés aszimpto-
tikus eloszlasanak vizsgalatara 1-hez kozeli ¢ értékre. Lattuk az egydimenzids
esetben, hogy 6% =1 feltétel esetén ¢ becslése aszimptotikusan egyenletesen nor-
malis eloszlasi — 1 <g<1-ben, mig s=1 esetén normalitasrél sz6é sincs. Eppen
amiatt volt sziikség s=1 esetén az idGben folytonos folyamat paraméter becslései
pontos eloszlasinak meghatarozasara, o2 =1 esetén pedig a diszkrét folyamat para-
méter becslései aszimptotikus eloszlasanak meghatarozasara. Ez a megkiilonboz-
tetés a tobbdimenzios esetben is fennall, a megfelel§ szamitasok gyakorlati kivite-
lezése azonban igen nagy és nehézkes szamitasokat igényel. Heurisztikus meggondo-
lasok alapjan lathatd, hogy of =1, 63 =c(#1) esetén ¢ becslése aszimptotikusan
egyenletesen normadlis eloszlasi a —1<g<1 intervallumban, mig s, =s,=1
esetén ez nem all fenn. A megfelel6 kétdimenziés — idGben folytonos — folyamat
paraméter becslése eloszlasdnak meghatarozasat egy kiilon dolgozatban végezziik el.

Visszatérve az altalanos esetre, a kovetkez8 megallapitasokat tehetjiik.

‘Az [1] dolgozat 3.3 tételébdl, valamint [2] 5.4 tételének korollariumabol
kovetkezik, hogy amennyiben az (1.2)-ben szerepléd 4 matrix sajatértékei mind
egyszeresek és valosak s az n(t) = &(¢t) +m folyamatot figyeltiik meg, az m vdrhato
értékre nem szerkeszthetGk véges konfidencia intervallumok és a ¢, 0,, ..., 0, Sajdt-
értékekre nem szerkesztheték 0-16l kiilonbozé alsé konfidencia hatdrok folytonos
Sunkciondlok segitségérel.

Ez egyben azt is jelenti, hogy a ¢,, ¢,, ..., 0, sajatértékek nem kiilonboztet-
het6k meg.

Amennyiben komplex és tobbszOros sajatértékei is vannak az 4 matrixnak,
a megfelel6 komponensek varhaté értékeire a szamtani kOzepek jo becslések
lesznek és nincs szitkség végtelen konfidencia intervallumok szerkesztésére.

Ezen allitdsok tételszerli megfogalmazasat meliGzziik.
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