
FOLYTONOS ÁLLAPOTÚ MARKOV-FOLYAMATOK 
STATISZTIKAI VIZSGÁLATÁRÓL, IV. 

í r ta : A R A T Ó M Á T Y Á S 

Bevezetés 

Ebben a dolgozatban azoknak az eredményeknek az ismertetésére kerül sor, 
melyek az и-dimenziós — idó'ben diszkrét — stacionárius, Gauss—Markov-folyama-
tok paramétereinek becslésével s azok eloszlásaival kapcsolatosak. A kézikönyvek-
ben (vö. pl. GRENANDER— ROSENBLATT [8]) az A matrix (lásd alább az (1 . 2 ) össze-
függést) sajátértékeire tett kikötésekkel történnek a paraméterbecslések és azok 
eloszlásainak meghatározása. Ez bizonyos előismeretet követel meg a folyamatról 
magáról s elsősorban az ismeretlen A mátrixról, a gyakorlatban azonban ez a leg-
többször hiányzik. A dolgozatban egy olyan lehetséges tárgyalási módot mutatok 
be, melynek segítségével az általános feladat bizonyos speciális esetei könnyen vissza-
vezethetők az egydimenziós valós és komplex esetre (egyszeres sajátértékek esetén), 
másrészt az általános feladat megoldása is könnyebben kezelhetővé válik. Az A 
matrix (vagy differenciálegyenletek esetén a 0-matrix) Jordan-féle alakban történő 
felírása azonban nem a probléma statisztikai, hanem előzetes nem-sztochasztikus 
vizsgálatát teszi szükségessé. Amennyiben ez nem lehetséges, az egyes feladatok 
megoldása igen bonyolult s igen hosszú megfigyeléssorozatra van szükség az egyes 
paraméterek megbízható becsléséhez (emlékeztetni kell arra, hogy mátrixok saját-
értékei meghatározása komoly numerikus nehézségeket jelent). Megmutatom, hogy 
mely paraméterek becsülhetők jól (azaz kevesebb megfigyelés alapján is nagyobb 
pontossággal). Ismertetem a tárgyalt folyamatok elégséges statisztikáira vonatkozó 
korábbi eredményeket [5] is. A többdimenziós stacionárius folyamatok elméletére 
vonatkozó eredmények megtalálhatók ROZANOV [11] nemrég megjelent könyvében, 
melyre gyakran utalás nélkül is hivatkozom. A dolgozat alapvető eredményei disszer-
tációmban [4] szerepeltek, azonban nyomtatásban nem jelentek meg. 

A dolgozatban sehol nem történik hivatkozás konkrét gyakorlati feladatokra, 
megemlítem elsősorban a híradástechnikai és közgazdasági alkalmazások jelentősé-
gét (1. pl. QUENOUILLE [10] könyvecskéjében szereplő példákat). 

AZ IDŐBEN DISZKRÉT «-DIMENZIÓS STACIONÁRIUS, 
NORMÁLIS ESET 

1. §. Konstans együtthatós sztochasztikus differenciál-
és differenciaegyenletrendszer 

Ha a £k(t) = {£t(Q}t = ÜA «-dimenziós reguláris folyamat stacionárius, Gauss-
Markov típusú, akkor — éppen úgy, mint az egy- és kétdimenziós esetben — kielé-
gíti a következő sztochasztikus differenciálegyenletet 

dç(t) = Q-mdt + dUt), 
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ahol Q = {Чц}\= гу, еёУ négyzetes matrix, melynek Я,- sajátértékeire fennáll, hogy 
Re Я;<0, és ( ( i ) = {Ck(0}û=î7û egy «-dimenziós Wiener-folyamat; М 4 ( л ( / ) = 0 , 
MACi(t)ACj(t) — At-su, {SijYiZfPi P ° z i t l v définit. A Q matrix egyértelműen meg van 
határozva. (Lásd DOOB [6]). 

A ((Äs) ( e > 0 , k=0, ± 1 , ...) folyamat diszkrét stacionárius Gauss—Markov 
típusú és így kielégíti a (legyen az egyszerűség kedvéért s = 1) 

(1.2) ( ( Ä + l ) = zK(Ä) + ( ( Ä + l ) 

egyenletet, ahol C(k) egy független Gauss sorozat. Az A matrix oi és a Q matrix 
Я,- sajátértékei között a következő összefüggés áll fenn: Qi = eM. 

Az R" térben az ő nemszinguláris matrix segítségével végrehajtott lineáris 
leképezéssel a Q és A mátrixok Q'= SQS~l, ill. A'=SAS~l matrixokba mennek 
át és a valószínűségi változókra vonatkozó differenciál-, ill. differencia-
egyenlet 

(1. 1') dÇ(t) = Qf(t)dt + dC(t), 
illetve 
(1 .2 ' ) t'(k + l) = AX(k) + Ç'(k+\) 

alakú lesz, ahol ( ' = S£. Az S matrix megfelelő választásával elérhető, hogy Q'(A') 
a lehető legegyszerűbb alakú legyen. Általában egy tetszőleges matrix nem hozható 
diagonális alakra, azonban az ún. Jordan-féle alakra hozás minden matrixra elvé-
gezhető. 

Az m-edrendű mátrixot Jordan-féle elemi matrixnak nevezzük, ha 

Я 1 0. . . (У 
0 Я 1 

' • I 

,о X 

alakú. Egy В mátrixról akkor mondjuk, hogy Jordan-típusú, ha egy vagy több elemi 
Jordan-féle mátrixból-áll, melyek a fődiagonálisa mentén helyezkednek el, míg a 
matrix összes többi eleme nullával egyenlő. 

Az R" tér / í j , ..., h,„ vektorsorozatát а В matrix Я sajátértékéhez tartozó szériá-
nak nevezzük ha teljesül, hogy Л ^ О , Bh^=?Jîl,Bh2 = Áh2+hít ..., Bhm = 
— Âhm + hm-1. Igaz a következő tétel, mely azt mutatja, hogy tetszőleges matrix 
Jordan-típusú alakra hozható. (Lásd pl. PONTRJAGIN [9] 34 . §). 

Tétel. Az R" térnek létezik olyan bázisa, mely а В matrix által meghatározott 
leképezés egy vagy több szériájához tartozó összes vektorokból áll. На В valós, a 
bázist alkotó szériák kiválaszthatók úgy, hogy a valós sajátértékeknek megfelelő 
szériák valósak legyenek, és a komplex sajátértékű szériák pedig páronként komplex 
konjugáltak legyenek. 

A tételben említett koordinátarendszerben а В matrixnak megfelelő leképezés-
nek egy új matrix szerinti leképezés felel meg s ez az új matrix már /o/dűn-típusú. 
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Az (1. Г) és (1.2') egyenletek (elhagyva a vesszős jelölést) a következő alakúak 
lesznek a Jordan-féle alakra hozás után: 

dUt) = AiWOA + í a W A + df i f t ) 
dH 2 ( 0 = A^aÎOA + i a Î O A H - « ) 

(1.3) ; 
diuft) = X ^ d t + dUft) 

dßki + 1(t) = X2tkl+1(0 dt + Zkl+2(í ) dt + dÇkl + 1(í) 

illetve 
^ ( £ + 1 ) = в1^(к) + Ш + ик +1) 

(1.4) = tó1 + i W + ÍL1 + 2G) + G1 + 1(A:+l) 

á A : + l ) = QrUk) + Uk+ 1). 

Ilyen alakú egyenletrendszer esetén az egy- és kétdimenziós esetben kapott ered-
mények minden különösebb nehézség nélkül átvihetők, hiszen sztochasztikus diffe-
renciálegyenletrendszerünk valós és komplex folyamatokra vonatkozó egyenletekre 
esett szét. A későbbiekben, amikor feltételezzük, hogy a Jordan-alakra hozás elvé-
gezhető, csak egyetlen Jordan-fé\e blokkal fogunk foglalkozni. 

2,§. Elégséges statisztikák 
Kiszámítjuk a 

(2. 1) + + = m 

sztochasztikus differenciaegyenletnek eleget tevő £(/) stacionárius, Gűi/ss-folyamat 
egy véges realizációjának sűrűségfüggvényét. Feltesszük, hogy M ^ ( í ) = 0 és a C ( 0 
folyamat független valószínűségi változók sorozata (természetesen normális elosz-
lású). A £(1), £(2), •••, £(A) valószínűségi változók kovariancia matrixa a staciona-
ritás miatt mindkét diagonálisra nézve szimmetrikus lesz és ugyanezzel a tulajdon-
sággal rendelkezik T^ ' -e l jelölt inverze is. A £(1), £(2), ..., £(А) változók sűrűség-
függvénye 

jV 
«*)(*! . - > * * ) = ( 2 *) " 2 l ^ l ^ e x p í - H Y v ^ v 1 ^ ) } 

lesz. Az 

xt = x1 

Kp ~ Kp 

Kp+1+alXp+ ...+apX, = zp+1  

к?/ + a1xN_1 +... +арХдг_р = zN 
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leképezéssel (melynek determinánsa 1) és felhasználva azt, hogy a (£(1), •••>£(/>)) 
változók függetlenek a Ç(p+ 1), ..., Ç(A) változóktól, melyek eloszlását ismerjük, 
a függetlenségi feltevés szerint kapjuk, hogy 

R.J(l) <0), Ç(p+1),..., «№)(*l' •••> XP> ZP+ 1' •••> ZA) = 

= (2n)~2 \Rp\--o^N-p)cxp R (XpR~p'Xt)+ ~ í zf 
ffç p+1 

es innen 
Rí(i) 4(N)(.xi> •••> x N) 

~-(2л) 2 I R exp Rí (*, 1 x ; ) + 2 (*,•+ « 1 -1 + • • •+йр/'-р)2 

p+i 

A (2. 1) eló'állításból az R J mátrixot a mindkét diagonálisra nézve szimmetri-
kusság felhasználásával teljesen meg tudjuk határozni. Legyen a0 = \, akkor 

(2.2) R7 1 = 

a 0 a 2 а о a 0 ö i 
2 . 2 a0a 1 öo + ai 

a0a2 a0ai+ala2 al + a\+a\ ... 

... a 0 a p 0 0 ... 0 

Ö0Ö1+Ö1Ö2--- 00ЙР-1+Й1ЙР «о йр 0 ... 0 

ű0tfp ŰToGp-l+ölöp 
0 

0 

- 2 a f . í 

p-i 
Z ••• 1 

2 • а о 

azaz az Rt;1 matrix г., eleme a következő' alakú 

( 2 . 3 ) 

0, ha |/-yj>p+l 
p-IJ-ÍI 

2 акак+и_ф ha \i-j\^p+ 1, p<i,j<N-p+ 1 
k = 0 
i 

2 akak+j-i> ha 

2 a k a k + h a j ^ i ^ p 
k = 0 

Ezenkívül 
( 2 . 4 ) I R ^ H I R P - 1 ^ - * . 

D Ü N K I N ismert tételéből [7], mely szerint 

logp(J r ,ö ) - logp(3f ; e°) 

fix a° esetén szükséges és elégséges statisztikája a p(X, a) eloszlásseregnek, és R^ 1 

fenti alakjából következik a 
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2 . 1 T É T E L : Ha a c(t) stacionárius Gauss-folyamat kielégíti a ( 2 . 1 ) egyenletet 
az x1,x2, ..., xN (N>p) minta 

(K-P A — pH-1 N 2 2 
2 2 xixi-l> •••> Z )

 XiXi — P? X I + X A > A ^ X J + X Í V X J V _ 1 , . . . A ^ X P T -p> 
Vp+1 p+1 p+1 

2 2 2 2 + xNxN-p+l » Xi + X(V_ 1, ..., X2Xp + Xjy_ ! X w _ p + ! , . . . , Xp + Л"дг_р + 

rendszere szükséges és elégséges statisztikái alkot. 
Ismeretes (lásd pl. R O Z A N O V [ 1 ] ) , hogy a ( 2 . 1 ) egyenletnek eleget tevő folyamat 

spektrál sűrűségfüggvénye ea olyan racionális függvénye, melynek számlálója 
konstans. Kérdés, hogy általában a racionális spektrál sűrűségű folyamatok esetén 
található-e egy elégséges statisztikarendszer. Amint az alábbi példa mutatja, általá-
ban nem létezik ilyen (A-nél kevesebb elemet tartalmazó) rendszer. Tekintsük 
uayanis a 

í ( r ) = e 0 C ( 0 + f l i C ( í - i ) 

folyamatot, ahol £(/) egy független normális eloszlású sorozat. Legyen М £ ( 0 = 0 és 

A = M?(t) = (.al + abM?«), g = M g ( O y - l ) = 
öo + öi 

Nyilván 

M £ ( O É ( / - t ) = 0, ha |r| > 1. 

A £(1), £(2), ..., £(JV) valószínűségi változók együttes sűrűségfüggvénye 
-N -- -- Í 1 N 1 

P Í T I » • • •> Т А ) = С «
 ,V(2rr) 2 |Rjy| 2 exp J - ^ J í-oT'i>'y| 

alakú, ahol Ях a 5 

N korrelációs matrix inverze. Könnyű kiszámítani, 
hogy 

bfj =' (.—iy - ie | > - ï | |R,-i| ifiA-ilj-^-j-, 
;+i _ i+i 

ha / < / és \BÀ = (az inverz matrix természetesen ismét szimmetrikus 
mindkét diagonálisra nézve.) Észre kell venni, hogy \BN\ kielégíti a 

|ЯА1 = \Bn^\-Q2\Bn_2\ 
differenciaegyenletet és ux, u2 az 

U2-U + Q2 =0 

1 4. y ' i _4 0 2 1 _ 402 
egyenlet gyökei, azaz uL = — с — > U l = — M i v e l pl. а 0*дг 
( / = 1 , ...,N) függvények mint д függvényei függetlenek, nem létezik az x1, ..., xN 
változók olyan függvényrendszere, mely elégséges statisztikarendszert alkotna 
(lásd D Ü N K I N [7] 2. §.). 

Többdimenziós folyamatok esetén csak azt a Markor-típusú stacionárius Gauss-
folyamatot tekintsük, mely kielégíti a 

É(0 = AZ(t-i)+C(t) 
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differenciaegyenletet, a h o M = { a y } f ; g , £ ( 0 = { Ш , = м< № = é s 

М О (t) = 0 
ha r = 0 
ha т ^ О 

A C(0 sorozat független. 
A Ç(t) folyamat B(r) korrelációs függvénye, 

(2.5) - B(z) = A*-B(0) 
alakú, ahol 
(2 .6) B(0) = A • 5(0) • A* + Ö((0). 

A B(0) matrix meghatározása a következő' módon történhet akkor, amikor 
az A matrix egyetlen Jordan-féle blokkból áll és Bç(0) diagonális. A Ç(t) folyamat 
ekkor eleget tesz a 

m = eUt-i)+U0 

Ш = ( ? í i ( * - i ) + Í 2 ( í - i ) + C i ( 0 

összefüggéseknek. Az első összefüggés mindkét oldalát beszorozva Çn(t — 1), majd 
0(t)-ve 1 és minden alkalommal várható értéket képezve, a következő összefüggé-
sekre jutunk 

МШШ = * „ 

MÇN(T)Ut~\)= qPL , ahol ßnn = M^ n 

ßnn = Q " * ßnn 5 ßnn
 = 

1 - е 2 ' 
Ugyancsak az első összefüggést O - i ( 0 " v e l és — l)-gyel beszorozva és 

várható értéket képezve, az 

m o ( í K „ - I ( 0 = £ ? M ç „ ( i - i ) 0 - i ( 0 

м ш ^ - . O - i ) = в MUt-i)én-Át-V 

összefüggéseket kapjuk. Ezek felhasználásával a második egyenletnek £„-i(0> £„(0> 
O - i O ) és — l)-gyel való beszorzása és a várható értékképzéssel azt kapjuk, 
hogy 

m í „ - I ( Í — 1K„(0 = 

2̂ 2 

ozs„ 

(1 -Q2) 
2 

( 1 - е 2 ) 2 

es„ 

( l - e 2 ) 2 

í + e 2 

A l - l . n - l O — Ö") = Ĵ _ 02^2 1 • 
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Ezt az eljárást folytatva a B(0) matrix összes elemei meghatározhatók. 
Feltettük, hogy a £(/) folyamat komponensei is függetlenek, másrészt a £(1), ... 

. . . ,£(Л0 változók és a £(1), £(2), ..., £(A) változók közötti (1- l)-nek megfelelő 
leképezés determinánsa 1 lesz, ily módon 

(2. 7) /4(1). .... Í(JV)C*1 1 > •••! X1N'> X2l > •••> X2N 5 ••• ! -̂ nl 5 •••> 2C„jv) = 

-— -3- f 1 1 
— (2я) 2 \RNn\ 2 exp |— — XRfn A * | = 

JV- 1 
(Н-1)" t n ) 2 

= />í<i)(*n> — ,xm)(2n) 2 /{^ i l 

Г JV — 1 n î 3 

• exp J - Д 2^(хи+i-«iixij-...-ccinxnjy\ 

ahol 

(2.8) piW(x...,xnl) = ( 2 я ) " ^ | Л ( 0 ) Г 2 е х р | - | А 1 5 ( 0 ) - 1 А ? } 

A fenti összefüggésből látszik, hogy 

/ a t " - 1 

(2-9) I A J = | 5 ( 0 ) | . [ Я ^ 

ahol az Rü„ matrix 
«lo blx 0 0 a[2 ó1 2 0 0 ... a'ln bln 0 0 
bn «и ón 0 b[2 a12 bi2 0 ... b[n aln bln 0 

0 «11 ó n 0 «12 Ól2 «In Ótn 
0 Ón // 

«12 0 «12 «12 Ó!„ «1,, 
«12 b[2 0 . .. 0 0 «20 ó2 2 0 . 0 ... 
Ь\2 «12 Ь[2 . .. 0 0 Ó22 «22 Ó22 . 0 

«12 «22 b22 

Ó22 «22 ••• 

In Ój„ 0 .. . 0 0 «no bnn 0 ... 0 
In «In Óí„ •• . 0 0 bnn ^nn bnn ••• 0 

0 ... aln b'ln 0 ... ann bm 

0 ••• bin a'[n 0 ...bnn a';0 
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alakú, az 

1 

y 

—о s j „ 1 
a i 0 Si 

(2.11) ai = ßik + Z , aîk = 0, ha 0, 
j=1 SJ 

_ 1 + (a,,)2 у Ы 2 

s, Sj ' 

kxi, 
4 = 1 Sj 

h --B» 
ik ~ > 

sk 

bik=-af, в(o)={ßik}k
t:±;, 

elemekkel. Ebből következik, hogy elégséges statisztika a 

( N 2 N N ~ l . . . 2 2 2 2 
I 2 XU > 2 XtljXhj, 2 XhjXi2j+i, i,iy,i2 — 1,11, Xyy , ..., Xnl , X\N, ..., XnN ? 
V=2 4=1 4=1 

X 1 1 X 2 1 , X i 1 X 3 1 , . . . , Х ц X „ i > X 2 1 Х з 1 , . . . , X 2 1 X n l , . . . , X „ - 1 1 X n i j 

rendszer lesz. 
Példaként vizsgáljuk meg azt a speciális esetet, amikor A — y _ ß f j - Ekkor 

amint az könnyen belátható 
AT = <?-Arl (COS CUT sin CUT j 

— s i n CUT COS CUT I es 

ahol 

n/A4 (ßii ß 12 
5 ( 0 ) = L Д22Г 

y[sl(l-oc2 + ß2) + 2 ßxsy 2] + ö[s2(l-a2 + ß2)-2 ф 12] 
y2-ô2 

ß22*ß-ßll «ß + S 12 
12 1 —oc2 + ß2 

ö[sl(l-x2 + ß2) + 2фу 2] + y [s2 (1 - a2 + ß2) - 2фу 2)j 

ßn = 

ß 

ß22 = y2 — ö2 

e~2> = a2 + ß2, tgcu = A , у = (1 — у.2)2 -f-ß2(1 T x 2 ) , ö = ß2(l +a2 + ß2) 
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speciálisan, ha s 1 2 = 0 , j 1 1 = í 2 2 = í > 

B( 0) = l — OL2—ß2 (0 5 
5 0 

Formálisan nyilvánvalóan felírható a sűrűségfüggvény abban az esetben is, 
amikor a ((к) valószínűségi változó komponensei nem függetlenek, a megfelelő 
összefüggések azonban túlságosan bonyolultak ahhoz, hogy itt ismertessük őket. 

A későbbiekben viszont szükségünk lesz olyan folyamatok sűrűségfüggvényeinek 
meghatározására, melyek Jordan-típusú differenciálegyenletnek (egyetlen blokkal) 
tesznek eleget. 

Legyen ((t) = {(k(tj)k = yn ilyen. Akkor az RNI matrix 

(2. 12) 

A u 

Au 

0 
0 

42 о о 
0 

о 
о 

о 
о 

A„-in-i Ап_1п  

A„-i„ А„„ 

alakú, ahol az Aik mátrixok 

( 2 . 1 3 ) Ац+1: 

aa+i 0 0 
1 Q 
S; S, 

0 

1 
Si 
J. 
S, 

<2.14) Atr-

s, 
0 

_ Q 1 + в2 _Q_ 
Si Si Si 

0 - i 1 + g 2 

S; Si 

0 

0 

0 

1 + g2 

St Sí 
Q 1 

alakúak. 
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Speciálisan az и = 2 esetben könnyű kiszámítani, hogy 

( l - g 2 ) 3 g2 

0 1 1 - S l ( i - e 2 ) + J 2 

g ( i - e 2 ) 2 g 
J i ( í - e 2 ) 2 + í 2 * 

e _ ( i - g 2 ) [ ^ ( i - g 2 ) 2 + ^ ( i + g2)] | 1 | g2 

••^[•úO-g^+'ú] Sl S2 ' 
Az általános esetben a 

f t ) + C l f t - l ) + . . . f C p f t - p ) = f t ) 

differenciaegyenletnek eleget tevő «-dimenziós f t ) folyamat vizsgálata tűnik ter-
mészetesnek, mint az egydimenziós autoregressziós séma általánosítása. Az ilyen 
típusú folyamatokkal általánosan nem fogunk foglalkozni, bár a korrelációs-matrixra 
vonatkozó összefüggések ugyanúgy felírhatok, mint a p = l esetben. 

3.§. Regressziós problémák 

A gyakorlatban legtöbbször nem az «-dimenziós folyamatot, ft)-1 figyeljük 
meg, hanem az 

f t ) = C-h(t) + f t ) 

folyamatot, ahol a h(t) = {hk(t)}k=y-^ függvények ismertek, míg a С = { с и У + ~ 
matrix elemei ismeretlenek. 

Az r\(t) folyamat megfigyelése esetén a c;j regressziós együtthatók becslése az 
idősorok elméletének egyik központi problémája. A gyakorlatban leggyakrabban 
előforduló eset az, amikor a hk(t) függvények polinomok vagy trigonometrikus 
polinomok. Az alábbiakban az előző pontok eredményei alapján a maximum likeli-
hood becslésekkel fogunk foglalkozni s ezen becslések bizonyos tulajdonságait 
vizsgáljuk meg. 

Feltéve, hogy a f t ) diszkrét folyamatot leíró egyenlet már (1. 4) alakú, vizs-
gáljuk egyetlen — valós sajátértékű — Jordan-féle blokk által leírt «-dimenziós 
folyamat sűrűségfüggvényét. Feltesszük, hogy a f t ) változó komponensei függet-
lenek, bár ezt a feltevést a gyakorlatban mindig ellenőrizni kell. A komplex saját-
értékű eset vizsgálatát külön nem végezzük el. A tett feltevések mellett a f 2 ) , ..., f N ) 
változók feltételes sűrűségfüggvénye a ( ( l ) = x ( l ) feltétel mellett 

(xu+i — 8xij ~~x2j)2 + 2f (x2j+i ~~ Qx2j~~x3j)2+ ••• 

+ TT (xn- lj+l~ 3xn- 1 j ~ xnj)2 + TT (x"j+1 — Qxnj)2 I > 

Q e x p 

alakú lesz. A ((1) változó sűrűségfüggvénye a (2. 6) összefüggés alapján a 5(0) 
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matrix meghatározásával számítható ki ( M ( j = s j ) . Az előbbi pontban láttuk, 
hogy a feltételes sűrűségfüggvény: 

Az egyszerűség kedvéért csak a feltételes (a £(1) = x ( l ) feltétel melletti) maxi-
mum likelihood egyenletekkel foglalkozunk. Legyen speciálisan h(t) = 1 =(1, ..., 1), 
tehát a ( ( t ) folyamat m l t . . . , m n várható értékeit akarjuk becsülni. A feltételes 
maximum likelihood egyenletek a következők lesznek 



1 1 8 a r a t ó m . 

in-1 1 
Innen egyszerű, de hosszadalmas átalakításokkal nyerjük az alábbi 

e 2 - e 1 - е e - i ( l -e)2 V l V —"— + - Ar1JV + —- x2í H - ZJ ХИ~— Z X2Í — il il il il 2 il 2 
(1-е)2 e - i (1-е)2,», „» (Y-2) 

= ^-m 1 + - m2 +v ' (N-2)ml-~ —m2 

il il il il 
( 1 e 2 -e ) 1 - е e i e - i (1 - e)2 V 
— H - X21 + —- X2N+ — Г ц - - + —- х 3 1 -I - ^ x 2 j — Vs 1 i 2 / . 2 il il л 2 i2 2 

N ~ l 1 1 ( 1 (1 — oj2) 
2 xki~-— 2 xk-ii~ — 2 **+ii = L — + — r 4 w * +  
2 ifc-1 2 ik 2 (ifc-l ifc ) 

e - i e - i ( 1 - е ) 2 , » , „» n-2 . n-2 

+ — щ -1 + —— mk+1 + i— (N -2)mk- mk _ t — +1 
ifc- 1 ifc ifc ifc-1 ifc 

( 1 e 2 - e ) 1 - е e l (l - e)2 V 
I „ + ~ I *nH - xnH + ~ -Xn-11— - xn- IN d Г Z Xni 
\ n 1 in } in n — 1 in-l in 2 

1 V Í 1 ( 1 - е ) 2 , » , „ 1 e - ( Y - i ) 
n — 1 2 Vifc-1 ifc ) in-l 

egyenletrendszert, mely lényegében 
CkX = й у И ! +ö i 2 m 2 
C2A = ö2iWi +ö 2 2 w 2 + a2 3m3 

CkX = akk-ímk^1+akkmk + akk+1mk+1 
C„X = ann_lmn^1+an„mn 
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alakú, ahol a megfelelő konstansok jelentése az előző egyenletrendszerből 
látható. 

Ha az összes s í szórásnégyzetek azonosak, legyen Í,= Í, akkor a fenti 

egyenletrendszer A matrixa 

A = 

b = A •m 

a0 b 0 0 ... 0 
b a b 0 ... 0 
0 b a b . . . о 

(0 
a b 
b a 

alakú. Az A matrix inverzének meghatározása az eddigiekben sokszor felhasznált 
valószínűségszámítási meggondolások alapján történhet. Az n= 2 speciális esetben 
a fenti egyenletrendszer 

g2— Q 1 - е e — i (1 — g)2 1 V 
г -Гц H - -TiA-H -— X21H x n — 7" Z x2i — 
Aj Í j ÍJ öl 2 ÖJ 2 

( 1 - e W - i ) m y 
N-2 1-+ — m-, 

Í I + g - g 
ül s2 

1 - е e 1 ( 1 - е ) 
X2l~\ ~ X2N~k~ Xll~ ~ X1N 

2 A — 1 J IV — 1 

Z X2i~~~ Z Xir 
2 S1 2 

g-N- 1 m 1 + m 2 h 
1 , ( A - l ) ( l - e ) 2 

alakú lesz. 
Említésre méltó, hogy ellentétben az egydimenziós esettel, g-nak l-hez közeli 

értékei esetén is a várható értéket a megfigyelések számtani átlagával lehet jól 
becsülni. 

Ebben a speciális {n =2) esetben a feltétel nélküli maximum likelihood egyenle-
tek (a számítások mellőzésével) a következők lesznek 

í g 2 - g 
\ h 

+ ( l - g 2 ) 3 L , ! - < ? „ [ g - l g ( l - g 2 ) 2 1 + 

+ ( l - g ) 2 tv — 1 j n - i 

Z Xli — T~ Z X2i — S í 2 
( l - g ) 2 ( A ^ - l ) | ( l - g 2 ) 3 

í l ( l - g 2 ) 2 + ^ 2 
m, — 

N-2 , 1 - е , g ( l - g 2 ) 2 

ÍJ ÍJ í j ( l - g 2 ) 2 + í 2 
m-, 
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Ц O j - Q ( l - g 2 ) P i ( l - g 2 ) 2 + ^2(l +g 2 ) ] { 
b l U [ U ( l - g 2 ) 2 + U ] Г " 

) 1 ( l _ e ) 2 N - 1 
~ Л*11~" „ *1JVH ~ ' 2 X2i 
2) S2 2 

( 1 - е ) 
2 

g g ( i - g 2 ) 2 I x i x , 0 - e ) 2 N y 1 y \ 

siii-eiy+sj ^ ' T i ' ^ - i r 4 

m, + 

+ 

g g ( l - g 2 ) 2 n-1  
_s1 s1(l-g2)2 + s2 s1 

1 + ( l - g 2 ) F i d - g 2 ) 2 + Î2(l + g2)] , ( Я - 1 ) ( 1 - е ) 2 

Si - g 2 ) 2 + ^ ] S2 
m 2 • 

•>2 
Ha q ~ 1 , a közelítő egyenletekből a következő becslések adódnak: 

A - I 
I 

m 2 

j л'-i 

N^2 ? *2i 

x — x 1 N~l 1 1 

U + " a F T 2 xlÍ + 7T7 öy2 2 x2i~ m, — 
n - 2 ^ n - 2 ^ u (n--2)2 ^ 2i n - 2 ' 

Az eredményből látható, hogy az egydimenziós esettel szemben itt mindig a 
számtani középpel való becslés lesz jó. 

4. §. Az Л matrix elemeinek becslése 

Tegyük fel, hogy Mc( / ) = 0 és a G'û«s\s-folyamat eleget tesz az (1. 2) egyen-
letnek. A folyamat 1 = 1,2, ..., n időpontokban való megfigyeléseiből az isme-
retlen A mátrix elemei maximum likelihood becsléseinek meghatározása a meg-
felelő sűrűségfüggvény alapján elvben könnyen elvégezhető. Az egyszerűség ked-
véért tekintsük ismét a könnyebben kezelhető feltételes sűrűségfüggvényt s az ily 
módon adódó feltételes, maximum likelihood becsléseket (az ún. széria-korrelációs 
együttható becslés többdimenziós analogonjáról van szó, vö. [2] 1. §). Legyen 

A = {ocu}J.j~ és legyenek a £(/) változók komponensei függetlenek, M ( ( j ( 0 ) 2  

М ( £ л ( г ) £ \ Д ) ) = 0 , ha j \ + / 2 ; paraméterekkel, ekkor a £(2), £(3), Z(N) változók 
feltételes sűrűségfüggvénye a £ ( l ) = x ( l ) feltétel mellett 

ptyi) s(jv)c*2i •>••••> x2ni ••• ' xni' ••• j xnx l£0) = a(1)) 
\ 5 

п(1У-1)Г „ \ 2 I N J N-L 
(2я) 2 Г/ J, exp { - 2 — 2 (*y+1 

u I l ;=i si j=1 Al xlj ai2 X2j ~ ••• ainX„j)2 f . 4 j 
1 "i J = 1 

A maximum likelihood egyenletek 

ü l o g p NCil 
я" = 2-1 (xi J + 1 a í 1 A 2 x2 j — ••• _ AnAijMlj — 0 caa J = I 

(4.1) ; 
ÜlogP _ Ny\ _ ч л 
, — (Xy+1 <XilXlj ai2 X2 j ... (xinxnj) xnj — u 

0 a in j = 1» 
i=Í,n, 
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alakúak lesznek. Bevezetve az 

, N-l 
f/a (N) = —== 2 (Ш+ О - «и Éi (./) - «12 AU) - ». - (;) = 

f / V - J 2=1 

<4.2) ^ . 2 ( л г ) = — L = z C iü+ п ш 
VN— 1 2 = 1 

I h f N ) = - J = = 2+и+1)Ш) 
\ N - 1 2 = 1 

valószínűségi változókat és a (4. 1) egyenletrendszer megoldásait a ((1), ..., f N ) 
megfigyelések esetén â,7-vel jelölve az цik(N) változók a következő alakba írhatók: 

<4. 3) r j f N ) = - - L - "2 [(in - «iiKiCO + («и - «12) £2 ( / ) + . . . + din - 0 ( „ 0 ' ) ] Ш 
V A - l y t l 

i,k=l,n; 

felhasználva közben, hogy (4. 1) alapján 

VKU) = 2(*nK(j)+- +«ыШ)Ш-
2=1 2=1 

Kis átalakítással (4. 3) a következő alakba írható 

<4. 3') t]ik(N) = YH-Ï(y.n -an) 2 + -
j = 1 í v — 1 

... + ^ T ( â i B - a,) 2 Uk=Yn. 

A (4. 2) összefüggések alapján könnyű kiszámítani — felhasználva a ( ; ( j ) vál-
tozók tulajdonságait — hogy 

( 4 . 4 ) Щ Т ( Н ) Г , „ 2 ( Ю = 5 1 М Ш Ы Л . 

Másrészt, ha az A matrix sajátértékei 1-nél kisebbek, a folyamat ergodikus 
és így 

<4.5) Uk=h~n 

3 III . Osztály Közleményei XV/2 
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1 valószínűséggel. Fix ctik (j,k = \,n) értékekre az 4ik(N) valószínűségi változók 
A — e s e t é n aszimptotikusan normális eloszlásúak (lásd pl. R O Z A N O V [ 1 0 ] ) 

Si{M£(l(/K/2(/)}!"^ - {Mr,ih(N)r,il2(N)} 

kovariancia matrixszal. A (4. 5) összefüggések felhasználásával (4. 3') azt mutatja, 
hogy az t]ik(N) (k = l,n) változók az YN — 1 (áik — txik) változók (k = l,n) lineáris, 
kombinációi, így azok is aszimptotikusan normális eloszlásúak 

v l M A O ' K u U ) } - 1 

kovariancia matrixszal. 
Nyilván az â;j- (г, j=\, ri) becslések torzítatlanok és konzisztensek is. 
Megjegyzem, hogy a (4. 1) egyenletrendszer helyett tekinthető a 

2=1 

egyenletrendszer is az a ik becsléseinek meghatározására (т = 1, 2 , . . . , r) értékek 
esetén. A megfelelő becsléseket jelöljük DC;IT(T)-val. Nyilván minden т értékre más 
és más becslést kapunk, kérdés, hogy az így kapott becsléseket átlagolva milyen 
rendszerek esetén jutunk jobb becslésekhez? Amennyiben a folyamat stacionárius 
Gauss— Markov-típusú, a becslések nem javulnak, azonban megadhatók lennének 
olyan, az említett típushoz közel álló folyamatok, melyeknél ez az eljárás hasznos-
nak bizonyul pl. nem Gawíí-típusú folyamatok esetén. 

Az eddigiekben csak azt az ismert eljárást mutattuk meg, hogy hogyan nyer-
hetők az aik ismeretlen paraméterekre becslések. A továbbiakban azzal a problémá-
val kívánunk foglalkozni, hogy ezek a becslések mennyire megbízhatóak s melyek 
azok a nehézségek, amelyekkel számolni kell ezeknek a becsléseknek a vizsgálatánál. 
Pontosabban megfogalmazva az a kérdés, hogy az így nyert statisztikai becslések 
segítségével megállapíthatók-e az A matrix sajátértékei? Tehát N nagy értékeire 
(mégpedig milyen nagy N értékek esetén mekkora pontossággal) elvégezhető-e pl. 
a Jordan-alakra hozás? 

Ehhez első lépésként vizsgáljuk meg az 0 - 4) alakú egyenletrendszernek eleget-
tevő £(/) »-dimenziós folyamat egyetlen ismeretlen Q paraméterének becslését. 
A (2. 12) összefüggésekből megállapítható, hogy a £ ( l ) = x ( l ) feltétel melletti fel-
tételes sűrűségfüggvényből nyert maximum likelihood becslés 

N-l N-1 N — I J V - 1 J V - L N-l 

2 XliXli+l ~ 2 XliX2i~b 2 x2ix2i+ 1 ~ 2 x 2 i x 3 i i ••• — 2 Xn-tiXni~b 2 xnixni+l 
- _ 1 1 1 1 1 1 
ß ~ ~~ » JV-l 2 

x 2 2 xki к = 1 i= 1 
lesz. Könnyű belátni az (1.4) összefüggések alapján, hogy 

N-l N-l 

litli+l + •••+ 2 f n 1 С ni + 1 

>1 JV- 1 
2 2 & 

k= î ;=i 
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és a jobb oldal számlálójának várható értéke 0 (mivel =0) . Ily módon 
a becslés aszimptotikusan torzítatlan. TV nagy értékeire — az ergodikusság miatt — 

n 
a nevező' az ( N — \ ) 2 f f 2 k értékkel asszimptotikusan egyenlő, másrészt a számláló 

4=1 
négyzetének várható értéke 

Ily módon 

ha TV -

2 ( l - g 2 ) 3 

Az л— 2 speciális esetben, ha ÍJ = Í2 

M ( l / T V 3 l ( g - g ) ) - 2 ( 1 _ e 2 ) 2 + ( 1 + e 2 ) 

(vő. [2] 2. §, ahol az egydimenziós folyamat esetén ÍN— l(g — g) szórásnégyzetére 
( l - g 2 ) adódott). 

Ugyanúgy, mint az egydimenziós esetben, szükség van a fenti becslés aszimpto-
tikus eloszlásának vizsgálatára l-hez közeli g értékre. Láttuk az egydimenziós 
esetben, hogy a \ = 1 feltétel esetén g becslése aszimptotikusan egyenletesen nor-
mális eloszlású — l-ben, míg Í = 1 esetén normalitásról szó sincs. Éppen 
amiatt volt szükség Í = 1 esetén az időben folytonos folyamat paraméter becslései 
pontos eloszlásának meghatározására, a\ = 1 esetén pedig a diszkrét folyamat para-
méter becslései aszimptotikus eloszlásának meghatározására. Ez a megkülönböz-
tetés a többdimenziós esetben is fennáll, a megfelelő számítások gyakorlati kivite-
lezése azonban igen nagy és nehézkes számításokat igényel. Heurisztikus meggondo-
lások alapján látható, hogy of = 1, oj =c 1) esetén g becslése aszimptotikusan 
egyenletesen normális eloszlású a — l < g < l intervallumban, míg ÍJ=Í2 = 1 
esetén ez nem áll fenn. A megfelelő kétdimenziós — időben folytonos — folyamat 
paraméter becslése eloszlásának meghatározását egy külön dolgozatban végezzük el. 

Visszatérve az általános esetre, a következő megállapításokat tehetjük. 
Az [1] dolgozat 3. 3 tételéből, valamint [2] 5. 4 tételének korolláriumából 

következik, hogy amennyiben az (1.2)-ben szereplő A matrix sajátértékei mind 
egyszeresek és valósak s az ifit) = Ç(t) + m folyamatot figyeltük meg, az m várható 
értékre nem szerkeszthetők véges konfidencia intervallumok és a (íj, g2, ..., gn saját-
értékekre nem szerkeszthetők 0-tól különböző alsó konfidencia határok folytonos 
funkcionálok segítségévek 

Ez egyben azt is jelenti, hogy а g{, g2, ..., gn sajátértékek nem különböztet-
hetők meg. 

Amennyiben komplex és többszörös sajátértékei is vannak az A matrixnak, 
a megfelelő komponensek várható értékeire a számtani közepek jó becslések 
lesznek és nincs szükség végtelen konfidencia intervallumok szerkesztésére. 

Ezen állítások tételszeríí megfogalmazását mellőzzük. 
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