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SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK
ES STATISZTIKAI KOVETKEZTETESEK (II).*

irta: ULF GRENANDER

5. fejezet

A BECSLES PROBLEMAIJA

5. 1. Torzitatlan becslések. Tegyiik most fel, hogy az x(¢) folyamatot megadd
valdszinliségi mérték az altalunk ismert P, osztalyhoz tartozik, ahol o egy valos
paraméter, amelynek értékei kitoltik az (a, b) véges intervallumot. Hogy elkeriiljiik
a szingularis esetet, feltessziik még, hogy semmilyen «,, «, értékpar esetén sem
Iétezik olyan S halmaz, amelyre P, =0 ¢és P,, #0. A folyamat egy észlelt realizicidja
alapjan el akarjuk donteni, hogy a hipotézisek melyike igaz (mi az « igazi értéke),
vagyis olyan #(w) fliggvényt akarunk szerkeszteni, amely becslést ad a-ra. TetszGleges
S halmazra érvényes, hogy

P,(S) = [ f©.9)dPy(),

ahol P, az a egy rogzitett «, értékéhez tartozé mérték. Tekintsiikk most az f(w, «)
likelihood fiiggvényt olyan sztochasztikus folyamatnak, amely az o paramétertsl
fiigg (ez esetben tehat a-t tekintjitkk id8paraméternek) és amelyet a P, valosziniiségi
mérték ad meg. Ennek a folyamatnak az atlaga nyilvanvaléan

Eof(@,2) = [ f(w,2)dPy() = P(Q) = 1.
Q N

Induljunk ki abbdl a természetes feltevésbdl, hogy az f(w, «) folyamat kdzépben
folytonos, és véges a szérdsa. Az f(w, s)=f(s) jeloléssel a folyamat kovariancia
fiiggvénye '

o(s, 1) = Eo[f(s) - 1If(1) —1].

Képezziik az ehhez a maghoz tartozd integralegyenletet a szokasos moédon, és
jeloljiik sajatértékeit A,-vel, sajatfilggvényeit ¢, (a)-val. Ekkor minden x€ A esetén

flw,@) = Lim. Zn'(pvﬁ;/(%’lJr 1,
1 v

n— oo

* Stochastic processes and statistical inference, Arkiv for Matematik, 1 (1950), 195—277,
A forditas elsd része, amely az eredeti dolgozat 1 —4. fejezetét, a tartalomjegyzéket és a teljes irodalom-
jegyzéket tartalmazza, az MTA III. Oszt. Kozl., 15 (1965), 51—87. oldalan jelent meg.
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ahol {y,(w)} egy L,(Q)-ban ortonormalt rendszer és az atlagban valé konvergencia
a P, mértékre nézve értendS.
Vizsgaljuk most minimalis szdérasa torzitatlan becslések egzisztencidjat, azaz

olyan #(w) fliggvényekét, amelyek kielégitik az

E,t(w)=«

E, [t(@)]* <<
feltételeket minden o€ A4 esetén. Ha a {i,} rendszer nem teljes L,(Q)-ban P,-ra
nézve, akkor hozzicsatoljuk az ortogonalis komplementumat, a

Wi =Ly (e {y.}

ortonormélt rendszert. A fenti feltételeket kielégits tetszSleges becslést Py-ra nézve
atlagban konvergens sorba lehet fejteni a {,} és {,} rendszerek szerint:

«w=§mwwn§mwwy

Ebbdl kovetkezik, hogy

2=E,t(@)= [ 1(@)f(@ )dPy@)= > “}”/?

A jobb oldali sor egyenletesen konvergens, mert

(@) 2 v()2 S .2 S 2
Sut0s 530 = 3 Zr

n

és mert

Z (p”ia)z =0(xa)

folytonos fiiggvénye a-nak. Igy tehat a sort megszorozhatjuk ¢,(x)-val és tagonként
integralhatjuk, aminek eredménye:

b
vqh—m%mm=ﬁr

Ebbd! lathatd, hogy a véges szorasi torzitatlan becslés létezésének sziikséges fel-
tétele > 7,72 < oo,

Egylszerﬁség kedvéért tegyitk fel, hogy {¢(a)} teljes L,(A)-ban. Ekkor a
§)~‘.y2v<oo feltétel egyszersmind elégséges feltétele is a véges szordsii torzitatlan

becslés 1étezésének.
Tekintsiik ugyanis a

tHw) = ZWm%@HZwM@
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kifejezést, ahol a 7, valds szamok kielégitik a D't,2 <= feltételt, de egyébként
1

tetszblegesek lehetnek. Ebben az esetben a sor nyilvanvaléan Pg-ra nézve atlagban
konvergens, és

E,i(w) = g £,y (@) + Eo 1 ().

Ugyanazzal a mddszerrel, mint fentebb, ki lehet mutatni, hogy > f,p(a) = o —ay
1

minden «€4 esetén. Igy tehat 7(w)+o,—Eqf(w) torzitatlan becslése a-nak. Az
eredményeket Osszefoglalva:

A véges szordsu torzitatlan becslés létezésének sziikséges feltétele

3 2
‘?/\{f(:x——y())q»(“)dd} < oo,

Ha a {¢,} rendszer teljes, akkor ebbdl a feltételbdl kivetkezik a torzitatlan becslések
olyan seregének a létezése, amelynek dimenzidja megegyezik az L,()O {y,} tér
dimenzidjaval.

Ha létezik egynél tobb torzitatlan becslés, és ha van alapja olyan feltevésnek,
hogy « igazi értéke kozel esik ag-hoz, akkor természetesnek tiinik annak a becslés-
nek a kivalasztasa, amelynek Dy(t) szorasa a legkisebb. Egyes esetekben az is el6-
fordulhat, hogy a torzitatlan becslések kozott olyat talalunk, amelynek a szorasa
minden a-ra minimalis. ‘

A becslés-szerkesztés fenti modszerének vannak elméleti elényei (tobbek kozott
az, hogy a médszer még kiterjeszthet8), de kevéssé alkalmas gyakorlati hasznalatra,
ezért a kovetkezG szakaszokban a becslésnek néhany gyakorlatilag el6nydsebb
maddjat fogjuk ismertetni. Itt csupan arra szoritkozunk, hogy egy egyszeri példa
kapcsan bemutassuk a becslés megszerkesztésének egy olyan moddszerét, amely
néhany specialis esetben célra vezet. Tekintsiik a 4. 10. szakaszban vizsgalt Poisson-
folyamatot, amelynek f siirlisége allandé a (0, ¢) intervallumban. A f sfirliségnek
olyan torzitatlan f* becslését keressiik, amelynek a szordsa minimalis. Ha f*=
=p*@n, t,,t,, ..., t,) akkor

[)’=E,;,B*=§P{n=v} Eg[f*n=v] = ;”'*(!/JO:EI,[/}*M:V],

tehat f-nak bizonyos intervallumbdl vett értékeire az alabbi egyenletnek kell fenn-
allania ’

= (B
Peft= %’ %T)“ Ey[f* In=v).
Ismert n esetén a 1,,t,, ..., 1, mennyiségek feltételes slirliségfiiggvénye
1 2 n g
e=Prpn n!
Ty
n!

O<t,<t,<...<t,<t),
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tehat Eg[f*|n=v] értéke figgetlen f-t6l. Mivel 8- eft a B valtozénak egész fiiggvénye,
a Taylor-egyiitthatékat egyenlGvé tehetjiik, é€s ilyen médon azt kapjuk, hogy
v
Eq[8* [n=v]=7 .
Azonban

Eﬂm—m%a§RLAWhﬁﬂﬂ:§P%MHW_§]"L_

o

Itt a jobb oldal masodik tagja eltiinik, mert

g, (52 =2 || -o.

igy tehat nyilvanvaléan megkapjuk az egyetlen minimalis szorasii torzitatlan
becslést, ha B*-ot Ggy valasztjuk meg, hogy az els6 tag (amelynek értéke egyébként
=0 volna) nullaval legyen egyenlS:

—
pr=--

5.2. A linedris becslések egy osztalya. Az ¢l6z8 szakaszban azzal az esettel
foglalkoztunk, amikor az o paraméter értéke teljesen meghatarozza a P, valdszinii-
ségi eloszlasokat. Gyakran el6fordul, hogy nem tudjuk, vagy nem akarjuk megadni
a valosziniiségi eloszlasokat. Megtorténhet, hogy ennek ellenére mégis Iehet talalni
minimalis szérasu torzitatlan becsléseket, de ez esetben a becsléseknek csupan
valamilyen lesziikitett osztalyaban. Tekintsiik pl. a kovetkezd feladatot: meg akarjuk
becsiilni az x(¢) sztochasztikus folyamat m atlagat, ha a folyamatrdl tudjuk, hogy
ko6zépben folytonos és létezik adott r(s, t) korrelacids fiiggvénye. Tekintsiik a linedris
becslések alabbi osztalyat

me= [Fn)x()t,

ahol f(r) négyzetesen integralhatd (a, b)-n. Az integralast akar az 1.3. szakasz
értelmében foghatjuk fel, akar pedig DooB szerint (ez utdbbi esetben olyan minta-
teret kell valasztani, amelyben az x2(r) folyamat D-integralhatd). Hogy az ebbdl
az osztalybol kapott becslés torzitatlan legyen, meg kell kdvetelni az

fh f(t)'dt=1 . :

feltétel teljesiilését. Ebben az esetben a szoras

b b
Em*—my= [ [r(s,0)f(s)f()ds dr.
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Bevezetve a folyamat r(s, )-magl integralegyenletének A, sajatértékeit és ¢, sajat-
fiiggvényeit (feltesszitk, hogy a {¢,} fiiggvények teljes rendszert alkotnak L,(a, b)-
ben), és felhasznalva a korreldcids fliggvény bilinearis elallitasat, kovetkezik

oo

E(m*—m)t= ] 1
1 v

|
|
\
|
ahol |
|
|
|

2
Cv

o= [fon0d, =12

2
v

.. c
Keressiik a

;| kifejezés minimumat a > c,a,=1 feltétellel, ahol
v 1

b
a,= [g,(0)dr.
A Scawarz-féle egyenl6tlenség felhasznalasaval konnyen ki lehet mutatni, hogy
ha > a?l, <, akkor
1

oo 2 oo 2 oo o
1=[Zea] =[S eal] =38 3an,
1 1 : 1 / 1

vagyis N
E(m* —m)? = — , ’
Sak,
1
ahol egyenl6ség csak abban az esetben kovetkezik be, ha
a,,
&=
Sar,
1
Legyen
N
21' a,d,@,(t)
)= —F5—
3 ayd,
1
és
N
b Sali, x,
m§= fX(l)fN(l)d[ = m+—1—N—7—’
a 2 ay Ay

1

ahol {x,} nulla varhatd értékii és 1 szdrasa korrelalatlan valdszinliségi valtozok
sorozata. Ha N a végtelenhez tart, akkor a becsléseknek ez a sorozata nyilvdnvaléan

1
dtlaghan konvergdl egy olyan m* becsléshez, amely torzitatlan és amelynek ————

: 2 @
A T




130 U. GRENANDER

szordsa a linedris becslések tekintett osztdlydban minimdlis (lasd GRENANDER [1]).
Ha ugy kivanjuk, ebb8l a sorozatbol ki lehet valasztani egy majdnem biztosan
konvergens részsorozatot is. Meg kell jegyezni, hogy a sorozat hatarértéke nem
mindig tartozik a becslések itt tekintett osztalydba. A becslés-osztalynak erre a
hétranyos tulajdonsagara kés6bb még visszatériink.

Tegyiik fel viszont, hogy Zazl =oo, Konnyen belathatd, hogy ebben az

esetben Iétezik olyan mj, reszsorozat amely majdnem biztosan az 1ga21 m-értékhez
tart, ha v — =0, Igy tehat — annak ellenére, hogy a folyamatnak csupan a korrelacios

fliggvénye ismeretes — megdllapithaté, hogy ha Za L, =0, akkor a szinguldris

esettel van dolgunk. A 4. 4. szakaszban lattuk, hogy a normalis folyamatoknal ez
sziikséges feltétele is a szingularis esetnek (ha csak pozitiv definit korrelacids
fliggvényekre szoritkozunk).

Amint ezt a 4. 6. szakaszban lattuk, az f,(¢) fuggvenysorozat egy L,(T)-beli
fiiggvényhez vald konvergilasa maga utan vonja az

b
[rs.0r@)di=1

integralegyenlet egy négyzetesen integralhaté megoldasianak a létezését. Mivel ez
ritkan fordul eld, kézenfekvsS -a linearis becslések

b

m*= [ x()dF(1)

tagabb osztalyat tekinteni, ahol F(r) korlatos variacidju fiiggvény, és az integralt
valamilyen megfelel6 modon (pl. KARHUNEN szerint) értelmezziik.
Az el6z6khoz hasonldéan megkoveteljiik az

b
Em*=m de(t): m

b b
E(m* —my= [ [ (s, 1)dF(s)dF (1) =min.

feltételek teljesiilését. Tegyiik fel, hogy F(t) kielégiti ezeket a feltételeket és legyen
o és fi két pont az (a, b) intervallumon. Ha

G=¢e(t—a)—e(t—p)

és O tetszbleges valds szam, akkor az F(r)+ G (¢) sulyfiiggvény szintén torzitatlan

becslést ad, mivel
b

[dtF@)+5G ()=

a

Tovabba az
b

[ r(s,00dE@) = R(s)

a
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jeloléssel

b b b b b
[ [ r@s, ydlF©) +8G@NdIF @) + 66 ()= [ [ r(s,1)dF(9)dF(1)+25 [ R(1)dG(1)+

b b ’
+6 [ [r(s,1)dG()dG (o).

Mivel az utobbi kifejezésnek 0 minden értékére nagyobbnak kell lennie az

b b
[ [r(s,0dF(s)aF ()
integralnal, szitkségszeriien teljesiilnie kell az

[ R@)dG®)= R - R(P)

feltételnek, tehat
b

R@e)= [rs,0)dF(t)=c

a

minden s€ 7-re. Nyilvanvald, hogy az utébbi egyenlet jobb oldalan levé allandd
éppen becslésiink szOrasaval, vagyis az m* linearis becslés minimalis szorasaval
egyenlg!.

b
Tegyiik fel masrészt, hogy F(r) kielégiti a fenti integralegyenletet és az f dF(t)=1
feitételt. Legyen H(t) egy masik korlitos variacigju fiiggvény (a, b)-n, amelyre
b

fa'H(t)=1, és legyen H = F+ G, akkor

fbfbr(s, z)dH(s)dH(t)=fbfbr(s,t)dF(s)dF(z)+2fbfbr(s, £)dF(s)dG (1) +

+ ffbr(s, 1)dG (s)dG ().

A jobb oldal utolsé tagja nyilvdnvaldan nem negativ, tovabba

ffr(s,r)dF(s)dG(t) = cfbd(;(t):().

Igy tehat bebizonyitottuk, hogy
D2 (mf) =D?(m¥).
1 Lasd e tekintetben még az 5.4. szakaszt, ahol ugyanezek az eredmények altalanosabb

alakban tetszOleges linearis becslések esetére adédnak.

.
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Mar kordbban lattuk, hogy az e=flt=sl korrelacids fiiggvény esetében (ez a
stacionarius Markov-folyamatnak felel meg, ha teljesiil az a jarulékos feltétel, hogy
minden val6szinlségi eloszlas normalis) nem lehet leghatékonyabb f(¢) fliggvényt
szerkeszteni L,(z)-ben a folyamat atlagara vonatkozd hipotézis ellendrzésére.

Ha viszont az
T

[eme-siarqy=

0o

I
2+ BT

egyenletet tekintjitk, konnyen belathatd, hogy az

e(t)+e(t—T)+ Pt
2+ BT

F(t) =

korlatos variacioja fiiggvény kielégiti ezt az egyenletet, és hogy

T
[arm=1.
]
Ebbol kovetkezik, hogy az
T
x(O)+x(T)+ [ x(2)dt
m* = °
21 BT

kifejezés m torzitatlan becslését adja, és szérdsa minimalis a becslések tekintett
osztalyaban. Késébb latni fogjuk, hogy normalis folyamat esetében ez a becslés a
becsléseknek egy sokkal tagabb osztalyaban is legjobb. ‘

Masodik példaként tekintsiink egy az (g, b) intervallumon megadott, id&ben
homogén ortogonalis (korrelalatlan ndévekményii) folyamatot, amelynek létezzék
az altalunk nem ismert m atlaga és amelynek a korrelacids fiiggvénye r(s, 1) =
=min (5, ¢) legyen. Ebben az esetben az

b
fmin(s, HdF(t)=c

integralegyenletnek 1étezik az
c
F = —_ pp—
() =e(t—a)-~
megoldasa, tehat a leghatékonyabb becslés
m* =x(a).

5. 3. A szamtani kozép szerinti becslés. A stacionarius folyamatok esetében az
5. 2. szakaszban vizsgalt feladatnak van néhany specialis sajatsaga. Ha a spektral
fiiggvénynek nincs szakadasa a 41 =0 pontban (azaz a spektralis energia a 1=0
pontban zérus), akkor az

T
1
* —
m 2T_fo(t)dt
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becslés, amely nyilvanvaléan torzitatlan, 7 —= esetén sztochasztikusan m-hez tart
(lasd az 1. 3. szakaszt), vagyis m* itt konzisztens becslés. Ennek a becslésnek, amelyet
szamtani kozép szerinti becslésnek fogunk nevezni, van egy masik optimalis tulaj-
donsaga is, amellyel ebben a szakaszban foglalkozunk. Lehetségesnek latszik a
kapott eredmény altalanositasa is; ezzel a szerz6 egy kés6bbi munkajaban kivan
foglalkozni.

Tegyiik fel, hogy a spektrum abszolut folytonos és 1étezik a h(4) spektralis
slriiségfiiggvény, amely folytonos a 4=0 helyen és korlatos. Tekintsiik az alabbi
tipusu torzitatlan becsléseket:

mi= [f@Ox@ydi;  [f@ydr = 1.
-T -T

10 =rs|4

helyettesitéssel ekkor
1 1
k= fg(u)x(uT)du; fg(u)du: 1.
1 . -1

A g(u) figgvény itt tehat azt a viszonylagos sulyt képviseli, amelyet a folyamat
kiilénbbzG r-khez tartozé értékeinek tulajdonitunk. A torzitatlan becsléseknek arra
a regularis osztalyara szoritkozva, amely a (—1, 1) intervallumon egyenletesen
folytonos és egyenletesen korlatos C fiiggvényosztalyhoz tartozé g(w) fliggvényeknek
felel meg,- ki fogjuk mutatni, hogy ebben az oszidlyban a szdmtani kézép szerinti
becslés aszimptotikusan minimdlis szordsi, ha T a végtelenhez tart. Pontosabban:
definialjuk a

T
1
ur=—— | x(t)dr
' 2T_fT

becslés hatékonysagat (,.efficienciajat™) az
inf D2m¥
_m*¢cC .
="
kifejezéssel (a hatékonysagnak ez a definicidja eltér a klasszikus elméletben hasznélt
meghatarozastdl, amennyiben a folyamatnak csupin a linearis tulajdonsagait veszi
tekintetbe). Ki fogjuk mutatni, hogy ey —1, ha T a végtelenhez tart. Legyen ugyanis
lim ey =e. Ekkor 1étezik olyan 7, - sorozat és olyan g,(u)€ C fiiggvénysorozat,

T oo
hogy a hozzitartozd m%, becslés-sorozatra érvényes a
D2my,
D x €
DZuy,
aszimptotikus Osszefiiggés v - esetén. Vezessilkk be a
1

n@®= [ eig, @

~1 .

O=er=1
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fuggvényeket. Ekkor

T, T,

D:(mi) = | | r(s,t)gv[Ti)arsdr= [ 1T, 12 h(2ydz=

f| vwwh[ ]

vV-T,-T,
V—m

A szamtani kozép szerinti becslésre ugyanilyen mddon a

1 fsin?
D2k, =?_f ”zl‘h[TL}du

egyenletet kapjuk, amelybdl a Fejér-féle magok egy tulajdonsagéinal fogva kovetke-
zik, hogy

T,D2yf, - nh(0)
ha v—=. A gv'(u) fliggvények egyenletes folytonossaga kovetkeztében ki lehet valasz-
tani olyan részsorozatot, amely a folytonos g(u) fliggvényhez tart. Ha feltessziik,
hogy ez mar megtortént, akkor a korlatos konvergenciara vonatkozdé LEBESGUE-
tétel szerint

1
[ 186 —g,()12du~0
-1

ha v, PLANCHEREL tételének felhasznalasaval tovabba azt kapjuk, hogy

[ 19 =212 du~o,

és

J ?v(u)‘/h(T v(u)Vlz du<H f 1940 = 7 (12 da 0

ha v—es. Enné]fégva

fm(u)IZh[ ]du— f|y(u)12h[ ]du»o

Azonban

[ lv(u)lz[( ] h(O)]d#‘

|ul<eTy

f Iv(u)lZH ] h(O)]du
|u|zeT,,

|2h( )du ho [ Iv(u)lzdul

o+
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¢és ha ¢ értékét olyan kicsire valasztjuk, hogy |A(y) —h(0)] < legyen ha [u| <e, és.

azutan 7,-t olyan nagyra valasztjuk, hogy f [y(1)?du <6 legyen, akkor

lul=eTu
flvv(#)lzh[ ]du—>h(0) fw(uwdu
ha v —>=0. Azonban PLANCHEREL tétele szerint
o 1
[ir@rdu=2n [ 1g2du,
e -1
tehat a ScHwarz-féle egyenlStlenség értelmében

e=2 —jlg(u)lzdu = {_‘[llg(u)ldu}zz {—‘/:g(u)du}zz 1.

Az e mennyiség definicidjanal fogva azonban csupan az egyenlGség lehetséges, tehat
allitasunkat bebizonyitottuk.
Ennek az eredménynek a legfontosabb kovetkezménye az alabbi

o=t o

tipusu becslések kozott — ahol g(u) a (—1, 1)-ben definidlt olyan fiiggvény, amelyre
1

KOROLLARIUM: Az

[ gWdu=1, ésamely fiiggetlen T-t6] — nem lehet taldlni a szdmtani kozép szerinti

-1
becslésnél aszimptotikusan hatekonyabb becslést.

A fenti bizonyitas tovabba azt is kimutatja, hogy e becslések koziil a leghate-
konyabb ténylegesen azonos a szamtani kdzép szerinti becsléssel.
Megjegyezzitk, hogy a g, ()€ C feltételt nem lehet elhagyni anélkiil, hogy
ugyanakkor ne sziikitenénk valamiképpen a tekintett folyamatok osztalyat. Vggyﬁk
t

ugyanis példaképpen azt a folyamatot, amelynek korrelacids fiiggvénye e 2. Ha

ennek a folyamatnak észleljiik egy realizacidjat tetszGleges nem elfajult intervallu-

mon, akkor ismerjiik a realizdciot ¢+ minden értékére, mert ez a folyamat analitikus

minden z-re. Ezért a realizacio tetsz8legesen kicsi szakaszon ismert értékeibdl kiin-
A

dulva képezhetjik az A / x(t)dr kifejezést, amely a folyamat spektrumanak
—-A

folytonossaga miatt A —< esetén atlagban az m igazi értékéhez tart. A szamtani

ko6zép szerinti becslés efficienciaja tehat ebben az esetben nulla az Gsszes linearis

becslések osztalyaban.
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5. 4. Doob-féle elemi folyamatok. Lattuk, hogy a folyamatok atlagira vonatkozd

becslések vizsgalatanal sokszor nem volt elegend8 csupan f x(t) f(t)dr tipusn becs-

lésekre szoritkozni, ahol f(f) négyzetesen integralhaté fiiggvény, hanem az el&bbiek-
ben Stieltjes-integralokat is be kellett vezetni. Ezért sziikséges, hogy ezt a kérdést
mas szempontbdl is megvizsgaljuk.

Tegyiik fel, hogy ismerjiikk az y(t) = m+x(t) folyamatnak az (a, b) id6-
intervallumban észlelt értékeit, és legyen Ex(¢)=0. Keressitk m-nek egy minimalis
szorasu torzitatlan becslését. Ha m* torzitatlan becslés és

m* = L.i.m. my; 2’ &Py ™y, 1€ (a, b),

n—oco

akkor
. (m
Emf=m Z oy —»m, ha n--oo,

Ebben az esetben tehat

m* = l.i.m. {2’ Py + [ 2 c(")] y(a)},

n— oo

mert a szogletes zardjelben levd kifejezés zérushoz tart, ha #n—-<-, Ilyenképpen
minden torzitatlan linearis becslés

Sy
1

.alaku véges Osszegek hatarértékének tekinthetd, ahol 2’ A =1.

Tekintsitk most a
2 ex(t,)
1

alakll valdszinliségi valtozok altal alkotott M, L,(X; a, b) halmazt, ahol

De,=1; t,€(@b); v=12,...,n

1

Ennek a halmaznak 4tlag szerinti konvergenciaban valé lezarasaval egy 0 Mc
< Ly(X; a, b) halmazt kapunk. Mivel az M halmaz nyilvanvaléan zart es konvex,
létezik legalabb egy olyan u* eleme, amelyre

[l = inf||z].
ZEM

Konnyen ki lehet mutatni, hogy valdjaban csupan egyetlen ilyen elem létezhetik.

Legyen ugyanis pf egy masik ilyen elem. Ekkor

¥+t |2

2

T O R o7 S
= b P 2R < 2,
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ami ellentmond p* definicidjanak. igy tehat a torzitatlan linedris becslések osztdlyd-
ban létezik egyetlen minimdlis szordsu becslés.

Jeloljiik ezt a becslést m*-gal és tekintsitk az Em*x(r), a=t=b, kifejezést. Ha
Em*x(a) #Em*x(f); a=a, f=b,
akkor bevezetjitk az '
mt = m* +¢[x () —x(B)]

becslést, amely szintén torzitatlan. Ebben az esetben
It —m))2 = lm* — m2 + 2RelE fm* — m] [ x () — x (B} + lel? |1x (@)~ x (B2,

tehat lehet valasztani olyan ¢ értéket, hogy Dmi <Dm* legyen, ellentmond m*
definiciojanak. Kovetkezésképpen az Em*x(t) fiiggvénynek dllandé értéket kell fel-
vennie minden az (a, b) intervallumhoz tartozo t esetében:

Em*x(t)=c; 1€ (a,b).

Mivel azonban m* = 1.i. m. my, ahol

n—roo

n
mi= ey ("),
1
kovetkezik

D2m* = [m* —m|? = im E(m* —m)(mi—m) = lim Em*(mf—m)=c > " =c,
n—roo n—oo 1
tehat a ¢ dllandé egyenlé az m* becslés szérdsdval.
Megjegyezziik még, hogy ennek az egyenletnek a megolddisa mindig megadja az
egyértelmiien meghatdrozott legkisebb szdrdsu torzitatian linedris becslést. Ugyanis ha

Em*x(1)=c }
, a

- =t=b,
Emix(t)=c,

akkor a c=¢, egyenlBségbdl kivetkezik, hogy |m* —m,||2 = 0, vagyis hogy a két
becslés egybeesik. Ha viszont ¢ #¢;, akkor mindig feltehetjiik, hogy ¢ =0, ekkor
azonban nyilvdnvaléan
mt= 29 m*,
c

és abbdl, hogy mindkét becslés torzitatlan, kozvetleniil kovetkezik ¢, =c.

Alkalmazzuk az itt kapott eredményeket a stacionarius folyamatoknak egy
Doog altal bevezetett fontos osztalyara [5]. Itt csupan ennek az osztalynak a reguléris
(nem-determinisztikus) tipusu folyamataival kivanunk foglalkozni, vagyis feltessziik,
hogy a folyamat korrelaciés fiiggvényét el§ lehet allitani az

oo

@
. — itd
r0=Je PR R (7) kSN

—co

4 1II. Osztaly Kozleményei XV/2




138 U. GRENANDER

alakban, ahol a nevez8ben lev8 polinom egyiitthatdi valdsak és a A, zérushelyek
mind a felsé félsikban helyezkednek el:

a, (i + ... +ag=a,i" [[ (A—1,).
1

Ugyanezt a folyamatot el lehet allitani egy allando egyiitthatdju linearis differencial-
egyenlet megoldasaként is, (KARHUNEN [2]). Ha n=1, akkor olyan folyamatot
kapunk, amelynek a korrelacids fiiggvénye e—Fitl,

Kozvetleniil belathat6, hogy a tekintett folyamatnak léteznek a derivaltjai az
(n —1)-edrendii derivaltig bezarélag (az aAtlagban valé konvergencia értelmében).

Tekintsiik az
T

n-1
S {2, x00) + B,x (D)} +a, [ x(s)ds
0 0
* — :
" 2a, + agl
becslést, ahol x(t) a megfigyelt folyamat, és
a, = (— l)vav+1}
, 1,....,(n—1).
ﬁv=av+1 ( )
Ilyen becslés mindig lehetséges, mert
: B Ay ;| & Ay

e .a . . oz . .
ahonnan kitilinik, hogy za—‘ (ap #0) képzetes része pozitiv, tehdt a, és a, azonos
0

elgjeliiek, és igy a becslés nevezGje nem lehet zérus. A becslés nyilvanvaldan torzi-
tatlan, és ki fogjuk mutatni, hogy egyszersmind a szdérasa is minimalis. Tekintsiik
az

T
n—1
2 {avr(“)(—l)+/3vr(")(T_’)}‘I'aofr(s_t)dt
* ——:—_——— = 0 °
EI‘N [x(s)—m] 2a,+a,T
kifejezést. Azonban
drr(t) d"-1r(t) G2+ -+
drr () _ 5 n 7=
i ta, drn-1 t.tao= f [an(i).)"+...+a0]2d
< . dA
— ell/.

= @i [JO-A)
ahol a jobb oldal #=>0 esetében CAUCHY tétele szerint azonosan zérus. Hasonld-
képpen kapjuk ¢t <0 esetére, hogy

drr(t) d"1tr(t)
W gr et gt

+ ..+ (= Dagr()=0.
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fgy tehat
T . - .

T
aoofr(s—t)ds:aoling {Of rs—n)yds+ [r(s—1t)ds= lim {ay [r(—) (- 1)] -

t+e

—ay[r' (=) —r'(=D]+ ... +(=1)"* 1 a,[r®D(~e)—r®=(=1)] —a,[r(T —t)—r(e)]—
—a, [ (T—=1t)—r'(]—... ——a,,[r("'l)(T—t)—r("‘l)(s)]}=2a1r(0)+ 2a;r”(0)+ ...

e 2a,r VOV —a (=) —ayrT—t)+ayr’ (=) —ar' (T—1)+ ...
e+ (—DPa,r V(=) —a,r V(T 1),
ahol y=n, ha n paratlan és ¢ = n—1, ha n paros. A fentiekb8l kovetkezik, hogy

2a,r(0)+2a,r" (0)+ ... +2a,r#=1(0)

Em*[x(¢t)—m]= 2.t agT
0

=konst.

A jobb oldal itt nem fiigg #-t6l, amibsl kovetkezik, hogy m* valéban megadja az
egyetlen minimdlis szordsu torzitatlan becslést. A szords meghatarozasira csupan az
utobbi egyenlet jobb oldalin szerepl6 allando értékét kell kiszdmitani. Az r(r)
szamara megadott két differencidlegyenletet — A4 és A hatarok kozétt integralva, és
tekintetbe véve, hogy r(£ A), r'(£ A4), ..., r"~ (% A) a Fourier-egyiitthatdkra vonat-
kozd LEBESGUE-tétel szerint nulladhoz tart, ha 4 —<, azt kapjuk, hogy

4
2a,r(0)+2a3r"(0) + ... + 2a,r*-V(0)= lim g, fr(t)dt.
Ao

—A
Igy tehat a fenti leghatékonyabb becslés szérasa

1
agy 27[0—(2)‘ It

2a,+a,T  ay(2a; +a,T’

5. 5. Tisztan nem-determinisztikus folyamatok. Lattuk, hogyha a folyamat egy
realizacidjanak egy A hosszusagu szakaszon vald ismerete alapjan extrapolalni
tudjuk a folyamat értékeit minden mas idGpontra, akkor a folyamat A-nal hosszabb
idGszakaszon végzett megfigyelése alapjan az atlag szamara szerkesztett, szimtani
k6ézép szerinti becslés hatékonysidga nulla. Ennek az eshet§ségnek az elkériilése
végett kozelfekvG a vizsgadlatot olyan sztochasztikus folyamatokra korlatozni,
amelyek regularisak, mas széval ,.tisztan nem-determinisztikusak™ (ilyen folyama-
tokrdl 1asd pl. HANNER [1] és KARHUNEN [4] 2). Ebben az esetben a folyamat spektral
eloszlasfiiggvénye abszolut folytonos €s azzal a tulajdonsaggal bir, hogy létezik
olyan abszolut értékben négyzetesen integralhatd f(4) fiiggvény, amelyre

LfD1* = F'(2)

2Maganak a reguldris folyamatnak a fogalmat KoLMoOGoORoOV vezette be eldszor [1*]. Lasd
még Doos [1*], XII. fej.

4*
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és ahol a

A
g@=Lim. V—;_ [ ewrf(zydz

T _4

fiiggvény a negativ féltengelyen mindeniitt nulla. Feltesszitk még ezenkiviil, hogy

2 kis értékeire
fA) =1, +f1/1(1 +0(4)),

ahol f, valos és zérustdl kiilonbozé.
Tekintsiik A filiggvényeinek azt a Hilbert-terét, amelyben a belsG szorzatot a
k6vetkez8 kifejezés adja meg:

@)= [ oMIDIG (),

ahol

G(2) = F(A)+e(A).
Ebben a térben a
_e-itr_1

e—iTA

Hiy=— IO IO

fliggvény, ugyszintén az e**, —T=t=T, figgvények nyilvinvaléan véges nor-
majiak. Hilbert-teriinknek az et4, — T=r=T fiiggvényeken kifeszitett alterét jelol-
jiikk A,(T)-vel. Legyen
R 1 1
mf@)  fO) e e L fO) ()
—iT4 iT A J
7 T for ¢ 7

Ekkor a H,, H,, H; figgvények mindegyike véges normajd, azonkiviil

H(l)=e

=H,(}) + H, () + H; (3).

T

1 .
szm_felﬂtdfé)uz(T).

T

Legyen
{HT,T=PAZ(T)H1»
H?;,T:P}.Z(T)HS
és
HY(A)=Hf +(A)+ Hy (W) + H3 1 () € 4,(T).
Ha

oo

x()= [edz()

—oo

az x(t) folyamat spektralis felbontasa, akkor

oo

Sy =m+x(t)= fe""‘-dZ’(}t),

-~ oo
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ahol
Z'(4) = Z(X) + me(2).

Az y(t) folyamatnak a (—7, T) intervallumon tortént megfigyelése alapjan meg
lehet szerkeszteni az

ms= [ HE(Rdz ()
becslést. Ha ugyanis -

Hi(A)1.i.m. ZC‘") ), —T=t"=T,

noos

akkor nyilvanvaléan

mo=lim. Z Dy (™).

n—oo

Ebben az esetben

Enm§ =mH¥(0)= m[Hi‘,T(O) + H,(0)+ Hf{T(O)].
Azonban az

[f(i) £0)

| .
fiiggvénynek Hi (1) projekcidja az {e'(”')’1 —T=t=T} elemek altal kifeszitett
altérre nyllvanvaloan egyenl$ az e'T2HT r(1) fiiggvénnyel, ezért T—oo esetén egy
Hi .(A) hatarértékhez tart. fgy tehat

(Hy,)=Hf,)=e"T*H{,r(D)—e 'T*H{,. (1), D)+
+(e T *H{.,1).

T — o esetén az egyenlet bal oldalanak a hatarértékét kozvetleniil ki lehet szdmitani:

(Hi,1)= le().)dG(A):

IfD12

SR —
/ f(o) e~ iTid) + H,(0)~H,(0) = ;;

De a jobb oldal els§ tagja T—<- esetén zérushoz tart:
[(e~"T*H, r—e T H, ., DI=|1]-1Hir— Hi -0,
a masodik tag hatarértéke pedig:

(emiT*H, ., 1)= fH;,,,(;.)e—i“|f(;.)|2d).+ Hi,w(Oﬁ» Hi,.(0).

Igy tehat
lim Hf 7(0)= lim H{ 1(0)= H} .= H, (0).

T oo T oo
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Hasonléképpen lehet bizonyitani, hogy
lim H% 1(0) = H;(0).

Tooo
A fentiekbél kovetkezik, hogy az alabbi kifejezés a folyamat atlaganak torzitatlan
becslése:

[ Hi@yaz )
m* = - )
HE20)+ ot H3.1(0)

(a nevezd kiilonbozik nullatdl, ha T elég nagy). Ki fogjuk mutatni, hogy ennek a
becslésnek a szérasa minimalis.

Ugyanis Em*m = E[m* —m]x(1) .
és
[Hl r(0)+ f(0)+H3*,T(0)]E[m*—m]m= fH?*().)e‘"‘F’(l)dl:

= [Hi®e #dG () — Hr© = [ HX)e dG (1)~ HF (0)=

- f e~its H(3) F' (A)d2 + H(0)— H7(0).

— oo

Legyen most
@)= [ H(A)e"F (3)da.
Ekkor —T=t, t,=T esetén o

Fei(=T—12)i _ gi(=T—11)% P elT—12)4 _ gi(T—11)4

ne)—n(t)= Z . foydi~ [ - Fyda.
A jobb oldal els6 tagja itt PLANCHEREL tétele szerint:
. —-T~t2
I
— a da=0,
= 8@
mert a fenti feltétel értelmében
-T=t,
_T§t1 .

Ugyanigy lehet kimutatni, hogy a masodik tag is nulla, mert

1=T.
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n(t)=C(T) ha —T=t=T,

tehat m* csakugyan minimalis sz6rasi becslés. HasonlOképpen lehet kimutatni,
hogy C(T) valoban fiiggetlen 7-t6l.
Szamitsuk most ki, mekkora az m* becslés szorasa. Tekintsitk a

Ezért

¢ sin 2 .
y Re f(A)d?

—0

c= [H@OF (da=2i [cos Tiwdi—m

kifejezést. A jobb oldalon azelsé integral nullahoz tart, ha T —< (mert integrélhaté
fiiggvénynek a Fourier-transzformaltja), a masodik tag hatarértéke pedig — 2inf(0).
lgy tehat az m mennyiség legjobb torzitatlan becslésének a szérdsa

—2if(0) 7 + H(O) Hi(0) _7f(©)? _nF (0)

DZm* = =
T T
HY T(O)+ +H§,T(0)

if(0)
Ezzel bebizonyitottuk, hogy a regularis (tisztan nem-determinisztikus) sztochasztikus
folyamatok itt vizsgalt osztalydnak az esetében az aritmetikai k6zép szerinti becslés
aszimptotikusan efficiens a linearis torzitatlan becslések osztialyaban (és nem csupan
az 5. 3. szakaszban vizsgalt sziikebb osztalyban).

5. 6. A becslések efficienciaja. Ebben a szakaszban és a kovetkez8 szakaszokban
a maximum likelihood modszerrel fogunk foglalkozni. Habar altalaban ennek a
moddszernek az atvitele lehetséges a folytonos id§-paraméterii sztochasztikus folya-
matokra, néhany igen érdekes és mélyrehaté bonyodalom vetddik fel. Ezeknek
a problémaknak a megoldasit az 5.7—5.9. szakaszokban fogjuk elGszor meg-
kisérelni.

Itt is feltessziik, hogy az a paraméterre (amely az A4 intervallumbol veszi érté-
keit) a regularis eset all fenn, tovabba feltessziik, hogy az f(w, o) likelihood fliggvény
majdnem biztosan differencidlhatd, és a derivalt eleget tesz a

of (@,%)
da

<F(w)

feltételnek, ahol F(w) egy véges szorasu valoszinliségi valtozo (a P, valodsziniiségi
mértékre nézve), és ezenkiviil
[a log f (o, oc)]2 _

oo -

Vizsgljuk az o paraméter véges szorast a*(w) becsléseit; ebben az esetben SAKS
[1] kényve 15. 1. szakaszaban talalhatd tétel alkalmazasaval ennek a szordsnak a
minimdlis értékére egy olyan kifejezést lehet levezetni, amely hasonlé a véges dimen-
zidszdmii esetben kapott kifejezéshez (lasd CRAMER [4]).

Legyen a becslésiink torzitott és a torzitas nagysaga legyen b(«), akkor

a+b(@) =E,a* = Eo[o* () f(w, o)]

és 1+ d’;i“) = E, [a* () 2L (a(: 2 ]

E

x
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(ez utobbi egyenlet jobb oldalan az integral alatti kifejezés abszoltt értékben nem
nagyobb az |a*(w)|F(w) mennyiségnél, ez utdbbi kifejezés viszont a SCHWARZ-féle
egyenlGtlenség értelmében integralhaté a P, mértékre nézve). Hasonloképpen
kapjuk az

1=E,1=E;f(w,®)

of (w, a)]
oo

és 0=E, [
egyenleteket. Igy tehat
(1 + db] = [Eo(a* VA “)] =Eof (* —2) (o, a)]EO[[QI—Ogﬁ‘&—@J flo, oc)] -

dx o ox

2
=E,(a* —2)?E, [(ﬂogf] ,

oo

14 )
do

E, [_‘3 log /@, a)Jz :
ou

amibdl kovetkezik, hogy

E, (0* — o) =

Mellékesen megjegyezzilk, hogy ha ezt az eredményt hozzarendelt valdszinliségi
valtozdkkal bird pontfolyamatokra alkalmazzuk (amelyeket a 3. 1. szakaszban
ismertetett modon koordinataikkal adunk meg), akkor olyan eredményt kapunk,
amely formalisan analdég WoLrowiTtz-nak [1] a szekvencidlis becslések minimalis.
szérasira vonatkozo tételével.

Konnyen belathatd, hogy a legutébbi Gsszefiiggésben az egyenlGség esete akkor
és csak akkor kovetkezik be, ha

A !

Ebbsl, ugyantgy mint a klasszikus esetben, kovetkezik, hogy ha egyaltaldban
Iétezik efficiens becslés, akkor el§ lehet allitani a maximum likelihood egyenlet
egyetlen, nem azonosan allandd megoldasaként.

Példaképpen vizsgaljuk az 5. 2. szakaszban targyalt becsléselméleti feladatot és
tegyiik fel, hogy normalis folyamattal és a regularis esettel van dolgunk. Ez esetben
a likelihood fiiggvény !

m2 oe 2 oo
52 a+mZa, Ay x,

flo,m=e ~* ' ,

amely kielégiti a regularitds minden feltételét. Ha m* az m paraméternek véges
szorasu torzitatlan becslése, akkor a fenti eredménynek megfelelGen

1 I
Em[favzvxv—mf},vag]z Saz,
1 1 1

2 3k
D2m* =
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Mivel azonban a jelen esetben

oo

>a,h,x
a1 , Li Hv iy ity o
_Og%ﬂ =m I”—,—n‘l Z’a%}_v’
>aid !
1
tehat az alabbi efficiens becslést kapjuk:
2 aVAV xv
m* =-L ,
a i,

amely eredményt kozvetlen szamitassal sem nehéz igazolni.
Kiilonosen érdekesek szdmunkra a normalis stacionarius Markov-folyamatok..
Ez esetben m H m? T
= [x(0)+x(T)+ﬂ 6[ x(t)dt] -5 (1 +7)

So,m)=e

és a fenti modszerrel az alabbi alakd minimalis szordsi torzitatian becslést kapjuk:

T
x(©)+x(T)+ B [ x(t)dr
0

24+ BT

Igy tehat ez a becslés ilyen értelemben a legjobb az Osszes véges szOrdsu becslések
koziil.

5.7. A maximum likelihood médszer. Majdnem ugyanolyan mddszerekkel, mint
a véges dimenzidju esetben, bizonyitani lehet a becslések szidmos altaldnos tulaj-
donsagat, pl. azt, hogy ugyanannak a paraméternek két efficiens becslése feltétleniil
1 valdsziniiséggel azonos. Hasonld moddszereket lehet alkalmazni tobb paraméter
egyidejli becslésének az esetére is. A maximum likelihood mddszernek a sztochasz-
tikus folyamatokra valé alkalmazdsakor azonban néhdny 0j nehézség meriil fel.

Kezdjiik az alabbi eredménnyel, amely viszont még nagyon konnyen bizonyit-
haté. Tegyiik fel, hogy teljesiil az alabbi hirom feltétel:

0" log f(w, &)

m* =

1. A o derivaltak, v=1, 2, 3, majdnem biztosan Iéteznek.
2. Minden € A esetén érvényesek a

of o*f |63 log f

\£|<Fl(w)a 2az <F(0), “owd <H(w)

egyenlStlenségek, ahol EyF; <oo, E F, <= és E H <k.
. 1
3. Minden a€A esetén E, ( 66(;gf
Tegyiik fel, hogy ismerjitk a folyamat N fliggetlen realizicidjat, és ezeknek a
realizdcioknak az alapjan keresiink becslést a-ra. A megfigyelt realizaciokat az
Wy, Oy, ..., 0y szimbolumokkal jelolve, vizsgaljuk a megfelel§

Sy, @3, o x5 0)- = flog; 2) floy; o). floy; 2)

2
] pozitiv és véges.
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likelihood fiiggvényt. A jelen esetben ki lehet mutatni, hogy a

610gf(w1,w2, ---awN;a)
=0
O

likelihood egyenletnek létezik o*(w,, w,, ..., @y) megoldasa, amely az o« paraméter-
nek N — = esetére konzisztens, aszimptotikusan normadlis és aszimptotikusan efficiens
becslése.

Ennek az allitasnak a bizonyitdsa pontosan ugyanolyan, mint a CRAMER [4]
kdnyvben az 500—503. oldalakon talalhaté megfelel§ bizonyitas.

Az eredmény szemléltetésére tekintsiik az EINSTEIN [1] 4ltal kavicsoknak folyo-
mederben torténd mozgdsara alkalmazott sztochasztikus folyamatot. Figyeljiink
meg a (0, 7) idGintervallum folyaman egy bizonyos kavicsot; minden egyes id&-
pontban kétféle lehetséges allapot kozill az egyik allapotban fogjuk taldlni: vagy
mozog, vagy pedig mozdulatlanul fekszik a meder fenekén. Tegylik fel az egyszeriiség
kedvéért, hogy a mozgés egyes ugrasokbdl tevddik Ossze, éspedig gy, hogy minden
egyes ugras elhanyagolhatéan kicsi idG alatt torténik (azaz pillanatnyinak tekint-
het8). Tegyiik fel tovabba, hogy a t =0 id6pontban a kavics mozog. A t6bbi olyan
t,, 15, ..., 1, id6pont, amikor a kavics mozog, legyen rogzitett 1/& siirliségii Poisson
eloszlasu a (0, T) intervallumon. Kénnyii beldtni, hogy 4 az atlagos nyugalmi id8.
AOQ,1t, ..., t,id6pontokban torténd ugrasok alkalméaval megtett tdvolsigok legyenek
Xo» X1, .. X, (lasd az 1. abrat). Legyenek itt az x; tavolsagok fuggetlen valdszinii-
ségi valtozdk, amelyek csak pozitiv értékeket vehetnek fel 1/€-e~*/¢ valdsziniiség-
siirliséggel, ahol a ¢ paraméter egy ugras atlagos tavolsagaval egyenlS. Tegyiik fel,
hogy ismerjiik N kitllénboz8 (azonos méretil) kavicson végzett N megfigyelés ered-
ményeit, és ezeknek az adatoknak az alapjan akarjuk a ¢ paramétert megbecsiilni.

+

1. dbra

Az Xxo,1, Xy, .5 t,, X, koordinatatérben a valOszin{iség-siirliséget a dx,...dx,
dty...dt, térfogatelembe vald tartozas valdsziniliségével adjuk meg:

_In—in-t 1 _Xn _T—Tn
e ? dt"-{e Sdx,e ? =

1 -2 - 1

— 4 — 4 —

7 e ¢ dx, 3¢ dty ... 3
_x T

=¢-0+rDe S P-me Pdx,...dx,dt; ... dt,,
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ahol az X = xy,+x; + ... +x, jelolést alkalmaztuk. A kiilonb6z8 realizicidknak
megfelel§ koordinatakat az i=1, 2, ..., N indexekkel szamozva az Gsszes realizicio-
kat jellemz8 koordinatatérben a valdszinfiségs{irliséget az alabbi alakban kapjuk
meg:
—g(m+1) sk g _AT
é 1 e 1 ¢ ?9 1 e Y .

Ennek alapjan konnyen meg tudjuk hatdrozni az X mennyiségnek (a kavics Ossz-
elmozdulasanak) a valdsziniiségeloszlasat. Itt csupan az eloszlas els§ négy momen-
tuméra van sziikségiink, amelyek:

alzf[l-i-—g] ~

T T°
a, = &2 2+4§+WJ
T T T3
oy = &3 6—{—1879 ~‘.‘9*192 +T93J
T T2 T3 T
0y = 64 24+96—19+72—792‘+16—293 + 794J

T
Hy = &2 1+2‘]

9
T
py =& 2+65]

T 72

ahol a szokasos modon a kozonséges momentumokat o;-vel és a centralis momentu-
mokat p;-vel jeloltik. A & paraméter maximum likelihood becslése igen egyszer(i:

NT

P =—
on
1

N
Ha > n; =0, akkor nyilvanvalban §* = ==, azonban ennek az esetnek a valdsziniisége

1
nulldhoz tart, amikor N — <o, tehat ennek a lehetGségnek csekély a gyakorlati jelen-
tdsége. A 9*-ra kapott kifejezésb6l kovetkezik, hogy

i % ")
1

VN (&* — 9= — >
N

2
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ahol az n; mennyiségek Poisson-eloszlasu fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk T/&

: . fret . [ T o
atlaggal. A centralis hatareloszlastétel értelmében az V—]VZ '71'_5] mennyiség
1
eloszlasa aszimptotikusan normalis 0 atlaggal és T/% szdrassal. Mivel N — <o esetén

IN
az NZ”:‘ mennyiség valdszinliségben 7/#-hoz tart, ezért (a CRaMER [4] kényv
1

20. 6. szakaszdban megadott tétel szerint) a #* becslés aszimptotikusan normalis,
1 93
@ atlaggal és nagy N értékek esetén kozelitSleg N% szorassal. A becslés effi-

ciencigjanak a kiszamitasira megjegyezziik, hogy

E, (6 log f(w, 19)) — K, (n T]Z_ T

o0 9 92) T g3

amibél koézvetleniil belathat6, hogy #* aszimptotikusan efficiens becslés. A folyamat
koordinataiként itt az ugrasok idSpontjait és hosszasagait haszniltuk; de a kiilon-
boz8 realizaciok adataibol megszerkesztett legjobb becslésben csupan a megfigyelt
ugrasok szdma szerepelt. EINSTEIN [1] munkdja szerint csak az X, X5, ..., Xy val-
tozdkat figyelték meg; a hordalékok vizsgalatanal az n; mennyiségeket feltehet8leg
nem 1s tudjak megfigyelni. Amennyiben ugyanennek a folyamatnak masféle alkal-
mazéisainal ez a megfigyelés lehetséges volna (habar esetleg nehéz), érdekes meg-
vizsgalni, hogy milyen mértékben cs6kken a & paraméter becslésének az efficien-
cidja, ha csupan az X; értékeket figyelik meg. Vizsgaljuk a ¢ paraméternek az X;
értékek alapjan szerkesztett kdvetkezd becslését, amelyet EINSTEIN a momentumok
médszerével allitott el8, ([1] p. 38):

'190 = T _1_:_1 Py
_m
a3
ahol
1 N
al—N;'Xi

1 N
m2:]—V~21:Xi2—[li2.

A §%— 9 kulonbséget a minta-momentumok H(a,, m,) fiiggvényeként tekintve,
azt kapjuk, hogy :

21428
H (o 1) =0 paay)~ 020
oHY 93 | 32460
() =- =0+ ey ~SCED
oH 53 ' 4(84 320+ 802
() =55 +0 pamy) ~ ST 0L,

ahol 8= r ¢és a O-indexszel azokat a mennyiségeket jeloltiikk, amelyeket az a, = a;
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€s m, =y, értekeknek a zardjeles kifejezésekbe vald helyettesitésekor kapunk.
A jobb oldali oszlopban a u kifejezések a zarojelbe irt mennyiségek centralis momen-
tumait jelentik. A CRAMER [4] konyv 28. 4. szakaszaban megadott tétel alkalmazasaval
konnyen ki lehet mutatni, hogy a #*—& mennyiség eloszlasa ebben az esetben
.aszimptotikusan normalis O atlaggal és

96
]—V?F (1+ 60+ 1002 + 803 +204) szbrassal.

gy tehat az EINSTEIN-féle becslés efficiencidja
03
1460+ 1002+ 863 +26*

Tekintsiik még a kovetkezd, az elGbbivel rokon sztochasztikus folyamatot, amely
az orvosi statisztikanak egy problémajival kapcsolatban fordul eld.

Vizsgaljuk valamilyen A jelenség eléfordulasat vagy hidnyat egy intervallumon,
amelyet szokas szerint (0, T)-vel jeloliink, noha az adott esetben a paraméteriink
nem idét jelent, hanem egy egyenesen mért tavolsag-koordinatat. Tegyiik fel, hogy
t =0 esetén az A* eseményt észleljiik (vagyis az 4 eseményt nem észleljiik). Legyen
a mintateriink olyan fiiggvények tere, amelyeknek az értéke altalaban csak 0 vagy 1
lehet (éspedig 0 az 4* és 1 az A észlelésekor), £ =0 esetén pedig csakis 0 lehet. A folya-
mat koordinatéi legyenek az n, n,, 1y, t5, ..., t,, +,, SZamok, ahol ¢; az allapotval-
tozasok idSpontjait jelenti, n; az A allapotok kezdeti idS8pontjainak a szamat, 7,
pedig ugyanezen allapotok vég-idGpontjainak a szdmat jelenti. Nyilvanvald, hogy
vagy n; =n,, vagy pedig n, = n,+1, attol fiiggben, hogy a t=7T idSpontban az
A* allapotot, illetve az A4 allapotot észleljiik-e. Tegyiik fel, hogy az A* (illetve A)
intervallumok hosszanak a siir(iségfiiggvénye Pe=f, t=0 (illetSleg ae~*, t=0).
Ekkor a koordinatatér egy térfogatelemébe vald tartozas valdsziniiségét a kovetkezo
modon kapjuk meg:

e(¥9) =

e—p!lﬁdtle—“('z—’l)adtz e e“”("‘l“’z_‘"l*"r1)otdf,,l+,,ze‘ﬁ(T""1+"z)=
=eBpre-gradt, . dt, 4,
az ny =n, esetben, és
e~ Pt fdr, ... e=T~tniend) = =BV fme—edgmady ... db, ,.,

az n; = n,+1 esetben.
Itt az alabbi jeloléscket vezettiik be:

]’ == t1+13_12+...+T—‘tn1+n2,
I" =ti+ts—t2+ .. Flytn, ~tatny—1»
ro= 12_t1+"'+Tn1+n2_tn1+n2—1)
M =t—t;+.. +T—t 4,
Bevezetve az Osszes A* intervallumok L Osszesitett hosszlisagit, latjuk, hogy az

€ls6 esetben L =/", és a mésodik esetben L =1/". Hasonlé osszefiiggések érvényesek
az A intervallumok A 0Osszesitett hosszusagara. Igy tehat mindkét esetben

Prie=Flomze=2Adt, ... dty in,
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alakban lehet a valoszinfiiség-eloszlast felirni. A kisérletet N-szer, egymastol fligget-
leniil elvégezve, a kovetkez6 maximum likelihood becsléseket kapjuk:

N N
;’nl,i ?nz,i
Br=—% ’ wr =y .

A becslések nevez8jében szereplG mennyiségek azt az Osszesitett id6t adjak meg,
amelynek folyaman az éppen meglevs allapotnak (4* az elsS esetben, A a masodik
esetben) az ellenkez§ &llapotba vald atmenete varhatd, a szamlaldkban levé kifeje-
zések pedig megadjik azoknak az eseteknek a szamat, amikor ilyen valtozés toriént.

5. 8. Metrikus tranzitivitdis — konzisztens becslések. Eddig azt az esetet vizs-
galtuk, amikor a folyamatnak N fiiggetlen realizicidja volt megfigyelhetS. Kimutat-
tuk, hogy ekkor a maximum likelihood médszer segitéségével olyan becslést lehet
szerkeszteni, amely aszimptotikusan konzisztens ¢€s asszimptotikusan efficiens, ha N
végtelenhez tart. Abban a fontos esetben, amikor a folyamat stacionarius, azt lehetne
remélni, hogy a maximum likelihood mddszerrel a folyamat egyetlen T hosszisagu
realizacidjabol is kaphatunk ilyen becslést, feltéve hogy T a végtelenhez tart. Ez a
gondolat kozelfekvs, mert ha T nagy, akkor a (0, 7') intervallumot fel lehet osztani
nagy szami 7, intervallumra, amelyeket mds I; intervallumok valasztanak el egy-
mastdl, éspedig Ggy, hogy az utdbbiak Osszes hossza elhanyagolhatéan kicsi az
egész (0, T) intervallum hosszahoz képest, de mindegyik /7 intervallum mégis elég
hosszt ahhoz, hogy két kilnboz8 I, intervallumon a folyamat értékei egymastol
gyakorlatilag fiiggetlenek legyenek. Nyilvanvalé azonban, hogy ennek az allitdsnak
az érvényessége valamilyen jarulékos feltételhez van kotve, amely biztositja a folya-
mat értékeinek az aszimptotikus fiiggetlenségét olyan idSpontokban, amelyeket
elég hossza id8kodz valaszt el egymastol. Ilyen feltétel sziikséges voltat bizonyitja
a kovetkez6 egyszerli példa.

Legyen y(t) az el8z8kben mar tobbszor targyalt normalis sztochasztikus folyamat
nulla atlaggal és adott o(s, t) korrelacids fiiggvénnyel, és legyen x egy normdlis
eloszlast valdsziniiségi valtozo, amely fiiggetlen y(¢)-t6]l minden #-re. Legyen x
atlaga 0 és szérasa o. A megfigyelt folyamat legyen

x(@) = m+x+y({E); 0=t=T,

ahol m egy ismeretlen valés paraméter. Az el6z8kben kimutattuk, hogy az m
paraméter maximum likelihood becslésének, m* -nak a szdrdsa

TT
D2ni=int [ [ rs,0f(s)f ) ds dr,
00

[ roas=1,

ahol r(s, t) az x(¢) folyamat korrelacios fliggvénye, vagyis

r(s, t) = o(s, 1)+ 02
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Ebbd! kozvetleniil belathatd, hogy
Dim%¥=c2,

és igy my nem lehet m konzisztens becslése T— <~ esetén. Ez az eredmény nyilvan
annak a kovetkezménye, hogy az r(s, ¢) korrelacids fiiggvény kifejezésében fellépd
o? tag miatt a korrelacids kapcsolat nagyon er6s marad | —s |nagy értékei esetében
is. Ezért, ha biztositani akarjuk konzisztens becslés 1étezését, akkor a folyamatra
olyan feltételt kell szabni, amely kizdrja a til erds korreldcids kapcsolat lehetdségét
it —s| nagy értékeinél. E célra a kovetkezGkben a metrikus tranzitivitds feltételét
fogjuk hasznalni (lasd az 1. 4. szakaszt).

Hogy a vizsgalatot ne bonyolitsak 1ényegbe nem vagd nehézségek, a 4. 1. sza-
kaszban targyalt egyszerii esettel fogunk foglalkozni: legyen adva két kiillonbozd
egyszerii hipotézis a P, illetSleg P,, valdsziniiség-eloszlasoknak megfelelGen, ahol
oy #a,. Bizonyitani fogjuk, hogy a metrikus tranzitivitas feltételének kovetkezménye-
képpen létezik az o paraméternek konzisztens becslése, ha a folyamat T megfigyelési
ideje végtelenhez tart (illetve 1étezik konzisztens proba a két hipotézis 6sszehason-
litasara).

Tekintsiik a mintatér sszes véges dimenzi6ji [, intervallumainak {7,} &sszes-
ségét, ahol n a dimenziészam. Ha minden I€{l,} esetén

Py (1) = Po (D),

akkor az eloszlasok ekvivalensek, és a feladat trivialis. Az ellenkez§ esetben létezik
olyan [ intervallum, hogy

P, (D #P,(I) (legyen pl. P, (I)>P,,(I)).

Az 5. 14. szakaszban ki fogjuk mutatni, hogy a metrikus tranzitivitas feltételének
teljesiilése esetén a P(J) valdsziniiségre lehet szerkeszteni egy n;(/) konzisztens
becslést. Legyen most f(x) olyan valds fiiggvény, hogy

oy, ha xé———P“‘(I)_;P”(I)
fx)=
o, ha x=> ———————P‘“ () ; Po, (1) .

Ekkor fInp(I)] valéban az a paraméter konzisztens becslése.

5.9. A maximum likelihood modszer (folytatas). Ahhoz, hogy a maximum like-
lihood mdodszerrel akkor is optimalis tulajdonsiagli becslést allithassunk ¢l6, ha a
folyamatnak csupan egyetlen, de nagyon hossz( idejli realizciéja ismeretes, a
metrikus tranzitivitdson kivill még egy feltételnek kell teljesiilnie. Ez a feltétel nem
a folyamat multbeli és jovGbeli értékei kozotti fiigg8ségi kapesolat mértékét, hanem
annak jellegét korlatozza. Tekintsiik a folyamat értékeit a ¢ id6pontot kovetd ids-
pontokban. Legyen ismeretes a folyamat realizacidja az a=s=b (b<t) inter-
vallumban; ekkor be lehet vezetni az x(s) folyamat feltételes valdszinliség-eloszlasat
s=t>b esetére. Ha létezik olyan (b—a)-nil kisebb T érték, amelyre ez a feltételes
valosziniiség csupin a folyamatnak a b—T=s=5h intervallumbdl vett értékeitsl
fiigg, akkor a folyamatot altalanositott Markov-folyamatnak nevezziik. A folya-
matoknak ehhez a tipusdhoz tartoznak a kozonséges Markov-folyamatok, ugy-
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szintén az olyan folyamatok, amelyeknél a feltételes valdsziniiségeloszlast teljesen
meghatarozza maginak a folyamatnak az értéke és az Osszes derivaltak értéke
(adott rend{i derivaltig) az utolsé megfigyelt idGpontban. Diszkrét id6 esetén az
altalanositott Markov-folyamat a kozonséges, illetve a véges rendii Markov-lanc.

A tovabbiakban feltesszilk, hogy a feltételes eloszlasokat tgy lehet megadni,
hogy majdnem biztosan valoszintiségeloszlasok legyenek, és hogy a likelihood
fiiggvények az 5. 7. szakaszban megadottakkal analog feltételeknek tegyenek eleget
(itt is csak a regularis esettel foglalkozunk). Figyeljiik meg a folyamatot az (0, NT)
idGintervallumban, ahol N pozitiv egész szam, és jelsljik a ((v—1) T, vT) inter-
vallumnak megfelel§ realizciot w,-vel, v=1,2, ..., N

Hasznaljuk minden v esetén ugyanazokat a koordinatakat, és legyen Q, az w,
realizacié mintatere.

Tekintsiink egy tetszSleges A C Qy halmazt és egy masik S Q, X... X Qy
halmazt. Legyen f(w,, ..., wy; @) a likelihood fiiggvény; ekkor magabol a feltételes
valosziniiségeloszlas definicigjabol adddik, hogy

P, (S4)= fPa{wNeAlwl, s Oy J AP (W, oy 0N )=
5
= fPa{wNEA\wN_1}(/1’&(0)“ Wy )=
S
= fPa{wNEA\U)N—l}f(wl e Oy ) APy (W, . 0y )=

S
= [f(@, s 0 APy (@, 0.
SA

Az
[f (@i o og2)dPy @y ooy ) = [ f(@). ... 04: DdPo(ory 0y 1) =
A - A
=g(@(,...,05_1,A4; %)
jeloléssel azt kapjuk, hogy (lasd Doos [2])

j PloyeAloy_Jf(wy, .oy 13 0dPy(wy, oo, Oy _4)=
$

= [g(@y, sy 1, A;0dPo(@1 .. 0y_y)
S

minden S Q, X... X Qy_; halmazra. igy tehat majdnem biztosan

Sy, . oy 2)

19

f(‘7)1 Ny )

P(oycAloy_y)= / dPy(wy|wy_y),
P
.amibdl kovetkezik, hogy az
Sy, ...,op o)
fl@y, ...soy_q;0)
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viszony majdnem biztosan fiiggetlen az w,, w,, ..., oy_, realizicioktél. A nevezd
itt 1 valdsziniiséggel kiilonbozik nullatdl, mert feltételeztiik a regularis esetet. Hasz-
naljuk most fel, hogy

a)f(a’uw2§°‘) flog, ... oy @)
floyg;0) flog, s 0n_450)
Ugyanugy, mint az el6zGkben, ki lehet mutatni, hogy a jobb oldali hanyadosok

mindegyike csupan a benne el6forduld utolsé két w; szimbdlumtdl fiigg. A legutobbi
regyenletet_tel‘lét az alabbi alakba lehet irni:

floy, ..., 08 0)=f(w;;

Aoy, ..., o5 0) = fi(o; @) f{w]|o; @)... uloyloy_ ;).

Az f-ek indexeit itt el lehet hagyni, mert a folyamat stacionarius:

. f@y, .y 03 0) = flwy; o) floy]o; 0)...floyloy-,; @).
Igy tehat

1 ologf(@r, - oi®) 1 0logfw3e), 1 < dlogf@,len-y;2)
N O ~ N oa N5 du ’

és most a CRAMER [4] kOnyv 501—503. oldalan leirt modszer alkalmazasaval a
maximum likelihood egyenletet

By + By(x —0g) +30By(x —2p)*> = 0
alakban kapjuk, ahol

_1 alogf(wl;a)] 13 (a logf(wvmv-l;a))
Bo=% ( du (,+ N ; du o

1 (@ logf(wl;a)) 1 & [62 logf(wviwv_lm)
BI_N( du2 0+W§ o2 o

1 1 <
By=g H o)+ 5 2 H@,lo-).

l
A metrikusan tranzitiv folyamatokra N —<c esetén érvényes ergod tétel értelmében
ezek a kifejezések valdsziniiségben az atlagértékeikhez tartanak. Azonban

E (510gf(wvlwv-1;a)) _E (510gf(w1,-.-,wv;fx))
0 oo 0 ° oo

0

—FE (610gf(w1’-"9wv—l;a)] =0
0 du 0o

2 .
AZ Eo (a logfg:;lwl')a)]o:k

5 IIY. Osztaly Kozleményei XV/2
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jeloléssel (ahol feltehetjiik, hogy & #0, mert kiilonben ez a trivialis eset volna) azt.
kapjuk, hogy

E (alogf(wl,...,wN;a))z__E (anogf(wl,...,w”;a)) -
[ - 0 0_

oo 0 o

_ 0% log f(wy; a))
= —E, (T—OHN—DI«.
Ebbdl kovetkezik, hogy N — oo esetén

B,—~0, By —~—k, By>M=<oo

(valdsziniliségben valé konvergenciaval). Most ugyanolyan médon, mint CRAMER [4]-
ben, ki lehet mutatni, hogy 1étezik konzisztens maximum likelihood becslés, és hogy

‘/WB

. 7 Do

I/Nk(a*—oz)’:L,
Uy

ahol N — oo esetén uy valOsziniiségben egyhez tart. B, atlaga azonban 0 és szdérasa

2 . _
1 Eo[a logf(wl,fx)) +N lk.
0

e O N2

Tehat bebizonyitottuk, hogy az adott esetben a maximum likelihood becslés konzisz-
tens és aszimptotikusan efficiens az aszimptotikus efficiencia WALD [1] é4ltal definialt
értelmében.

5. 10. A metrikus tranzitivitas feltételei. A metrikus tranzitivitas fogalma nagyon
fontos a stacionarius sztochasztikus folyamatok becsléselméletének a felépitésében.
Ezzel kapcsolatban hasznosnak bizonyulnak DooB [2] eredményei, amelyek a
Markov-folyamatok esetére vonatkoznak. Itt a metrikus tranzitivitasra két masik
feltételt fogunk adni. \

TETEL: Egy folytonos r(t) korreldcios fiiggrényii staciondrius normdlis folyamat
metrikus tranzitivitdsdnak sziikséges és elegendd feltétele, hogy a folyamat spektrdl
eloszldsfiiggrénye folytonos legyen.

A tétel bizonyitasara Doos [1] és IT0 [1] dolgozataiban taldlhaté gondolatokat
alkalmazunk. Feltessziik, hogy a folyamat D-integralhatd, és legyen

oo

r= [erdr@), ro)=1,

ahol az F(7) spektral eloszlasfiiggvényrdl feltettiik, hogy folytonos. Ha a folyamat
nem volna metrikusan tranzitiv, akkor léteznék egy olyan minden 7, eltolassal
szemben invaridans S halmaz, amelyre P(S)=¢, 0<g<1. Approximaljuk az S
halmazt véges dimenzidju intervallumok véges I Osszegével oly modon, hogy kielé-
gilljenek a

P(l)<o+e¢

P(SI*)<e
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feltételek, ahol ¢ egy el6re megadott pozitiv szam. Nyilvanvaléan feltehetjiik, hogy
az I Osszeget képezd intervallumok mindegyikének véges hosszusaguak az oldalai.
Legyen TI I,. Legyenek Tyt s Tt olyan id6pontok, hogy minden az I,-hez

tartozo értékei hataroznak meg, és vezessitk be az
x;=x(1;); i=1,2,...,n,
Xpe; = x(x;+1); =12, ...,n

jeloléseket. Ezeknek a valdszinfiségi valtozdknak az eloszlasa nyilvanvaléan 2n-
dimenzidés normalis eloszlas, amelyet a masodik momentumok matrixa, A(t) hata-
roz meg:

[ 1 r(ty—1,) e (@) KT —Tp—1) ...
rr—t) I‘(‘L',,-——‘C) 1
A()= AL 2 O —— -
r(,) r(11+t—T2) ! 1... .
ZZZIIIIZIIIZIZIIZZ.........IZ....IZI... e, 2
M, 4+t—1) r(ty+1t—15) oo | |
A B(t)
- B/(t) A ] -
ahol az 4 matrix nem fiigg 7-t6l. A spektrum folytonossagabdl — amint ez kénnyen
belathaté — kovetkezik, hogy a masodik momentumok semmilyen matrixa nem

lehet szingularis. Eléggé nagy ¢ értékek esetén

Q) -

PUIt):W .. | e *Q(x)dxl e dxy,
(X1, ecc X)ET (Xn41, ... X20) €I

ahol Q(x) az x4, x5, ..., x5, valtozok olyan kvadratikus forméja, amelynek a matrixa

A(t) inverze. Vezessilk be az Osszes 7,—71; alaki szamok részére a 14, 1,, ..

oIy
jelolést. Ekkor az abszolit integrélhatéség kovetkeztében

T
N
LT f 2 rt+n)2de = / > / / eiti+ni- '("“)"dF())dF(y)dt_
1
-T

—c0 —o0

/ /ex(I;+T)(A H) _ giti—TYA—p) dFGVF
2 ST (1) dF(1).

—oo —oo

Ismert meggondolasok alapjan (lésd pl. HorF [1] p. 16)
2
7['1-?1 2T/2|r(t+t)] dt=0

5*
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tehat
lim 2 fr(t;+0)?*=

Teo

Kovetkezeskeppen létezik olyan, v — < esetén végtelenhez tarto t, sorozat, hogy

B(t,)—+0 és
4 0
A(tv)->{0 A}'

A korlatos konvergenciara vonatkozé LEBESGUE-tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy

i P(I)—~ P(I)2.
Igy tehat v nagy értékeire

(o +¢)2=P(II) = P(SII,) = P(S)— P(SI*)— P(SI})> o — 2.

Ez az egyenlGtlenség azonban csak Ggy lehet érvényes tetszGlegesen kicsi e-ra, ha,
vagy ¢=1, vagy ¢=0, ami viszont kiindul6 feltevésiinknek mond ellent. Ezzel
bebizonyitottuk, hogy feltételiink elégséges.

Hogy blzonylthassuk a feltétel sziikséges voltat is, tekintsitk az x2(¢) folyamatot.
Ez a folyamat véges szorast, mert a normalis eloszlasnak iéteznek véges negyedik
momentumai, és konnyen belathatd, hogy

o(t) = E{x2(s) —Ex2()][x2(s + 1) — Ex2(s + 1)] = 2r2(z).

Tudjuk, hogy a
. 1 .
_ 2 —
}1_{11 | X (H)dt=y
-T

hatarérték majdnem biztosan létezik és szorasa

T T
1 1
2(p) = lim — = lim— 2 .
D2(y) ;111027_, /g(t)dt lim = 2r2(n)dt
-T

T—oo 2

Ez az utébbi kifejezés azonban CraMfR [1] szerint a
N
D2y=2 > A, F
1

alakra hozhat6, ahol 4,F az F(/) spektral eloszlasfiiggvény ugrasait jelenti a sza-
kadasi pontokon. Az x(¢) folyamat metrikus tranzitivitisinak tehat sziikséges fel-
tétele, hogy F(1) folytonos legyen. Ezzel tételiink bizonyitisa teljessé valt.

Ha nem feltételezziik, hogy folyamatunk normaélis, akkor a korrelacios fiiggvény
ismerete nem elégséges a folyamat valOszin(iségeloszlasainak a meghatarozasara.
Ennek ellenére ebben az esetben is lehet a metrikus tranzitivitis szamara egy krité-
riumot megadni, amely 1ényegében a fenti kritérium altalanositasa.

Az x(¢) folyamatra azt mondjuk, hogy keverd, ha minden A, B mérhetl
halmazra érvényes a

lim P(AB,)= P(A)-P(B)

osszefiiggés, ahol B,=T,B.
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Ismeretes, hogy a kever§ tulajdonsag maga utin vonja a metrikus tranzitivitast,
de ennek a forditottja nem érvényes (lasd Horr [1]). A fentebb bizonyitott tétel
szerint a folyamat metrikusan tranzitiv, ha nincs pont-spektruma. Ebben az esetben
a spektral eloszlasfiiggvény egy abszolit folytonos részbdl és egy szingularis részbdl
lehet Osszetéve. ITO kimutatta, hogy ha a szingularis Osszetevd is hidnyzik, akkor
normalis folyamat esetén a folyamat kever$. De a normalis folyamat esetében mar
lattuk, hogy a folyamat metrikusan tranzitiv mar akkor is, ha a spektrumanak van
szingularis OsszetevGje. Megjegyezziik azonban, hogy ilyen esetben léteznie kell
olyan a végtelenhez tartd ¢, sorozatnak, hogy vle r(t,) =0. Ez a koriilmény ter-

mészetes modon ravezet a kever§ folyamatok aldbbi gyengitett fogalmara:
Az x(t) folyamat részben keverd, ha minden mérhetd A halmazhoz létezik olyan
t,— o sorozat (amely A-tdl figg), hogy
lim P(AA,)=P(4)>.

TETEL: A staciondrius sztochasztikus folyamat metrikus tranzitivitdsdnak sziik-
séges és elegend feltétele, hogy a folyamat részben keverd legyen.

Ha az x(r) részben kever6 folyamat, akkor be lehet bizonyitani — pontosan
ugyanolyan médon, mint fent —, hogy metrikusan tranzitiv. Igy tehat itt csak a
feltétel szitkséges voltat kell kiillén bizonyitanunk. Valasszunk egy tetszéleges A
halmazt és legyen c¢(¢, ) az A, halmaz karakterisztikus fiiggvénye, vagyis az a
fuggvény, amelynek értéke 1, ha w€ A4,, és 0, ha wg 4,. Ekkor ¢(f, w) stacionérius
sztochasztikus folyamat, amelynek korrelacios fiiggvénye

ra(t) = Ec(s, w) c(s+1, w)— Ec(s, w) Ec(s+1, w) =
= P(Asx As+t)_P(As) P(As+t) =
P(AA,)— P(A)>2.

Az ergodikus tulajdonsig értelmében
T T

.1 .1
il_r)rlﬁ -/rA(t)(]t—;l_Igl—f /rA(t)dt—O.
-T

Mivel a folyamatot D-integrilhaténak és D-mérhetOnek tételeztik fel, P(AA,)
folytonos fiiggvénye r-nek (lasd pl. HopF [1}). Az r,(¢) fliggvénynek vagy végtelen
sok zérushelye van és ezeknek a sorozata végtelenhez tart, vagy pedig a fuggvény
értékeinek dz elGjele ugyanaz marad minden ¢ =>t, idGpontra. Mindkét esetben
Iehet olyan 1,(4) sorozatot taldlni, amelyre

lim P(AA,)=P(A4)?,

és ez bizonyitja tételiinket.

Megjegyzés: A kever$ tulajdonsig definiciéjaban egy bizonyos feltételt szab-
tunk minden mérhet8 A halmazra. Az alkalmazasok szdmara ez a megfogalmazas
nem nagyon célszerii. Megmutatjuk, hogy teljesen elegendd, ha csupan véges dimen-
zidjh intervallumokat vesziink tekintetbe. Tegyiik fel, hogy a

lim P(IJ)=P(I)P(J)

toes
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feltétel barmely véges dimenzidju I, J intervallumparra teljesiil. Ha most A4 tetszs-
leges mérhet§ halmaz, akkor approximalni lehet diszjunkt intervallumok X =2XI
véges Osszegével Ugy, hogy
P(A*Z)+ P(AZ*) <e.
Ekkor
[P(4)— P(Z)| <¢,

és
P{AAQCZ Yy} + P{(AA)*IE,} =

=P(AAZ*) + P(A*ZZ) + P(ATZ2)+ P(AA2Y) =

=P(AZ*)+ P(A*Z) + P(AZT) + P(AFZ) <2e.
Azonban

P2 20=P21, ”ZIL) =2PW1).

" Itt a jobb oldal hatarértéke t-—-= esetén
2 P(L) P,
v, u

tehat
lim P(Z2)=P(Z)>.

t—oa

P(AA)—P(A)?*=

=|P(AA)— P(EE)|+|P(Z2,) — P(S)2| +
+|P(Z)?* — P(A)?*| = 4e +|P(22)—P(2)?,
ezért végiil
lim P(4A,)=P(4)>.
t—co

5. 11. Alkalmazasok. Alkalmazzuk a maximum likelihood mddszert két specia-
lis, egyszerll tipusu stacionarius sztochasztikus folyamatra.

Legyen x(t) egy stacionarius normalis Markov-folyamat m atlaggal és e—Ali-sl
korrelacios fiiggvénnyel. Tudjuk, hogy itt a spektralis fiiggvény abszolut folytonos,
tehat a folyamat metrikusan tranzitiv. A likelihood fiiggvény

BT T oy x5 [ o)
flo,m)y=e 2( 2] 7 (o °f( I

és igy a maximum likelihood becslés
T
x(0)+x(T)+ﬂfx(t)dt
[4]

2+ BT ’

amely tehat az m paraméter konzisztens és aszimptotikusan efficiens becslése. Az
adott esetben ez az eredmény nem mond Ujat, ugyanis az 5. 6. szakaszban lattuk,
hogy az m* becslés mar véges T esetén is efficiens.

Tekintsiik most a 4. 9. szakaszban vizsgalt folyamatot. Ez is stacionarius Markov-
folyamat, és korrelaciés fiiggvénye szintén e~#l2-sl, de mivel a folyamat nem nor-
malis, nem lehet az el@bbivel azonos mddon kimutatni, hogy metrikusan tranzitiv.

m* =
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Ehelyett tekintsilk azt az I intervallumot, amelyet a folyamat ¢,,¢,, ..., t, id6-
pontokban vett értékei hatiroznak meg, és tekintsiink egy masik J intervallumot,
amelyet a t{, t3, ..., t,, pontokban vett értékei hataroznak meg. Legyen ¢ egy nagy
pozitiv szim. Ekkor

P(LJ)) = Po(t) P(1J,|0) + Py(2) P(1J,]1),

ahol a 0 index azt a feltételt jelenti, hogy a (7,, t{ +t) id8intervallumban a folyamat
értékeiben egyetlen valtozas sem kovetkezett be, az 1 index pedig annak az alter-
nativ feltételnek felel meg, hogy legalabb egy valtozas tortént. Ekkor

Py(t) =.e~BGi+1=t) 0, ha {—oo.
Azonban
P(J,|1)=P(I) P(J),

amibdl az el8z8 szakasz végén kozolt megjegyzés értelmében kozvetleniil adddik,
hogy a folyamat metrikusan tranzitiv. A maximum likelihood becslés itt igen egy-
szerd alaki:

amit ugy lehet felfogni, mint a folyamat értékeinek a realizaciétol fiiggd sulyfiigg-
vénnyel vett integraljat. A becslés torzitatlan, mert

Em™= > P E[m*v]=m > P,=m.
) 0

A szérast is konnyen lehet kiszdmitani:

/JT)Ve_ﬂT 1 :l—e'ﬂT.
vl v+ 1 pT

E(m* —m)2= f PE[(m* —m)?|v]= j (
0 0

Mivel azonban

E [____0 log f(®, m))2=§PvE{[§x,,— v+ 1)m]2=e"”T§'@(V+ D=1+ pT,

m

tehat becslésiink efficienciaja
BT
(1+BT)(1—e~ Ty
T=0 esetén ez az efficiencia 1, és ha T nG, akkor e(m*) elGszor csokken, de nagy

T értékek esetén megint 1-hez tart. Ha viszont az m paraméter legjobb linearis
becslését kivanjuk alkalmazni, akkor az alibbi értéket kapjuk:

e(m*)=

x(O)+x(T)+ B [ xo(t)dr
0
1T

mt =
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Ennek a becslésnek a szérasa

2
2k =
Demi 2+ BT’
az efficienciat tehat ekkor az
L
e(mf)= 2
14+ BT

képlet adja meg. Latjuk, hogy T=0 esetén e(mf) =e(m*) =1, a kétféle becslésnek
ezért egybe kell esnie. A T=0 esetben csakugyan 1 valdszinliséggel » =0, tehat
m* =x,, és ugyancsak az mf=x, érték adodik kozvetleniil az m7 kifejezésébdl is
T =0 esetére. Ha viszont T -0, akkor nyilvanvaléan e(mf)—1/2.

A szamtani k6zEép szerinti becslés

T
7/
mE=— .
3 T x(t)dt
S zorasara T nagy értékei esetén aszimptotikusan a
2
Dimf~—
. “UpT
Osszefiiggést kapjuk, kovetkezésképpen az aszimptotikus efficiencia
. w1
lim e(mf)=—=.
Toreo 2

Igy tehat a szamtani kozép szerinti becslés esetén, s6t a legjobb linedris becslés-
nél is elveszitjilkk az efficiencia 509;-at, nagy T értékek esetén.

5. 12. Valo6sziniiségi eloszlas a becslések egy tipusanak az esetére. Tekintsiink
pontfolyamatokat hozzarendelt valdsziniiségi valtozdkkal; ezeknél gyakran jutunk

olyan becslésekhez, amelyek > x; alaku kifejezéseket foglalnak magukban. Vizs-
1

galjuk ilyen kifejezések aszimptotikus eloszlasat T — = esetére. Nem kivanunk a leg-
altalanosabb esettel foglalkozni, ezért feltessziik, hogy az x; valdszinliségi valtozdk
fiiggetlenek, atlaguk nulla és szérasuk azonos o értékii. Feltessziik tovabba, hogy
n—<0, ha T oo (valoszinliségben vett konvergencia értelmében). Ekkor a

n
oVn

mennyiség T —~oo esetén aszimptotikusan normalis eloszlasu (0, 1) paraméterekkel,
mert

n . n
;xi 2 X

Py—==aqaf= ZPT(V)P ! _=q,|v=n
i aln

oln
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és a centralis hatareloszlastételbdl kovetkezik, hogy
’ n
2%
P 1

= =alv=ng -P(@); v-—>oo,
oln

ahol ®(x) a normalis eloszlasfiiggvény. A tétel szerint ugyanis tetszGleges &¢=0
esetén létezik olyan v(g) szam, hogy

n
2 X
-

— =g|lv=n—®(a)|<e, ha
. aVn

v=v(e).
v(g)

Valasszuk most 7T értékét olyan nagyra, hogy > P;(v)<e
1

» ani o éxi
(PlL (@) =D Pr(v)| P1==aln=v{—®(a)
oVn 1 oVn

. Ekkor

lIA

2e4+¢ D Pr(v)<3s,
v(g)+1
ami bizonyitja allitasunkat.
Dn(T) _. . . . S .
H En(T) viszonyszdm T — o esetén nulldhoz tart, akkor a > x; Osszeg
1

eloszlasa aszimptotikusan normalis {0, OVET(T)} paraméterekkel, mert

jxi Z"xi
1 — 1 _ —n—
oVEn(T) oVn VEn(T)'

valdszinliségi valtozd atlaga ugyanis 1, €s szorasa

n Dn(T)
Az En(7T)

, tehat valo-
En(T
szinliségben 1-hez tart, ha T—o. A CrRAMER [4] kOnyv 20.6. szakaszanak tétele
szerint ebbdl kozvetleniil a fenti eredmény -adodik.

2 X;
Végil —

. . . - o
is aszimptotikusan normalis, {0, —

————1 paraméterekkel, amit
VEn(T)
az el6z8h6z hasonld mddon lehet belatni az

DIE O R
VER(D) ~— = JTVE”(T)
/
no olVn n
egyenlet alapjan.

5. 13. Becslések approximacioja. A kovetkezSkben a becsléselmélet egy ered-
ményét ismertetjitk, amely a 4. 12. szakaszban targyalt becsléssel analdég. Ott a
regularis eset biztositasa érdekében feltételeztitk, hogy minden P, eloszlas abszolit
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folytonos Py-ra nézve. Most azt is feltessziik, hogy ez a folytonossig egyenletes
2% €A esetén. Ekkor, ha a*(w) az « paraméter becslése, és

E [x* (@) = v(a),

— ahol a jobb oldalrdl feltessziik, hogy a-nak folytonos fiiggvénye —, lehetséges
az a* becslés approximalasa olyan a*(x,, ..., x,) becslésekkel, amelyek csak véges
szamu koordinatatol fliggnek. Ez az approximacié egyenletes « € A-ra. Képezziik
e célbdl a '

(@), ha |o*(w)|<N

’N(‘”):{o ha |o* (@) =N

valdszinliségi valtozot. Ekkor

E.(y—~2*P= [(ty—a*)2dP,= [ ()2 dp,~0,

Q >**=N

ha N —>=. Azonban

| [ @2 {f.2) — f(, %)} dPo (@) | =N2]/ [ @, 20)~f(@,0] dPo(@) .

a* <N

ahol az 5. 1. szakaszban az f(w, «) szdmara megszabott feltételeknek megfelelden
a jobb oldal nulldhoz tart, ha o —a,. Ezért tehat

[ [ @) f @, a)dPy @) =0~ [ [2*(@)]*f (@, %)dPo(w)
la*|=N la*¥| <N

#-nak folytonos fiiggvénye. DiNI tétele szerint a fenti konvergencia egyenietes,
vagyis tetszGleges £=0 esetén létezik olyan N, = Ny(e), hogy

. E [ty —a*]*<e¢, ha N=>=N,.
Tekintsitk most az
a2F(xy, o0 X)) =Egltnlxy, -0y x,]

valdsziniiségi valtozot. Ha n végtelenhez tart, akkor az af(xy, ..., x,) mennyiség I
val6szinfiséggel #y(w)-hoz tart. Vezessilkk be az

fok(xys ooy x) —ty(@)<e} =E,CQ
halmazt. Ekkor '

Eg[aX(xl, "':xn)_tN(w)]:z: ‘/l[a?\(l(xla "';xn)_tN(w)]z dPa(a))é

=e?P,(E,)+4N? P, (E7).

Azonban Py(Ef) -0, ha n -, kdvetkezbleg P-nak P,-ra nézve egyenletes abszolut
folytonossadga miatt

E [2%(xy, .., x,) — ty(@)]2 <9, ha n=ny(N, d).
A haromszog egyenlStlenség felhasznalasaval ekkor megkapjuk a kivant eredményt:

E, [ax%(xy, ..., x,) — X (0)]? <e
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minden « € 4 eseten, ha N és n értékeit elég nagyra valasztjuk. Igy tehat véges szamu
koordinatatdl fiiggd olyan becslést kaptunk, amelynek atlaga és szbrasa tetszlOleges
pontossaggal megkozelitheti az «*(w) becslés atlagat és szorasat, éspedig egyenletesen
a( € A)-ban.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha csupan olyan becsiésekre szoritkozunk, amelyek
véges szamit koordinatatdl fiiggnek, és minden esetben kivalasztjuk ezek koziil a
legjobbat, (amelyet o*(xy, ..., x,)-nel jeldliink), akkor eléggé nagy n-re az
o*(xy, ..., X,) becslés gyakorlatilag éppen olyan jo lesz, mint barmelyik, a folyamat
minden koordinatajatdl fiiggs becslés.

5. 14. Fiiggvények becslése. Eddig fGleg azt az esetet vizsgaltuk, amikor az
x(¢) valosziniiségeloszlasa néhany benne szerepl6 valos paraméter kivételével ismere-
tes volt. Mas tipusi problémaval foglalkoztunk az S. 2.—5. 5. szakaszokban, ahol
azt tettiik fel, hogy a folyamat valdszinliségeloszlasairdl semmi egyebet nem tudunk,
mint a megfelel§ korrelacios fliggvény alakjat. Megint mas jellegii feladattal allunk
szemben, amikor a folyamathoz tartozd valdsziniiségeloszlds egy ismeretlen fiigg-
vénytol fiigg és a folyamat megfigyelése itjan kapott adatokbdl kell becslést adni
erre a fliggrényre. A kOvetkezGkben két példaval illusztraljuk az ilyen feladatokat.

Legyen x(r) egy valods, stacionarius, normalis és D-mérhet§ folyamat nulla
atlaggal és r(t) korrelacids fiiggvénnyel; ez utébbit — mint eddig — folytonosnak
feltételezzitk. Az r(r) figgvényre keresiink becslést a folyamat realizacidjanak a
(0, T) idGszakaszban tortént megfigyelése alapjan. Ha a folyamat metrikusan tran-
zitiv — azaz ha spektralis fiiggvénye folytonos (lasd az 5. 10. szakaszt) —, akkor
lehetséges konzisztens becslést megadni r(7)-re. Ismeretes (lasd Hopr [1], p. 54—55),
hogy majdnem biztosan r minden értékére

T

li_r.rl—lr—ofx(s)x(s~t)ds = r(—1) = r(1).

Mivel folyamatunk valds, a korrelacids fiiggvénye paros, tehat elég csupan =0
esetét vizsgalni. De

T
zj(s)x(s—t)ds-~ fx(s)x(s—-t)ds——f (s)x(s—1)ds,

ahol a jobb oldal 7 -~ esetén majdnem biztosan nullahoz tart minden t-re. Ebbdl
kovetkezik, hogy az

T
1
rE() = thx(s)x(s—t)ds, ha 0=t<T
0, ha =T

kifejezés, amely csupan a folyamatnak a 0=1¢-< T intervallumban megfigyelt érté-

keitdl fiigg, r(¢)-nek konzisztens becslése. _
Masodik peldakent vizsgaljunk olyan x(¢) folyamatot, amely szintén stacxona-

rius, D-integralhatd és metrikusan tranzitiv. Legyen feladatunk az

Fla) = P{x(t)=a}, —m=a<o=
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eloszlasfiiggvény konzisztens becslése. E célra segédeszkozként bevezetjilk az
I, ha x(t, o) =a,
0, ha x(t,w)=a

et(w):{

sztochasztikus folyamatot. Nyilvanvaléan ¢ tetszGleges rogzitett értékére e(w)
valdsziniiségi valtozo. Az e(w) fiiggvény mérhetd és integralhaté a TX Q szorzat-
téren, ahol T tetsz6leges véges intervallum az idGtengelyen. Igy tehat 1-valdszindi-

séggel
T

.1
;Tl 3T _‘[e,(a))dt = Fe,(w) = P{x(t)=a} = F(a).
T
De f e(w)dr annak a (—7T, T) intervallumhoz tartozé idGszakasznak a hossza,

-T
amelynek folyaman x(r)=a. Az

1 .
Z—Tm{x(t, wy=a; |t|<T}=Fi(a, o)

jeloléssel (ami megengedett, mert FUBINI tétele szerint az m mérték 1étezik) ekkor
lim F¥(a, w)= F(a).

T—oo
Legyen {a,; v=1,2,...} egy a valds tengelyen mindeniitt sliri valés szdmsorozat.
A sorozat megszdmlalhatoésdga miatt

lim F¥(a,, w) = F(a,)

T—e
majdnem biztosan minden v-re. De Fi(¢, w) nem csdkkend fiiggvénye a-nak. Ha
a folytonossagi pontja F(x)-nek és a,—~a+0, ay —a—0, akkor

Fi(ay, w) = Fi(a, 0) = Ff(ay, ),

ahonnan kovetkezik, hogy
) lim F§(a, w)=F(a)
T—ooo
majdnem biztosan F(x) minden folytonossagi pontjaban. Igy tehat F§ konzisztens
becslése F-nek. Ugyanilyen modon lehet konzisztens becslést szerkeszteni a folyamat
barmelyik tobbdimenzids eloszlasfiiggvénye szamara.

Konnyen belathatd, hogy a masodik példinkban a becslés torzitatlan, és hogy

az els6 példaban egyszerii mdodon torzitatlanna lehet tenni a tényezbvel valo

T—t
szorzas utjan. Kivanatosnak véljiikk az efficiencidhoz hasonld valamilyen fogalom
bevezetését ilyen természetii feladatok esetére és ennek alapjan vizsgalni a fligg-
vények becsléseinek a sajatsagait.

Miel6tt a becsléselmélet fejézetét lezarndk, utalni kivanunk arra, hogy a kon-
fidenciatartomanyok definicidja a klasszikus elméletbl majdnem szérdl széra
atvihet§ a sztochasztikus folyamatok becsléselméletébe.

Forditotta: dr. Korodi Albert,
a miiszaki tudomédnyok kandidatusa.
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