MEGJEGYZESEK A GIBBS-PARADOXON
KVANTUMMECHANIKAI ERTELMEZESEHEZ

frta: FAY GYULA

A kvantumelmélet NEUMANN altal kidolgozott deduktiv felépitése
alapjan, valamint a kvantumelméleti itéletkalkulus segitségével kimutat-
juk, hogy barmely fizikai tulajdonsag entropidja novekszik, ha a
tulajdonsagot egy logikai értelemben gyengébbel helyettesitjiik.

1. §. Bevezetés

A Gibbs-paradoxon feloldasara a termodinamikaban az a felismerés vezetett,
hogy az entropia informacidelméleti fogalom, mas széval, hogy értéke fiigg azoktdl
a feltételekt6l, amelyek kozt az adott termodinamikai rendszert vizsgaljuk! [1].
Pontosabban szélva: fel lehet egy termodinamikai rendszert olyan tulajdonsagok-
kal ruhazni, amelyek bar e rendszer makroszkopikus viselkedése szempontjabodl
lényegtelenek, mégis az entropia értékébe belejatszhatnak. L. SZILARD [2] vizsgalta
meg elsGnek kvantitative, hogy a termodinamikai rendszerbe valé beavatkozas,
mely a rendszer bizonyos mikroszkopikus tulajdonsagainak ismeretén alapszik,
mekkora értékkel valtoztatja meg a rendszer entrdpijat.

Miel6tt e dolgozat célkitiizését ismertetnénk, fogalmazzuk meg altalanosan a
Gibbs-paradoxont.

Tekintsiink két gézt, amelyek egymastdl egy fallal vannak elvalasztva. Hata-
rozza meg mindkét gaz allapotat nyomasa (p;, p,), térfogata (V,=V,=V) és
molekulainak szama (N,); (¥,). Ha az 1 +2 rendszer termikusan homogén, akkor
van entropaja, s ez

S=54+S,.

Tavolitsuk el méarmost a valaszfalat, s tekintsiik az igy 1étrejové termodinamikai
rendszert. Entropidjat jelolje S;,. Ekkor a termodinamika alapjan kiadédik, hogy

A4S = S;,— (S, +5,) = 0.

Ez a AS entrépiavaltozas akkor sem valik zérussa, ha az 1 és 2 rendszerek ,,telje-
sen azonosak™ értve ezen azt, hogy termodinamikailag ekvivalensek, vagyis hogy
allapothatarozoik (P, V, N) és allapotegyenleteik is megegyeznek. Ez utébbi idealis
gazok esetében azt jelenti, hogy molekulasulyaik egyeznek meg. Minthogy a fallal

t FENYES [1] dolgozatdban a Gibbs-paradoxon problémdjat teljesen tisztdzta. Jelen dolgozat
nem a tulajdonképpeni termodinamikai Gibbs-paradoxonnal foglalkozik, hanem az entrépidnak egy,
a Gibbs-paradoxon vizsgalata sordn megismert tulajdonsédgdnak altaldnosabb kereti diszkusszid-
javal.
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gondolatban is elvalaszthattuk volna az 142 rendszert, azért paradoxonként tiinik
az, hogy a fal gondolatbani odahelyezése az entrépiat megvaltoztathatja2.

A fallal valé gondolatbeli elvalasztis azonban azt jelenti, hogy mig a falnél-
kiili | 42 rendszer barmely molekulajat azzal a tulajdonsaggal ruhaztuk fel, hogy
lehetséges térfogata 2V volt, addig a fallal elvalasztott 1 + 2 rendszer barmely mole-
kulajanak lehetséges térfogata csupan V3. A fal eltdvolitdsa tehat azt jelenti, hogy a
.,V tulajdonsagi” molekulat egy gyengébb tulajdonsaggal ruhaztuk fel, ti. a ,,2V
tulajdonsag”-gal. A 2V tulajdonsag azért gyengébb V-nél, mert abbdl, hogy egy
molekula egy V térfogatban tartézkodik, kdvetkezik, hogy benne van a (¥-t koriil-
vev3) 2V térfogatban. Ezt Ugy is kifejezhetjiik, hogy a fal gondolatbeli eltavolitisa
ekvivalens azzal, hogy a gazt (termodinamikai rendszert) alkoté molekulak (rész-
rendszerek#) valamely tulajdonsigit annak egy kdvetkezményével pédtoljuk. A tu-
lajdonsagoknak kovetkezményiikkel valo potlasat réviden helyettesitésnek nevezve
azt mondhatjuk, hogy helyettesités sordn az entrépia ndvekszik.

Egy termodinamikai rendszert alkoté molekulak (ill. altalanosabban: részrend-
szerek) fenti ,,V'”, ,,2V” tipusi tulajdonsagairdl és azok helyettesitésének hatésa-
rol természetesen a fenomenologikus termodinamika nem tud kijelentéseket tenni,
minthogy a molekulak altalanos értelemben vett ,,tulajdonsagai’ koziil explicite csak
szamuk, N szerepel®.

Kézenfekv8nek latszik ezért a kérdést egy olyan diszciplina keretében meg-
vizsgalni, amely kifejezetten foglalkozik egy fizikai rendszer részrendszereinek tu-
lajdonsagaival. — A cél nyilvan az, hogy kimutassuk: Valahdnyszor egy fizikai
rendszer valamely tulajdonsdgdt egy (nala gyengébb) kdvetkezményével pdtoljuk,
mindannyiszor a fizikai rendszer entrdpidja névekszik. Az alkalmas diszciplina,
amelyben ezen vizsgalatok elvégzésére mdd nyilhat, mint ismeretes, a kvantum-
elméletS.

E cél érdekében mindenekelStt ismertetjik a targykoér f6bb kvantumelméleti
vonatkoz4sait és a tovabbiakban felhasznalisra keriil8 alapvetd kvantummecha- -
nikai fogalmakat?.

2. §. A felhasznalt kvantummechanikai fogalmak

A fizikai rendszereket kvantummechanikailag az absztrakt Hilbert-tér elemei-
vel és opreatoraival jellemezhetjitk: [3].

a) A fizikai rendszer dllapotainak halmazahoz kdlcsondsen egyértelmiien hozza
van rendelve az absztrakt Hilbert-tér elemeinek halmaza.

2 Természetesen csak abban a felfogasban, hogy a rendszer allapotit nyomasa p, és térfogata,
2V egyértelmilen meghatarozza. Ilyen esetben a gondolatbeli fal odahelyezése a rendszert nem
véaltoztatja meg, mert a gdz molekulakbol vald felépitettségérdl nem vesziink tudomast. A parado-
xon az, hogy a fal eltavolitasaval a keveredést is tekintetbe vessziik, vagyis azt, hogy az eredeti
(p, V)+(p, V) rendszer atalakult a (p,2V)+(p,2V) rendszerré, akkor ennek OsszentrOpidja mér
kiilonbozni fog a (p, V)+(p, V) rendszer Gsszentropiajatdl.

* Itt tehat mér eltériink a fenomenologikus szemléletmodtol.

4 Ezek mar nem termodinamikai rendszerek.

3 Vagy bizonyos sziikebb targyalismoédban még ez sem. (V6. [2]).

6 A fizikai rendszerek tulajdonsigainak Kkvantitativ vizsgalatival NeuMANN foglalkozott
részletesen. ([3], III. fej. 5. és IV. fej. 3.)

7 Lényegében NEUMANN [3] konyve alapjan. (18, 130—135. oldalak.)
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b) A fizikai rendszeren értelmezett fizikai mennyiségek halmazahoz egyértel-
miien hozza van rendelve® az absztrakt Hilbert-tér hipermaximalis hermitikus
operatorainak halmaza.

c) A fizikai rendszer tulgjdonsdgainak halmazihoz koélcsdndsen egyértelmien
hozza van rendelve az absztrakt Hilbert-tér idempotens hermitikus (= projekcios)
operatorainak halmaza®.

Itt az dilapot alapfogalom; implicit értelmezése éppen a Hilbert-tér Neumann-
féle 6t axiomajaval torténik.

Ugyancsak alapfogalom a fizikai mennyiség fogalma is; implicit értelmezése
pl. a Carnap-féle 6t kovetelménnyel térténhetik!® [4].

A tulajdonsdg szdrmaztatott fogalom; értelmezése NEUMANN szerint: fizikai
mennyiségekre vonatkozd itélet!!.

Igy a tulajdonsdgokon logikai miiveletek végezhet8k, tigymint: negicid, kon-
junkcid, implikacié stb.12

Az itéletkalkulus és a projekcids operdtorok algebrijinak izomorfizmusa a
kovetkez§:

Legyen & és % két tulajdonsig. A hozzajuk tartozd projekcids operatorok
legyenek E és F. Ekkor:

&-hez (,,nem &7°)- tartozik az 1+ E projekcidés operitor,
E&F-hez (,8 és F7) tartozik az E-F. projekcids operator,
&N F-hez (,,6 vagy F) tartozik az E+ F— E-F projekciés operator,
&Y F-hez (,,vagy & vagy F) tartozik az E+ F projekcids operator, -

& -~ F-hez (,,ha & akkor #”°) tartozik az 1— E+ E-F projekcids operitor.

Ha & kovetkezménye &-nek, akkor az & ~& formula azonosan igaz, (& ~F =1),
ami a megfelel6 operatorokra azt jelenti, hogy

(1) E = E-F.

8 Hogy ez a leképezés miért nem kolcsdndsen egyértelmi, meg van indokolva E. P. WIGNER:
Die Messung Quantenmechanischer Operatoren, Z. Phys., 133 (1952), 101—109 dolgozatdban.

10 Ez az ot kovetelmény a kovetkezd:
\

a) a fizikai mennyiség értékei kozti egyenldség-relacio, és
b) sorrend-relacio értelmezése,

¢) a fizikai mennyiség 0-pontjanak,

d) egységének, és

e) skdlaformdjanak lerogzitése.

Nem allitjuk azonban, hogy ezen 5 Carnap-féle kivetelmény a fizikai mennyiség fogalmanak jel-
lemzésére feltétleniil sziikséges vagy elegendd lenne. E kdvetelmények egy kritikajat 1. pl. H. NIEHRS:
Analyse der Begriffe Temperatur und Wirmemenge, Nachr. d. Akad. d. Wiss. Gétr., 1951, évf.
3. oldal.

t1 V8. [3], 130—135. old. NEUMANN a tulajdonsdgokhoz fizikai mennyiségeket rendel oly mo-
don, hogy valahanyszor egy méréssel egy tulajdonsdg megléte elddlt, mindannyiszor a hozza tartozé
fizikai mennyiség értéke meg van mérve, éspedig 0-val egyenld, ha a tulajdonsdg nincs meg, és 1-
gyel, ha a tulajdonsdg meg van. Ez egyébként a fizikai rendszeren értelmezett tulajdonsigok halma-
zdhoz tartozd valdszinfiségi valtozd karakterisztikus valtozdja.

12 A logikai miiveletek értelmezésére 1. pl. HILBERT—BERNAYS [5] konyvét.
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Sokasdgoknak nevezziik a fizikai rendszerek halmazait, s ezeket a kovetkez§-
képpen jellemezziik:!3

a) Alljon az S sokasdg N szamu elembd! (fizikai rendszerbdl), jelikk legyen
Si, S5, 83, ..., Sy=S. Lehetséges allapotaik jele legyen rendre: ¢y, ¢,, ..., oy = 9.

b) Jeldlje tovabba w; annak valdszinliségét, hogy az S sokasighbdl taldlomra
kivalasztva egy elemet, annak allapota éppen ¢;.t*

A sokasignak ezen (a)-ban és b)-ben adott) jellemzését fogalmilag Odsszefog-
lalhatjuk oly médon, hogy megadunk egy U (1in. statisztikus) operétort az

N
@ U= 2 wiPmg
i=1

definicioval. Ahol is Py, jelenti az 9; zart linedris sokasdgra proicidlé projekcids
operatort; ; pedig U-nak a w-khez tartozé sajatelemei altal kifeszitett zart linearis
sokasagot. IM; dimenzidszama w; multiplicitdsaval egyenl6!3. Ezzel az U statiszti-
kus operatorral, mely tehdt a kvantummechanikai sokasdgok allapotjellemz&jé-
nek tekinthet8l®, ki lehet fejezni annak e; valdsziniiségét, hogy a sokasagban az
&; tulajdonsidg megvan. Erre nézve, mint ismeretes,’

(3) e;=Spur UE;.

Marmost NEUMANN értelmezte a sokasadg kvantummechanikai és makrosz-
kopikus entrépidjat a fentebb emlitett fogalmak segitségével;'® mi ennek nyoman,
kissé altalanosabban az S sokasdg makroszkopikus entrépidjan az S bizonyos E;
makroszkopikus tulajdonsigainak e; val6szinliség-eloszlasahoz tartozd matematikai
entropiajat fogjuk értenil®, — A kovetkez§ §-ban az ezen értelmezéshez vezets gon-
dolatmenetet fogjuk ismertetni.

3. §. Kvantummechanikai sokasigok makroentrépidja

Tekintsiink egy U statisztikus operatord kvantummechanikai sokasagot. Néz-
zilk meg, hogy egy makroszkopikus megfigyel§ milyen médon tudja ezt jellemezni.
Eljarasa minden esetben a kdvetkez8: Tekint valamilyen &, tulajdonsagot és meg-
méri, hogy az milyen valészinliséggel van meg a sokasagban. Vagyis méri a 2. §-

beli e,-et. Emellett azonban sziikségképpen mérnie kell az ellentétes &, tulajdonsdgot

13 A kvantummechanikai sokasdgok hasznalatidnak indokoldsira nézve L. [3] 159. old.

14 Ezen wi-k mérése elvileg keresztiilvihetd. Vo. [3], IV. fej. 3.

15 1. a 9. labjegyzetet.

16 Ki lehet mutatni, hogy ezen U fiiggetlen azon fizikai mennyiségek operitoraitol, R-t0l,
amelynek varhato értékét az Erw R=Spur UR 0Osszefiiggés szolgaltatja. Specidlisan, ha R sajat-
értékei karakterisztikus valtozo értékei, akkor a varhatéd érték a megfeleld valdsziniiséggel egyenld.
Ez torténik akkor, ha R egy tulajdonsaghoz tartozé projekcids operator. Egyuttal az is latszik, hogy
U fiiggetlen a sokasdg makroszkopikus tulajdonsigaihoz tartozd projekcids operatoroktdl (az
E-kt6l; vo. a 18. libjegyzetet) is.

7 L. [3], IV. 3.

18 1., [3], V. 4. A makroszkopikus tulajdonsagok részletes diszkusszidja ugyanitt megtalalhato.

15 A matematikai entrépia fogalmanak legfontosabb sajatsigaira vonatkozolag 1. pl. BALA-
ToNI—RENYI [6] dolgozatdt, valamint BRILLOUIN [7] konyvét.
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is, mert azzal a megallapitassal, hogy az &, tulajdonsag nincs meg egy taladlomra
kivalasztott rendszeren, egyben megtudta az &, (,nem &,”) tulajdonsig meglétét.
&,-t &,-vel jelolve az egyetlen tulajdonsag irant érdekl6dS makroszkopikus meg-
figyel§ mérési modjat jellemezhetjilk az E;, E, operatorokkal, melyek az &, &,
tulajdonsagokhoz tartoznak, s amelyekre tehat:

El +Ez = 1
El'EZ = 0.

Tegyiik fel marmost, hogy a megfigyel§ az &,, &,, &3, ..., &y tulajdonsagok-
rél kivan informacidt szerezni. Az el6bb mondottak értelmében sziikségképpen
most is

N
1) E;=1.20

i=1

Megmutatjuk azonban, hogy az

,,ortogonalitasi” feltétel is mindig kielégithet§ abban az értelemben, hogy: ha az
E\,E,, E;, ..., Ey={E;} rendszer nem ortogonalis, azonban ,,teljes”, vagyis (1)-et
kielégiti, akkor egyértelmiien hozza lehet rendelni {E;}-hez (i=1,2,3,..., N) egy
{F,} rendszert (n=1,2,3,..., M=2"), melyre mar a (2)-vel analdg :

2) FF,=0 (i#k)

ortogonalitds fennall. ,
Ezt az {F,} rendszert a kovetkezGképpen lehet megkonstrudlni: Az E; opera-
tort alakitsuk 4t annak felhasznaldsaval, hogy minden k-ra (k=1,2,3,..., N)

EE,=E,
és
1 = E+1-E,.
Ezekkel:2!
B) E; = 1-1-1, .., 1-E¢1, ..., 1 = [E, +(1 = ED][E; +(1 — E))][Es + (1 — E)].
[Eiil(lbnEi—l)]Ei'Ei [EN+(1 _EN)]'
Az attekinthet8ség kedvéért vezessitkk be a kovetkez8 jeloléseket?2

Ei=E!, |—E.=E; (k=1,2,3,..., N).

20 Az E;-khez tartozo itéletek kalkulusdban a (3) az E; rendszerben torténd Kkitlintetett kizaro
diszjunktiv normalformara hozas els6é 1épésének, mig (4) maganak a normélformanak felel meg.
(V6. a 12. labjegyzettel.)

N
21 Voltaképpen az Osszegezést 1-t6l N+ 1-ig kellene végezni, ahol En.+: =1— Z’ E;deaz
i=1
egyszeriiség kedvéért ezt az irdsmodot alkalmazzuk.
22 E jelolések NEUMANNtOl erednek [3], 217—218. oldal.

1
6 II1. Osztily Kézleményei XV/3
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A +, — jeleket foglaljuk Ossze az s, jellel. s, = + vagy s, = — és ezek a jelek a
k-adik tényez6ben 4llhatnak a kovetkezd, (3) alapjan nyerhetd felbontisban.
(3)-ban elvégezve a kiejlolt miiveleteket, azt kapjuk, hogy

4 E,= > E{'Ey ... KXY EE' ... EX.

S1552, veey Sie1 Sig1 oy SN=T

Az Osszegezés a + és — jelek minden varidcidjara kiterjesztendd Ggy, hogy s;= +.
Az osszes i-re felirt jobb oldali 6sszegekben az egyes sszeadanddkat jeloljiikk F,-el;
ezek szama nyilvan annyi, ahanyféleképpen a + és a — jel az N tényezlre eloszt-
hat6, ami 2%-el egyenl8. Természetesen az F,-ck kdzt 0-ok is lehetnek. Marmost
~ezen F,-ekrgl konnyii belatni, hogy a (2") ortogonalitasi relacidkat kielégitik. Hi-
szen ha i#k, akkor F; az F,-t6] csak annyiban kiilonbozhet, hogy van oly m index,
hogy mig F; m-edik tényezGjében E,, ill. E 4ll, addig F, m-edik tényez§jében E,;,
ill. E, all. Marpedig
E.E;=E_ FE,=0.

Vagyis (3) alapjan a (2") valoban kielégithetS. Itt felhasznaltuk, hogy az E;-k fel-
cserélhet6k, ami azt jelenti, hogy az &; makroszkopikus tulajdonsigok egyide;jii-
leg eldonthet8k, ami éppen a tulajdonsagok makroszkopikus voltanak folyamanya?3.
Természetesen (1)-bsl kovetkezik az, hogy

2N N
(%) _ §ﬂ=2a=L

i=1

Ezek utan azt mondhatjuk, hogy a makroszkopikus megfigyel6 mérési maodjat
egy az (1) és (2) feltételeket kielégit3 {E;} operator-rendszerrel lehet jellemezni.
Az ilyen rendszereket a tovabbiakban nevezziik normalizdltaknak. A normalizalt
{E;} rendszer tehat teljesen meghatirozza az e; valdsziniiségeloszlast az U statisz-
tikus operatori keverékben:

(6) e;=Spur UE,.
sMelyre nézve (1) szerint

(7) ZN’ei=1.
i=1

Lényegében véve tehat a makroszkopikus megfigyels szempontjait ez a diszkrét
valészinliségeloszlas karakterizalja. Az e; valdszinliségi valtozdjanak értékében
lev§ bizonytalansig mértékéiil, mely tehat a megfigyel6 modszereinek sajatja, cél-

rrry

N
®) Entr(S) = — K- D'e;loge;, (K=0, allando).
i=1

Ezek utan az a kérdés marad hatra, hogy miként mérhet§ ossze az {E;} rend-
szerhez tartozd (8)-beli entrépia annak az {E;} rendszernek az entrépiajaval, mely

23 L. 18. labjegyzetet.
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{E;}-b8l Ggy jon létre, hogy a j-edik tulajdonsagot annak egy E; projekcios operatoru
kovetkezményével pétoljuk, azaz E; helyébe oly Ej-t helyettesitiink, amelyre ((1.1)
szerint)

® E,E; =E;.

Ezt vizsgaljuk meg a kovetkezS §-ban.

4. 8. A makroszkopikus tulajdensiag helyettesitése

Az el6z8 §-ban ismertetett terminoldgiat hasznalva marmost fogalmazzuk
meg kvantitative, hogy miben all, s hogyan értend$ a bevezetesben emlitett helyet-
tesités.

Legyen adva egy U statisztikus operdtori kvantummechanikai sokasadg. Egy
makroszkopikus megfigyel6 mérési mddja azzal karakterizalhaté, hogy megadunk
egy normalizalt {E;} projekcids operator-rendszert. Ez a {E;} rendszer tehat azt a
megfigyelési mddot reprezentalja, amelyben a megfigyel§ a soksag &4, &5, &3, ..., En
tulajdonsagait akarja vizsgalni.

Tekintsiitk marmost azt az esetet, amikor a makroszkopikus megfigyel6 mds
tipusti informacidkat kivan szerezni az U statisztikus operatori sokasagréol?4,
mégpedig oly médon, hogy a j-edik &; tulajdonsig helyett az anndl gyengébb
i (€] ~&;=1) tulajdonsdgot vizsgalja. Ezt a megfigyelési médot {&;} helyett egy
{é” Y rendszerrel reprezentélhatjuk, s itt {&,}’ abban kiilonbozik {&;}-t8l, hogy
{&;}-ben a j-edik tulajdonsagot, &-t, annak egy kovetkezményével, &;-vel potol-
juk. Természetesen az {&;}-hez tartozé {E;} projekcids operator-rendszer mMAr nem
fog a (3.1), (3.2) tulajdonsagokkal rendelkezni: nem lesz normalizalt?s, Igy az
entrépiafogalom ugyan formalisan értelmezhetd a megfelels {e;}’ valdsziniiség-
rendszeren, de {e;}” mar nem valdsziniiség-closzlas, ezért a formalisan nyert

N
—KJeloge; = —K(e,loge, +e,loge, +... +¢;+ ... +eylogey)e; = Supr UE;
i=1 s

kifejezés mar nem tekinthet§ entrdopianak és igy az eredeti
N
—K De;loge;
i=1

kifejezéssel valé Osszehasonlitasra sincsen alap. )
Ezért tehat az {E;}’ rendszert ortogonalizalni kell és teljessé kell tenni, azaz
a 3 §-ban kovetett eljarashoz hasonldéan egyértelmiien hozzirendelni egy {F,} rend-

24 Ez természetesen lehetséges, hiszen U nem fiigg az Ei-ktol. (V6. 16.)
25 A trividlis E;=E; esett0l eltekintve. Valoban: Z‘ Ei=1-b8l E; = 1— Z’E,, azaz E;E;=
=E; = Ej(l - ZE’) E;—E; (ZE) azaz E;—E; = E,Z’ E,, igy E; akkor es csakls akkor lehet
#j
minden E;-re (z;é ]) ortogonalis, ha Ej=E;. Az, hogy {E} nem teljes, hasonl6an lithatd be, 1. (4.10).

6*
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szert, amelyre mér
F,=1, (M=2VN)2¢

F,F,=0,  (i#k).

Az entrépia csak ezen normalizalt {F,} rendszerre vonatkozéan képezhet§ az

2N
Entr’ (S) = —K > f,logf,
n=1

definicioval, ahol
f.=Spur UF,.

Lényegében ez lesz az az entropia??, amely Entr(S)-el 0sszehasonlithaté, s melyrsl
ki fogjuk mutatni, hogy
Entr’(S) = Entr(S).

Ennek keresztiilvitelére végezziik el az {E,}’ rendszer normalizalasat. Kezdjiik az
ortogonalizalassal. Legyen tehat:

E;= > E'Ej ... E;...EY, i#j
i 51482y 0v0y Sim18igly .y SN=F
mig az i=j esetre:
E; = > EY' ...E} ... EY"
S1y ey Sj=1,5j41, 0, SN=E

Az egyes 0Osszeadanddkat Fel jelolve (n=1,2,3,..., M=2") megkaptuk az
{F,} rendszert, mint az {E;}’ Tendszer ortogonahzalasat Ez az {F,} azonban egy-
szerlisbdik, ha tekintetbe vessziik az {E;} normalizaltsagit. Az F,-ek attekintése
céljabdl vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

F(Sh,Sj) = El_ Ez_ E},__1 .es E;"Ep,_+1 Ej__l E}sjE;;.l EI;—l E;

F(S?,,Sj,Sg) =E"E .. Ei_—l E,'SEE,':,l Eh_—-l E;hEh_+1 E;_l E;jEj+1 EI;—l E}G,
i#j, h#j.

Belathatd, hogy a tébbi tipust F,-ek mind zérusak, mivel ha a j-edik helyen

kiviil legalabb két helyen &ll + jel, akkor az {E;} rendszer ortogondlis volta miatt

az operatorszorzat értéke zérus lesz28. Tehat ha s,= +, s;= —, i #J, h#j, akkor
a megfelel§
) F(+,s;, +) =0
2N

26 Voltaképpen M=2E+1 értendd, ahol Fy=1— 2 Fn, de mint latni fogjuk, ez nem jelent

lényeges kiilonbséget. n=1
2N

27 Azzal a kiilonbséggel, hogy az Osszegezés 1-t61 2V +1-ig értendd, ahol far = 1— 2 fos

viszont az erre vonatkozo allitds mar kovetkezik (2))-b6l (M = 2V +1). n=1

28 Felhasznalva az Ei-k egymds kozti és Ej-vel vald felcserélhetségét. Mivel, ha E; az Ej-vel,
és E; az Ej-vel felcserélhetd, azért a felcserelhetoseg tranzitivitisa alapjan (vo. [3], 92, old.) az E;-k
Ej-vel is felcserelhetok Az, hogy Ej az Ej-vel felcserélhetd, abbol kovetkezik, hogy E;E;=E; her-
mitikus operator. (V6. [3], S1. old )
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Az {F,-nek ezt az egyszeriisodését még igy is kifejezhetjiik:

(6) Ei= 2 2(F(= +, 1)+ F(= =, +)) (=)
B#j

Sziikségiink lesz még az i=j esetnek megfelel
™ Ej=F(—, +)
Osszefiiggésre is2°. Ennek bizonyitasa a koévetkezdképpen torténhetik:3¢ A de-
finicié szerint:

F(—,+)=FEr .. Ex ...E} ... Ey = E;- [[(E") = E; [ 1 -E),
i#j i#j

ahol is felhasznaltuk, hogy E; az E;-kel felcserélhetd.3! Elég annyit kimutatni, hogy
(7') H(l —Ei)=Ej,

iEj
mert akkor ebb6l EjE;=E;E; =E; miatt az allitott (7) adddik. (7") egy magatol
értet8dS tényt fejez ki, ha azt az {E;} normalizalt rendszerhez tartozé {&;} itélet-
rendszerre fogalmazzuk at. Az {&;}-kre vonatkoz6 megfelel§ allitas:

&) E;= 8185828 .. 8E;_18E;11& ... &y.

Ez azonban csakugyan igy van, hiszen az &; tulajdonsagok barmelyike, pl. &; azt
jelenti, hogy sem &,, sem &,, sem barmely &5-t6l kiilénb6z8 &; nincs meg, mivel
&k kozil valamelyik feltétleniil megvan.

Sziikségiink lesz végiil a kdvetkezd osszefiiggésre is: ha x;>0, (i=1,2,...,n)

n
és > x;< 1, akkor:

izt
® (inJ'IOg 2, x> 2 x;log x;.
i=1 i=1 i=1
Bizonyitasul alakitsuk at az allitast a kovetkez6 moddon:
(in)}."xi - ]]x?i.

Hasznaljuk fel, hogy az x¥ fiiggvény mind x-nek, mind pedig y-nak monoton no-
vekv§ fiiggvénye. Ezért mivel az xi-kre tett feltevéseinkbdl folydlag: Zx;=x;,

nx-;i - x;ci’
(Sx)™ >(Zx)* >

(Zx )™ =>x3,

fgy azt kapjuk, hogy

viszont:
Ixi'<xi.

29 Ez természetesen A-t6] nem fiigg, hiszen a j-edik tényezon kiviil minden tényezbben a — je
all F(—, +)-ban.

30 E sz4amitds egyszeriisitéséért T6ROs ROBERT kollégdmnak mondok koészonetet.

31 1, 28. at.
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E két egyenl&tlenséget Osszekapcsolva:

(Zx;)2% > xF = IIxF,
tehat
(in)lx;- >Hx’i"',
amint allitottuk. :
Az entrépia ndvekedésének bizonyitdsa elStt még az {F,} rendszer teljességé-
vel kell foglalkoznunk. Az lathatd, hogy a (4. 3) rendszerbdl nyert F,-ek mar orto-
gonalis rendszert alkotnak, vagyis (4. 2) teljesiil, amennyiben

F,F, =0, (i#k; ,k=1,2,...,2N.
A teljesség azonban nem all, mivel

2N N
(10) S F,=E+..+E+..+Eyv=JE—E;+E; =1—(E;—E})#1,
n=1 i=1
hacsak &} nem trividlis kdvetkezménye & ;-nek, vagyis E; #E;. A 3. §-ban megindot

koltuk, hogy egy makroszkopikus megfigyeld mérési mddjat reprezentild projek-
ciés operator-rendszernek teljesnek kell lennie. Ezért {F,} is b8vitends az Fon,, =

2N
= 1— 2 F, tag hozzaf{izésével, amelyre természetesen, mint az kénnyen igazolhaté,
n=1
e F"F2N+1 = F2N+1Fn =0 (n:]., 2,..., 2N).
Marmost ezen mddositott rendszer az, amelyre vonatkoz$3? .
' 2N 41
- K Z fn IOg fn’
n=1
f»=Spur UF,
kifejezés entrépidnak tekintend§ a 3. § értelmezése szerint, s ez az, amit az eredeti
—K e loge;
i=1

kifejezéssel Ossze kell mérniink. Ezt végezziik el a kévetkez8 paragrafusban.

’

L 5.§. Az entrépia novekedése

Ezek utan a bebizonyitott (4. 6), (4.7), (4.8) 0sszefiiggéseket felhasznalva
konnyen megmutathatjuk, hogy

2N 41 N
@) —K 2 filogf, > —K >eloge;. ) 0
n=1 i=1
Mivel —K <0, azért elég annyit kimutatni, hogy '
~
. ) 2N 41 N
S Z fnlngn<Zei10gei-
n=1 i=1

32 Lasd a 28. és 20. libjegyzeteket.
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2N
Vagy ami ugyanaz, az fon,, = 1— 2 f, = 1 —f jelolést hasznalva,
n=1

2N N
nglf" logf,+(1—flog(1—f)< i;; e;loge;.

Ehelyett pedig az ennél erGSsebb

2N N
#)) ;;fn log f, <_‘_21’ e loge;

egyenl6tlenséget bizonyitjuk be, ami (1 —f)log (1 —f)<0 miatt az allitott (1)-et
maga utan vonja.
(2) belatasara fejezziik ki az e-ket (4.6) alapjan f,-ekkel: Bevezetve a

Fni = F(—’ +, +)+F(—9 T +)
jelolést, (4. 6) igy irhato:
3 . E = ; Fu; (=)
h#j
(3)-at (4.7) figyelembevételével kiterjeszthetjitkk az i=j esetre is az
F(—,+)= 2 F,;=E;
- L]

megallapodassal.
Igy altalanosan:
Ei=2Fni (i=1,2,...,N).
h#i

Képezve a Spur UE;=e-t és a Spur UF,;=f,; jeloléssel

€; = ;fm‘
Ezt a (2) osszefiiggésbe helyettesitve, a
2N s
@ 3 fylogfu < 3 (/) 108 (,Z /)

egyenlGtlenséget kapjuk, ahol
anj =fif(_’ +) = SPUT UF(_s +)'

Most vegyiik figyelembe, hogy az f -ek koziil csak az f,,,(+) és az f,;(—)-ok kii-
lonbozhetnek zérustol, tehat
fn,-(+) =Spur ni(+):Spur UF(_’ +’ +): f;u(_) = spur UF('_; ) +)

A (4) egyenlGtlenség bal oldala tehat két részre bonthato:

21\(
) 2 fulogf, = 2 an(.”logf(“+l2”2f.f. logfy ™,
ahol

an”log 9 = P logfY & Zf‘ ‘logfa;) =0
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Ezt felhasznalva elég csupan annyit megmutatni, hogy

l—l {[ Zf'sf)logf(ﬂ_*_fn(l )logfn(( )] [( 2 (+) )logz(fﬁ)_*_f"(:))]},

vagy ami ugyanaz, azt, hogy
N
0= 3 > (/" logfa”’) — Sfu"logfa”]+
i=1 h#i h#i
+H S logfo7 = 3 fa7 1og 2 127}
n#i h#i h#i

Ez azonban (4. 8) alapjan trivialis.33

Ezzel kitiliz6tt célunkat elértiik.

Megjegyezziik, hogy az £33, f31), ..., fi1, ... valosziniiségek az {E;}’ rendszer
korreldcidjat fejezik ki, azaz azt, hogy az &, ill. éT,’ tulajdonsagnak valamelyik & -sal
valé egyiittes el6fordulasinak mekkora a valdszinlisége. *

Befejezésiil koszonetet mondok FENYES IMRE egyetemi tanarnak, akivel valo

beszélgetésem soran a dolgozat problémai tisztazodtak elSttem.
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33 A j-edik tag kivételével minden tag negativ jarulékot ad a 2 Osszegekben. A j-edik tag
esetében pedig: vo. (5) hsi

(i) (1) (%) (1) (£) (1) (1) (%)
hZﬁlJ Zf Zf log fu; —ﬁ'j logfny " —fn; "logfa; =0

Természetesen a 2 Osszegekben a h=j érték kimarad.
h=i
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