A SZABALYOS POLIEDEREK
EGY SZELSOERTEK TULAJDONSAGA
ALLANDO GORBULETU TEREKBEN

Irta: TOMOR BENEDEK

Az euklideszi tér egy R sugar(i gdmbdt tartalmazé / lapu, e éli, ¢ csiicsa (ro-
viden: [/, e, c]) konvex poliéderének F felszinére és V' térfogatara vonatkozéan
érvényesek a kovetkez6 — egymassal ekvivalens — egyenlGtlenségek [1]:

roR2 te 2
(4] F=2eR tg_Ze(k 1),
>2e 5.,
. nl
sin —

Itt (és a tovabbiakban is) k a tortet jelenti.

CcOS —
2e

Egyenl8ség csak a gdmb koré irt szabalyos poliéderekre all fenn. Allandé gor-
biiletii terekben a két probléma nem egyenértékl. A kérdéses poliéder térfogatanak
alsé becslése olyan tetraéder térfogatinak meghatirozisara vezet, amelynek mind
a 4 lapja derékszogli haromszdg (ortoschem tetraéder). LOBACSEVSZK1J, SCHLAFLI
és masok vizsgalatai szerint egy ilyen tetraéder térfogata nem elemi fiiggvénye a
lapszogeknek. FEJES TOTH [2] bebizonyitotta, hogy a » gorbiilet{i térben érvényes
a kovetkez8 becslés:

~ nlf2e
_ — 2__oin2
3 v= 2 / {VxR__.c_'a___ng(tg vz RV —sin o }d¢,
Va3 J Vk2—sinZ ¢ cos g

és egyenl3ség csak a gébmb koré irt szabalyos poliéderekre all fenn. (Szférikus tér-
ben ezek kozé szamitjuk a szabalyos diédereket és hosoédereket* is.)

A poliéder felszinére vonatkozé becslés azonban elemi fiiggvényekkel elvé-
gezhet$. E dolgozatban bebizonyitjuk a kovetkezd egyenlGtlenséget:

sinn—l
@ F= de n—l—a.rcsin 2 =
x |2e Vi4(k2—1)sin?V/x R

* A diéder dualisanak ez az elnevezése ViTo CARAVELLItO! (1724 —1800) szdrmazik.
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EgyenlGség ebben az esetben is csak a gdmb koré irt szabalyos poliéderekre 4ll fenn.
A % —0 hataresetben a (3), ill. (4) formula a (2), ill. (1) formuldba megy at, mint
arrél konnyen meggyGz8dhetiink.
Az emlitett tételek a kovetkezd, altalanos tételbdl szarmaznak ([1], [2]):
Jeloljik &, ®,, ..., P, -lel a ¢ gbémb olyan e, e,, ..., ¢, oldalszimu konvex

poligonjait**, amelyekre: Z(P &, s-sel pedig az e,, ..., ¢, oldalszdmok Gsszegét.
Legyenek Py, P,, .. P, &-nek tetszbleges pontjai, a(x) pedig egy, a 0=x=
é% V7® (alegnagyobb gombi tavolsig) intervallumban értelmezett szigortian mono-

ton novekvd fliggvény.

Akkor:
‘ a(P;P)d®d =2s AP)do,
(52) | '21 wf (P, P) fa( )
ahol A az az ABC derékszogli gombharomszog, amelynek szogei: y=lzt , azz—[ ,
B = %+g;—r—a. Ezek alapjan: 4 =—§s—. (a és B egyszeriien szemléltethet5. Az egyes

sokszogek belsejében vegyiink fel egy-egy pontot, és ezeket kossiikk Ossze a meg-
felelS sokszdg csticsaival. o az igy meghatdrozott kozépponti szégek, f pedig a sok-
szbgekben szerepl§ szogek atlaganak fele.)

Egyenl8ség csak akkor all fenn, ha @, P,, ..., P, egybevagd szabalyos poli-
gonok, P,, P,, ..., P, pedig ezek kozéppontjai. (Szabalyos poligonnak szamit a
gémbkétszog és a félgomb is.)

Ha specialisan a sokszogek a gomb egy /, e, ¢ lap-, él- és csiicsszamil konvex

mozaikjat alkotjak, akkor oz=2n—e{, B=%, és az egyenlGtlenség a

. 1

(5b) P [a(pPrav=4e [a(ap)de
i=lg,; a4

alakot 6lti. EgyenlGség csak akkor all fenn, ha a mozaik szabalyos, P, P,, ..., P,

pedig a mozaik lapjainak kozéppontjai.

A tétel az idézett forrasmunkakban csak ez utobbl fogalmazasban szerepel
Ezért a teljesség kedvéért vazoljuk az (5a) egyenlGtlenség igazolasat, amely 1ényeg-
telen kiilonbségektsl eltekintve azonos az (5b) tétel ismert bizonyitasaval.

Felhasznalunk két, most nem bizonyitott segédtételt.

1. Jeloljiik o-val az O kdzéppontu, félgdmbnél nem nagyobb K gémbsiivegnek
valamely f6kor altal levagott szeletét.

AOl=c= g intervallumban az
() = [a(OP)de

a

fiiggvény konkav.

** A tovabbiakban egy gémbi tartomdnynak és a teriiletének a jelOlésére ugyanazt a betiit
hasznéljuk.
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2. Tekintsiink egy olyan gombharomszoget, amelynek egyik csucsa az O-val
atellenes pont. Ennek és K-nak a kozos részét jeloljikk t-val.
Akkor:

[a0P)do = o).

Az a(x) figgvény monotonitasabol, valamint a ®; tartomanyok konvexitisa-

bol kovetkezik, hogy az f a(P;P)d® integral valtozé P; esetén minimuméat a P;
D;

tartomany valamely bels6 vagy keriileti pontjaban veszi fel.

Jeloljik a @; sokszog csucsait ciklikus sorrendben
Cy, Cy, ..., C,~vel, a P; pont koriil AB szférikus sugar-
ral huzott kort (gombsiiveget) K;-vel (1. abra). Jelentse
tovabba t,,1,, ..., 7, a K; kornek a ®; soksz6gon ki-
vill es6 azon részeit, amelyek kozill az els6 a P,Cy,
C,C,, P,C,, a masodik a P,C,, C,C;, P,C;, ... az
eedik a P,C,,, C,C,, P;C, f6korok éltal hatarolt tarto-
manyba esik (esetleg 7, =0).

A k06z0s a(P;P)d® integrandust elhagyva, irhatjuk:

J-0-540)

7

ahol @®;-nek a K;-n kiviil es6 részét jelenti. Az i=1, 2, ..., I-re felirt egyenlGsége-
ket Osszeadva és segédtételeinket alkalmazva, a kovetkez6 eredményre jutunk:

PAEUE RS UEITES SO BE

zlkf—sw[?lzsrv]-l—zl f

v=1 i=1 g
K az A korill AB sugarral rajzolt kor, f pedig az f a(AP)d®P integral.
K K

]
Nyilvan — a D & =&’ révid jeloléssel — :
i=1

13

és igy
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e K—® . IK— &+
Itt = K-nak azt a részét jelenti, amely az Az teriiletii korszeletet az _s—+
terilleti korszeletté egésziti ki. Az a(x) fiiggvény monotonitasa miatt a két utolséd
tag Osszege =0, és igy

.-=211 f%l/—sw[l—KS:‘j] =2s[2in /—%w(”{s—(p]] =05 fa(AP)d@.
D; K K ey |

Ez utdbbi egyenlGség belatasahoz vegyiik figyelembe azt, hogy %K K-nak

-9 3 P o 1IK—d . .,

P pedig Az—z? = EK_E = —alapjan az
a korszelet, amelyet K-bdéla BC f6kor levag. Ezzel az (5a), ill. az (5b) egyenlGtlen-
séget bizonyitottuk. Egyenl8ség csak akkor all fenn, ha a K; korok a &; sokszoge-
ket teljesen lefedik, a 7, tartomanyok pedig egybevagd korszeletek. Ez akkor igaz,
ha a @; sokszogek egybevagd szabalyos sokszogek, a P; pontok pedig ezek kozép-
pontjai.

Térjiink ra a konvex poliéderek felszinének és térfogatanak vizsgalatara. Je-
lentse P az R sugaru, @ felszinli gobmb O kodzéppontjatol r tavolsagra levs sik egy
pontjat, dF a hozzatartozo felszinelemet, Q és d® vetiiletitket a gombon, dV pedig
a dF alapteriiletli, O csucsu elemi kupszeri test térfogatat. O-bol a sikra bocsatott
merGleges talppontjat jeloljiikk P,-lal, P, vetiiletét a gombdén Q,-lal, a POP, sz6-
get @-vel (2. 4bra).

s Eas ey IK
o kozépponti szogl szektora,

2. abra

Adott R esetén dF és dV d®P-nek, r-nek és ¢-nek (illetve a QQ, gémbi tavol-
sagnak) fiiggvénye:
dF=f(r, p)d®,

av =rv(r, @)doP.



A SZABALYOS POLIEDEREK EGY SZELSOERTEK TULAJDONSAGA - 267

Az allandé gorbiiletli tér egy [/, e, c] konvex poliéderét vetitsiikk centralisan
egy altala tartalmazott gémbre. A gdmb sugarat jeloljuk R-rel, a poliéder lapsik-
jainak tavolsigit a gémb koézéppontjatdl pedig ry, ry, ..., rilel. Az euklideszi és
a hiperbolikus esetben a kérdéses gomb tetsz8leges lehet, a szférikus esetben azon-
ban atmenetileg a legnagyobb tartalmazott gombre kell szoritkoznunk, hogy biz-
7
2
gbmbi vetiilete egy [/, e, ¢] konvex mozaik lesz, amelynek lapjait @, @,, ..., §-lel
Jjeloljiik.

A poliéder felszine és térfogata:

tositani tudjuk a tovdbbiakban jelentSsen kihasznalt r,=— feltételt. A poliéder

i=

1
F=3 [ft.pdo,

V= 2’,’ fv(ri,q))ddﬁ.

i=1 g

, 1 _ ,
v(r, p) az OP sugaru gémb térfogatdnak E-szerese, és igy nyilvan r-nek és

@-nek szigordan monoton névekvs fiiggvénye. )
2
Az euklideszi esetben f(r, @) =I%3 sec3 @ ((p <—§—) , mindkét valtozéjaban szi-

gorian monoton novekvd fiiggvény.
E meggondolasok alapjan az (5b) egyenlStlenséget alkalmazva nyerjiik:

F = 4e f f(R, p)d® az euklideszi térben,
4

V=4e [o(Rg)de altaliban.

4

Itt e Jelenti a poliéder éleinek szamat, ¢ pedig az AOP szdget. Egyenl6ség csak
a gébmbét érintd szabilyos testekre all fenn. A jobb oldalon 4ll6 integralok szem-
léletes jelentését is megadhatjuk: az elsd az ABC hiromszog vetiiletének teriilete
a gdombot az A pontban érint8 sikon; a masodik pedig annak az ortoschem tetra-
édernek a térfogata, amelynek csiicsai az emlitett vetiilet csicspontjai és a gémb
kdzéppontja. Ezeket meghatarozva kapjuk az (1)—(3) tételeket.

Hatarozzuk meg f(r, p)-t altaldnosan. Jeloljik az OP tavolsagot ¢-val, a P
pontban az OP-re merdlegesen allitott sik és az adott sik szogét y-vel. A dF fel-
szinelemet vetitsiik el@szér az adott gdmbbel koncentrikus ¢ sugard gémbre. Mi-
vel a P pont elég kis kérnyezetében az euklideszi geometria érvényes, az igy nyert
dF’ felszinelemre:

dF'=cos y dF.



268 TOMOR B.

dF’ és d® kozott a kovetkez6 kapcsolat all fenn:

. 2 —
dF = M do,
sin?}x R
és igy
- 2 —
g Sn?Vxe
sin2Vx R

Az OPyP derékszogli haromszogbdl:

sec Y dd.

—1: =secy = —‘:.in‘}/—; Z, ,
sin[—z—— .p) inVx r
tovabba
cos [—725 - l//] =siny = cos Vx rsin ®, -
tehat
©) . dF = sin'f« 1 dd = f(r, g)do.

" sin2 V;R(l —cos?Vx rsin? )2

- A természetes hosszegységet hasznalva,

sin? r
(62) flr,p) = sin? R(1 — cos? 7 sin gy'lz
a szférikus,

sh2r
(6b) S, ) =

sh? R(1 —ch?rsin? ¢)*2
a hiperbolikus térben.

A (6a) és (6b) formulakbol kozvetleniil lathatd, hogy f(r, @) rogzitett r mellett
g-nek, hiperbolikus térben pedig rogzitett ¢ mellett r-nek is szigortan monoton
novekvs fiiggvénye.

fgy a hiperbolikus térben az R sugarG gombot tartalmazé [/, e, ¢] konvex
poliéder felszinére a mar ismert jelolésekkel a kévetkezd becslést kapjuk:

i ! .
(72) F=2 [fenpdo = 3 [fR.pdo = e [f(R pdo.

Egyenldség csak akkor all fenn, ha a poliéder a gomb koré irt szabalyos poliéder.

A szférikus térben f(r, ¢) r-nek nem monoton névekvé fiiggvénye a széba jové
teljes tartomanyban. FEJES TOTH LAszZLO egy otlete alapjan azonban ebben az
esetben is taldlunk egy eljarast, amely a (7a)-val analég egyenlGtlenségre vezet.
Felhasznaljuk a szabalyos poliéderek egy 4ltalinosan érvényes szélsGérték tulaj-
donsagat: _

Tekintsiikk a @ gomb kodzéppontjatdl r tavolsigban levs (a szférikus térben

feltessziik, hogy ré—z—] ¢és a gobmbot nem metsz8 sikban azokat a konvex n-szogeket,
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amelyek vetiiletének teriilete a gdbmbon ugyanakkora. E sokszdgek koziil azoknak
a szabalyos n-sz6geknek a teriilete a legkisebb, amelyek kdzéppontja a gdmb kodzép-
pontjanak vetiilete a sikon. E tételt az (5) tétel bizonyitdsahoz hasonldéan igazol-
hatjuk (vo. [3]).

Jeloljiink Q-sal egy olyan szabélyos gémbi n-szoget, amelynek kozéppontja a
@ gomb kozéppontjabdl a sikra huizott merdleges és a gomb M metszéspontja,
Q-val pedig egy ugyanakkora teriiletli, egyébként tetszGleges konvex n-szoget.

(Természetesen feltessziik, hogy Q és Q vetiilete a sikon létezik.)
Allitasunk szerint:

[r@as = [r)ao,
g 2

ahol f(¢) a korabban f(r, @)-vel jelolt fiiggvényt jelenti rogzitett r esetén. Egyenld-
ség csak akkor all fenn, ha Q is M kozéppontl szabalyos n-szog.
A bizonyitasnal — f(r, ¢) g-szerinti monotonitasa alapjan — szoritkozhatunk

arra az esetre, amikor M Q-nak bels§ pontja. Jel6ljik K-val Q koriilirt korét (3.

abra). Jeloljik tovabba Q*-gal Q-nak K-n kiviil es6 részét, 7,, 15, ..., T,-nel azo-

kat a tartoméanyokat, amelyekre az Q cstcsain at huzott sugarak osztjak fel K-nak

Q-n kiviili részét, T-sal az Q egy oldala altal K-bol levagott korszeletet, T*-gal pedig
%

: ST ) s e i e
azt a savot, amely 7-t r+—n—teruletu korszeletre egésziti ki.

A tétel igazolasahoz felhasznaljuk az (Sa, b) altalanos egyenl8tlenség bizonyi-

.

'% .

3. abra

tasanal mar megismert két segédtételt, tovibba a Jensen-egyenlStlenséget.
Ezek alapjan (az integrandust nem irjuk ki):

Qf:kf—izznl‘ I:‘/~+ Q[éKf—i:an’ w(rQ—t—é[é!—nw (%iérij+9[:
:f—nw(?)—n f—l— f

A nyert Osszeg két utolsé tagja f(¢) monotonitdsa kovetkeztében =0, igy

J1@a = [r@do—n [1g)a0 = [1g)de.
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Egyenldség csak akkor all fenn, ha Q is M kozéppontu szabilyos n-szog.

Térjunk vissza eredeti probléméankra. A most bebizonyitottak szerint a poli-
€der minden lapjanak meg tudunk feleltetni egy nala nem nagyobb teriiletli szaba-
lyos sokszoget. Vetitsilk ezt a szabédlyos sokszdget centralisan a gébmb azonos nor-
malist érintGsikjara. Ezzel a teriilet nem novekedhet (ré%]. Ilyen médon a poli-
éder minden lapjat helyettesithetjilk egy azonos oldalszAmi szabalyos sokszdggel,
amely ko6zéppontjaban érintkezik a gombbel, és amelynek teriilete nem nagyobb
a poliéderlap teriileténél, viszont vetiilete a gdbmbon ugyanakkora. Jeldljitkk a sok-
szbgeket F;-vel, a gombi vetiileteiket @/-vel, oldalszimukat e;-vel, az oldalszamok
Osszegét s-sel.

Az elmondottak alapjan:

F=3 [feapdo = 35 = > |1kpao,

i=1lg,

ahol @, és @; megegyezd teriiletli és oldalszamu konvex goémbi sokszdgek (®] sza-
balyos).
Az (5a) tétel minden feltétele teljesiil, ezért:

1 i
Fz 3K =2 Jr®.pydo =25 (R g)do,

ahol 4 jelentése ismert.
A helyettesités soran a gémbi sokszdgek oldalszama nem valtozott, ezért 5 =2e,

tovabba A szdgei:
ml s

i c
t==— €és PB=—.
e B 2e

Tehat a kovetkezd (a hiperbolikus esettel analdg) becslést kapjuk:

(7b) F = 4e [f(R, p)do,
4

és konnyen belathatd, hogy az egyenlGség csak akkor all fenn, ha a poliéder a gdbmb
koré irt szabélyos poliéder (ide szamitva a szabélyos diédereket és hosoédereket is).

Ki kell még szamitanunk a (7a) és (7b) jobb oldalan 4ll6 integralt. Mint tudjuk,
ezek az ABC haromszog vetiiletének teriiletét jelentik.

Jel6ljiik a B és C pontok vetiiletét a kérdéses sikon B’-vel és (C’-vel, és vezes-
siikk be az AC'=u, BC'=v, B =f jeloléseket (4. abra).

Az AB'C’ haromszdg teriilete:

1 , 7

'Meghatérozzuk Bt
Az AB'C’ haromszogbdl:

8) cos ' = cos Vi usin a.
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Az OAC" haromszdgbdl: B _
tgVxu = sin Y= Rtgb,
ahol b az AC oldalt jelenti. '

Az ABC gdémbharomszoghdl: °
cosbh = ﬂ,
sina \
ahonnan : a
sinfa | 2 .

tg b= Vm —1. b g gc ,

Tehat: ‘
_ - in2 -
tgm:smml/ﬂg_l, ‘ ’
s igy cos” B : 4. abra
cosVru = —
1 +sin? Va R sin —1
cos?
Ezt (8)-ba helyettesitve: '
cos f/ = sin « . — _sin (ﬁ'—%].
Vl—&-sszPR(OSZB 1)
Tehat az AB'C’ haromszog teriilete:
®) T= i o —arc sin Sne )
) l/H—sm2 VVR(SH;(; 1)
ahol -
nl _me

o= :2;' 5 ﬁ = E .
(9)-et (7b)-vel egybevetve adodik a (4) tétel.
A szférikus esetben most mar elejthetjiik azt a megszoritast, hogy R a poliéder
altal tartalmazott legnagyobb gdmb sugara, mert a szoba jov6 intervallumban

(R§ %) T R-nek novekvs fuggvénye.
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