
A SZABÁLYOS POLIÉDEREK 
EGY SZÉLSŐÉRTÉK TULAJDONSÁGA 
ÁLLANDÓ GÖRBÜLETŰ TEREKBEN 

írta: TOMOR B E N E D E K 

Az euklideszi tér egy R sugarú gömböt tartalmazó / lapú, e élű, с csúcsú (rö-
viden : [/, e, c]) konvex poliéderének F felszínére és V térfogatára vonatkozóan 
érvényesek a következő' — egymással ekvivalens — egyenlőtlenségek [1]: 

(1) F^2eR2 t g ^ ( k 2 - l ) , 

(2) 

. ni sin — 2e 
Itt (és a továbbiakban is) к a törtet jelenti. 

cos 
TIC 

2e 

Egyenlőség csak a gömb köré írt szabályos poliéderekre áll fenn. Állandó gör-
bületű terekben a két probléma nem egyenértékű. A kérdéses poliéder térfogatának 
alsó becslése olyan tetraéder térfogatának meghatározására vezet, amelynek mind 
a 4 lapja derékszögű háromszög (ortoschem tetraéder). LOBACSEVSZKIJ, SCHLÄFLI 
és mások vizsgálatai szerint egy ilyen tetraéder térfogata nem elemi függvénye a 
lapszögeknek. FEJES TÓTH [2] bebizonyította, hogy a x görbületű térben érvényes 
a következő becslés: 

( 3 ) 

itl/2e 
COS (p 

Yk2- sin2 cp 

. Yk2 — 
arctg tg Y Ti R sin2 cp 

cos cp )} d<p, 

és egyenlőség csak a gömb köré írt szabályos poliéderekre áll fenn. (Szférikus tér-
ben ezek közé számítjuk a szabályos diédereket és hosoédereket* is.) 

A poliéder felszínére vonatkozó becslés azonban elemi függvényekkel elvé-
gezhető. E dolgozatban bebizonyítjuk a következő egyenlőtlenséget: 

(4) nl_ 
2e 

• — arcsin 

. ni 
s i n — 2e 

Y\ + (k2 — 1) s\n2Yx R 

* A diéder duálisának ez az elnevezése Vrro CARAVELLHÖI (1724 — 1800) származik. 
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Egyenlőség ebben az esetben is csak a gömb köré írt szabályos poliéderekre áll fenn. 
A «—0 határesetben a (3), ill. (4) formula a (2), ill. (1) formulába megy át, mint 
arról könnyen meggyőződhetünk. 

Az említett tételek a következő, általános tételből származnak ([1], [2]): 
Jelöljük Ф1( Ф2, Ф(-1е1 а Ф gömb olyan е , , е 2 , ..., е, oldalszámú konvex 

i 
poligonjait**, amelyekre: ^ Ф , = Ф, s-sel pedig az el7 ..., e, oldalszámok összegét. 

í=I 

Legyenek Pt,P2, ...,Pi Ф-пек tetszőleges pontjai, a(x) pedig egy, a O á r É 
S — Y пФ (a legnagyobb gömbi távolság) intervallumban értelmezett szigorúan mono-
ton növekvő függvény. 

Akkor: 
(5a) i Ja(PiP)d0^2sfa(AP)d0, 

1 = 1 Ф, A 
71 7tl 

ahol A az az ABC derékszögű gömbháromszög, amelynek szögei : у = - , a = —, 
71 271 Ф ß = — + —— ос. Ezek alapján : A =—. (oc és ß egyszerűen szemléltethető. Az egyes 

sokszögek belsejében vegyünk fel egy-egy pontot, és ezeket kössük össze a meg-
felelő sokszög csúcsaival, a az így meghatározott középponti szögek, ß pedig a sok-
szögekben szereplő szögek átlagának fele.) 

Egyenlőség csak akkor áll fenn, ha Ф1г Ф2, ..., Ф, egybevágó szabályos poli-
gonok, P1,P2,...,Pl pedig ezek középpontjai. (Szabályos poligonnak számít a 
gömbkétszög és a félgömb is.) 

Ha speciálisan a sokszögek a gömb egy /, e, с lap-, él- és csúcsszámú konvex 
TLL TIC 

mozaikját alkotják, akkor я = ^ , /? = — , és az egyenlőtlenség a 

(5b) i /а(Р1Р)с1Ф^4е Jа(АР)АФ 
1=1

 Ф, A 

alakot ölti. Egyenlőség csak akkor áll fenn, ha a mozaik szabályos, Plf P2, ..., P, 
pedig a mozaik lapjainak középpontjai. i m 

A tétel az idézett forrásmunkákban csak ez utóbbi fogalmazásban szerepel. 
Ezért a teljesség kedvéért vázoljuk az (5a) egyenlőtlenség igazolását, amely lényeg-
telen különbségektől eltekintve azonos az (5b) tétel ismert bizonyításával. 

Felhasználunk két, most nem bizonyított segédtételt. 
1. Jelöljük cr-val az О középpontú, félgömbnél nem nagyobb К gömbsüvegnek 

valamely főkör által levágott szeletét. 
К 

A 0 ̂  a ^ — intervallumban az 
m (a) = f а(ОР)с1Ф 

a 
függvény konkáv. 

** A továbbiakban egy gömbi tartománynak és a területének a jelölésére ugyanazt a betűt 
használjuk. 

V 
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2. Tekintsünk egy olyan gömbháromszöget, amelynek egyik csúcsa az O-val 
átellenes pont. Ennek és K-nak a közös részét jelöljük т-val. 

Akkor : 
f a (OP)d<P s со(т). 
t 

Az a(x) függvény monotonitásából, valamint а Ф, tartományok konvexitásá-
ból következik, hogy az J а(Р1Р)АФ integrál változó F, esetén minimumát а Ф,-

ф, 

tartomány valamely belső vagy kerületi pontjában veszi fel. 
Jelöljük а Ф,- sokszög csúcsait ciklikus sorrendben 

C x , C 2 , ..., Q.-vel, a F, pont körül Л F szférikus sugár-
ral húzott kört (gömbsüveget) K rvel (1. ábra). Jelentse 
továbbá t j , т2 , те. a Kt körnek а Ф; sokszögön kí-
vül eső azon részeit, amelyek közül az első a F ;Ci > 
CtC2, PiC2, a második a PtC2, C2C3, PiC3, ... az 
e redik a F;CCi, Ce,Ci, F,Ci főkörök által határolt tarto-
mányba esik (esetleg TV = 0). 

A közös a ^ A d c p integrandust elhagyva, írhatjuk: 

/ - / - Д /+ /. 
Ф/ Ki V = 1 Tv Ф: 

ahol Ф,'Ф,-пек a K r n kívül eső részét jelenti. Az í = 1, 2, ..., /-re felírt egyenlősége-
ket összeadva és segédtételeinket alkalmazva, a következő eredményre jutunk: 

I n n S /» I n л 5 I P 

• ' / — ( T 

К az A körül sugárral rajzolt kör, J pedig az J a(AP)d<P integrál. 
к к 

I 
Nyilván — a 2 =Ф' rövid jelöléssel — : 

i = I 
s 

Ф = / к - 2 \ + Ф ' , 
v = l v 

és így 

à H M ^ b à f -
Ф,- к Ф; 

= / J-зсо ^ Щ ^ - s Jа(AP)dФ + 2 J-
к v Ф; 
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/ Х - Ф IX—Ф+Ф' 
Itt т K-nak azt a részét jelenti, amely az területű körszeletet az— s s 

területű körszeletté egészíti ki. Az a(x) függvény monotonitása miatt a két utolsó 
tag összege SO, és így 

Ez utóbbi egyenlőség belátásához vegyük figyelembe azt, hogy K-nak 
2 n 

IK— Ф Ф a 1 IK— Ф 
a középponti szögű szektora, pedig A = — = — K— — alapján az 

S 2*S Z7l JL S 
a körszelet, amelyet K-ból а ЙС főkör levág. Ezzel az (5a), ill. az (5b) egyenlőtlen-
séget bizonyítottuk. Egyenlőség csak akkor áll fenn, ha a K ; körök а Ф; sokszöge-
ket teljesen lefedik, a Tv tartományok pedig egybevágó körszeletek. Ez akkor igaz, 
ha а Ф, sokszögek egybevágó szabályos sokszögek, a T, pontok pedig ezek közép-
pontjai. 

Térjünk rá a konvex poliéderek felszínének és térfogatának vizsgálatára. Je-
lentse P az R sugarú, Ф felszínű gömb О középpontjától r távolságra levő sík egy 
pontját, dF a hozzátartozó felszínelemet, Q és t/Ф vetületüket a gömbön, dV pedig 
a dF alapterületű, О csúcsú elemi kúpszerű test térfogatát. O-ból a síkra bocsátott 
merőleges talppontját jelöljük P0-\a\, P0 vetületét a gömbön ß0-lal, a POP0 szö-
get 99-vel (2. ábra). 

Adott R esetén dF és dV dФ-nek, r-nek és 99-nek (illetve a QQ0 gömbi távol-
ságnak) függvénye: 

dF=f(r, <p)dФ, 

dV=v(r, (p)dФ. 
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Az állandó görbületű tér egy [/, e, с] konvex poliéderét vetítsük centrálisán 
egy általa tartalmazott gömbre. A gömb sugarát jelöljük R-rel, a poliéder lapsík-
jainak távolságát a gömb középpontjától pedig rí,r2, . . . , r r lel . Az euklideszi és 
a hiperbolikus esetben a kérdéses gömb tetszőleges lehet, a szférikus esetben azon-
ban átmenetileg a legnagyobb tartalmazott gömbre kell szorítkoznunk, hogy biz-

71 
tosítani tudjuk a továbbiakban jelentősen kihasznált 1 —у feltételt. A poliéder 

gömbi vetülete egy [/, e, c] konvex mozaik lesz, amelynek lapjait Ф,, Ф2, ..., Ф;-1е1 
jelöljük. 

A poliéder felszíne és térfogata: 

F=2 //(г„<р)с1Ф, 
1=1 ф; 

V=2 f v(rí>ч>)0Ф-
Í=1 Ф, 

1 
v(r, <p) az OP sugarú gömb térfogatának --szerese, és így nyilván r-nek és 

yj-nek szigorúan monoton növekvő függvénye. 
r 2 ( n \ 

Az euklideszi esetben / ( r , rp) — ^ sec3 9 9 1 ф < у 1 > mindkét változójában szi-

gorúan monoton növekvő függvény. 
E meggondolások alapján az (5b) egyenlőtlenséget alkalmazva nyerjük: 

F ^ 4e f ф)<1Ф az euklideszi térben, 
a 

V S 4e Jv(R, р)с1Ф általában. 
A 

Itt e jelenti a poliéder éleinek számát, q> pedig az AOP szöget. Egyenlőség csak 
a gömböt érintő szabályos testekre áll fenn. A jobb oldalon álló integrálok szem-
léletes jelentését is megadhatjuk: az első az ABC háromszög vetületének területe 
a gömböt az A pontban érintő síkon; a második pedig annak az ortoschem tetra-
édernek a térfogata, amelynek csúcsai az említett vetület csúcspontjai és a gömb 
középpontja. Ezeket meghatározva kapjuk az (1)—(3) tételeket. 

Határozzuk meg / ( r , <p)-t általánosan. Jelöljük az OP távolságot o-val, a P 
pontban az OP-re merőlegesen állított sík és az adott sík szögét i//-vel. A dF fel-
színelemet vetítsük először az adott gömbbel koncentrikus Q sugarú gömbre. Mi-
vel a P pont elég kis környezetében az euklideszi geometria érvényes, az így nyert 
dF' felszínelemre: 

dF' = cos Ij/ dF. 
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dF' és dФ között a következő kapcsolat áll fenn: 

sin2 f x R 
és így 

Sin2 \ X Q 
dF= ——-==— sec у/ dФ. 

sin2 V к R 

У te, 

Az OP0P derékszögű háromszögből: 

1 , s i n / « о 
= sec у/ 

sin 
továbbá 

Ц К * ) sin Ух 

tehát 

cos — \j/ j = sin \j/ = cos Ух r sin (f, 

С1г»21/л/ у 
(6) dF = T—r— 2l/- . 2 ^ =/(r, <PW4>-

sin2 \x £ (1 — cos 2 \ x r sin2 cp)!2 

A természetes hosszegységet használva, 

sin2 r 
( 6 a ) sin2 £(1 — cos2 r sin2 cpyL 
a szférikus, 

(6b) f(r, cp) — Sh2r 

sh 2 jR ( l - ch 2 r s i n 2 cpfi* 
a hiperbolikus térben. 

A (6a) és (6b) formulákból közvetlenül látható, hogy f(r, cp) rögzített r mellett 
9-nek, hiperbolikus térben pedig rögzített cp mellett r-nek is szigorúan monoton 
növekvő függvénye. 

így a hiperbolikus térben az R sugarú gömböt tartalmazó [/, e, c] konvex 
poliéder felszínére a már ismert jelölésekkel a következő becslést kapjuk : 

(7a) F= i ff{ri,tp)dФ^ Z ff(R,<p)d0 ff(R,cp)d0. 
<= í ф, >=i Ф,-

Egyenlőség csak akkor áll fenn, ha a poliéder a gömb köré írt szabályos poliéder. 
A szférikus térben / ( r , cp) r-nek nem monoton növekvő függvénye a szóba jövő 

teljes tartományban. FEJES T Ó T H LÁSZLÓ egy ötlete alapján azonban ebben az 
esetben is találunk egy eljárást, amely a (7a)-val analóg egyenlőtlenségre vezet. 
Felhasználjuk a szabályos poliéderek egy általánosan érvényes szélsőérték tulaj-
donságát : / 

Tekintsük а Ф gömb középpontjától r távolságban levő a szférikus térben 
я ) ^ 

feltesszük, hogy r s —J és a gömböt nem metsző síkban azokat a konvex «-szögeket, 
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amelyek vetületének területe a gömbön ugyanakkora. E sokszögek közül azoknak 
a szabályos «-szögeknek a területe a legkisebb, amelyek középpontja a gömb közép-
pontjának vetülete a síkon. E tételt az (5) tétel bizonyításához hasonlóan igazol-
hatjuk (vö. [3]). 

Jelöljünk fí-sal egy olyan szabályos gömbi и-szöget, amelynek középpontja a 
Ф gömb középpontjából a síkra húzott meró'Ieges és a gömb M metszéspontja, 
fi-val pedig egy ugyanakkora területű, egyébként tetszó'leges konvex «-szöget. 
(Természetesen feltesszük, hogy £2 és £2 vetülete a síkon létezik.) 

Állításunk szerint: 

Jm<№ ^ / / u o i / Ф , 
« я 

ahol f((p) a korábban / ( r , 99)-vei jelölt függvényt jelenti rögzített r esetén. Egyenló'-
ség csak akkor áll fenn, ha £2 is M középpontú szabályos «-szög. 

A bizonyításnál — f[r, 99) 99-szerinti monotonitása alapján — szorítkozhatunk 
arra az esetre, amikor M ß-nak belsó' pontja. Jelöljük K-val £2 körülírt körét (3. 
ábra). Jelöljük továbbá ß*-gal fl-nak K-n kívül esó' részét, Xí,T2, . . . ,t„-nel azo-
kat a tartományokat, amelyekre az £2 csúcsain át húzott sugarak osztják fel K-nak 
í2-n kívüli részét, ï-sal az £2 egy oldala által K-ból levágott körszeletet, t*-gal pedig 

£2* 
azt a sávot, amely r-t т-| területű körszeletre egészíti ki. 

n 
A tétel igazolásához felhasználjuk az (5a, b) általános egyenló'tlenség bizonyí-

3. ábra 

tásánál már megismert két segédtételt, továbbá a /enxew-egyenló'tlenséget. 
Ezek alapján (az integrandust nem írjuk ki): 

ß К 1 = 1 ti Я* К 1 = 1 Si* К t " 1 = 1 ) я* 

= f -naß)-n f + f . 
К г* Si* 

A nyert összeg két utolsó tagja /(99) monotonitása következtében &0, így 

/ /(99) (1Ф Ê / / (99 ) t№-n f /(99) С/Ф = / / (99) С1Ф. 
ß К T я 
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Egyenlőség csak akkor áll fenn, ha Q is M középpontú szabályos n-szög. 
Térjünk vissza eredeti problémánkra. A most bebizonyítottak szerint a poli-

éder minden lapjának meg tudunk feleltetni egy nála nem nagyobb területű szabá-
lyos sokszöget. Vetítsük ezt a szabályos sokszöget centrálisán a gömb azonos nor-

málisú érintősíkjára. Ezzel a terület nem növekedhet . Ilyen módon a poli-

éder minden lapját helyettesíthetjük egy azonos oldalszámú szabályos sokszöggel, 
amely középpontjában érintkezik a gömbbel, és amelynek területe nem nagyobb 
a poliéderlap területénél, viszont vetülete a gömbön ugyanakkora. Jelöljük a sok-
szögeket Ff-vel, a gömbi vetületeiket <PÍ-ve 1, oldalszámukat e,-vel, az oldalszámok 
összegét s-sel. 

Az elmondottak alapján: 

F=2 [/(г„<р)<1Ф* 2F'i= 2 Jf(R,<p)d<P, 
í — 1 У s _ 1 ; _ 1 /Г»' i = l ф| 

ahol Ф; és Ф,- megegyező területű és oldalszámú konvex gömbi sokszögek (Ф/ sza-
bályos). 

Az (5a) tétel minden feltétele teljesül, ezért: 

F S 2 F'i = 2 ff(R,q>)(№& 2s ff(R, <f )d<P, 
i = l 1=1®; J 

ahol zl jelentése ismert. 
A helyettesítés során a gömbi sokszögek oldalszáma nem változott, ezért s = 2e, 

továbbá A szögei: 
ni „ ne 

* = 2e CS ~2e' 

Tehát a következő (a hiperbolikus esettel analóg) becslést kapjuk: 

(7b) F^4e ff(R,<p)d4>, 
A 

és könnyen belátható, hogy az egyenlőség csak akkor áll fenn, ha a poliéder a gömb 
köré írt szabályos poliéder (ide számítva a szabályos diédereket és hosoédereket is). 

Ki kell még számítanunk a (7a) és (7b) jobb oldalán álló integrált. Mint tudjuk, 
ezek az ABC háromszög vetületének területét jelentik. 

Jelöljük a £ és С pontok vetületét a kérdéses síkon B'-xeA és C'-vel, és vezes-
sük be az AC' = u, B'C'=v, B' <A-ß' jelöléseket (4. ábra). 

Az AB'С' háromszög területe: 

Г . 

Meghatározzuk ß'-t. 
Az AB'С' háromszögből: 

(8) cos ß' = cos ix и sin oc. 



a s z a b á l y o s p o l i é d e r e k e g y s z é l s ő é r t é k t u l a j d o n s á g a 271 

Az О A C háromszögből: 
и = sin Yx R tg b, 

ahol b az AC oldalt jelenti. 
Az ABC gömbháromszögből: 

cos b = 
cos ß 
sin oc ' 

ahonnan 

tg b = 

Tehát: 

sím oc 
cos2 ß 

1. 

tg YXU = sin YX R — _ i / s i n z a j 

s így 
cos2 ß 

cos Yxи = 

4. ábra 

Ezt (8)-ba helyettesítve: 

cos ß' = sin a 

Tehát az AB'С' háromszög területe: 

(9) 

ahol 

r = l 
X 

oc — arc sin 
sin oc 

j / l + s i n 2 YXR 
' sin2 a 

j / l + s i n 2 YXR 
leos2 ß J 

TÜ 
2e' ß-

ne 
2e 

(9)-et (7b)-vel egybevetve adódik a (4) tétel. 
A szférikus esetben most már elejthetjük azt a megszorítást, hogy R a poliéder 

által tartalmazott legnagyobb gömb sugara, mert a szóba jövő intervallumban 

| / S y j T Ä-nek növekvő függvénye. 
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