
TÖMEGKISZOLGÁLÁSI PROBLÉMÁKRÓL, I. 
írta: TOMKÓ JÓZSEF 

Bevezetés 

A tömegkiszolgálással foglalkozó elméleti munkák többségében főként olyan 
szkémák diszkussziója felé irányul a figyelem, amelyek kiszolgáló készülékei soha-
sem veszthetik el munkavégző-képességüket. A különböző problémafelvetések, ame-
lyeknél a matematikai modellek feltételeinek a reális körülményekhez való közelí-
tési foka más és más, egy közös vonásban, a kiszolgáló készülékek abszolút üzem-
biztonságának feltételezésében megegyeznek. Magától értetődik, hogy ezen utóbbi 
megszorítás elengedése is szükséges ahhoz, hogy sok, a gyakorlatban felmerülő 
problémát érdemlegesen vizsgálhassunk. Általában a kiszolgáló rendszerek effek-
tivitását nagymértékben befolyásolják a kiszolgáló készülékek meghibásodásai s 
ezzel a hatással az esetek túlnyomó többségében számolnunk kell. Valamely tele-
fonközpont csatornái, avagy más kiszolgáló berendezések, készülékek, emberek, 
általában nem képesek tetszőleges hosszúságú ideig funkciójukat hibátlanul telje-
síteni. Időszakonként a kiszolgáló készülékek felújításra szorulnak, emiatt a ki-
szolgálási folyamat intenzitása csökken vagy teljesen megszűnik, s ez maga után 
vonja a rendszer effektivitásának a megváltozását. 

A probléma tanulmányozása először az elvesztéses rendszerekkel kapcsolatos 
Er/öng-formulák vizsgálatával indult meg. Általában feltételezték, hogy a készülékek 
csak munkaperiódusok, avagy csak szabad periódusok alatt romolhatnak el. Az 
esetben, amikor mind a szabad, mind a munkaperiódusok alatt bekövetkezhetnek 
a készülékek meghibásodásai, csak további, eléggé irreális feltevések mellett értek 
el eredményeket. Ilyen feltevés például az, hogy mind a szabad, mind a munkape-
riódusok kezdő pillanataiban a készülékek megfeledkeznek múltukról. Ez azt ered-
ményezi, hogy a soronkövetkező periódus alatti meghibásodás nem függ az előző 
periódus hosszától. 

A jelen és a következő néhány dolgozatban különböző, meghibásodásoknak 
alávetett készülékkel rendelkező egycsatornás kiszolgáló rendszerekkel kapcsolatos 
problémákat fogunk vizsgálni. Ahol csak lehet, az előbb említett irreális feltevéstől 
el fogunk tekinteni. Emellett megengedjük majd azt, hogy a munkaperiódusokban 
nagyobb legyen a készülék kihasználódási intenzitása, mint a szabad periódusokban. 
Az utóbbi szituációt most pontosabban körülírjuk. E célból bevezetjük a készülék 
üzembiztonsági tartalékának (rövidítve : ü. b. tart.) fogalmát, mely alapvető szerepet 
fog játszani a továbbiakban is. A készülék ü. b. tartalékán értjük azt az általában 
véletlen értékű, a készülék specifikus sajátosságának megfelelő ún. üzemanyagot 
(benzin, elektromos energia stb.), melynek esetleges kellő mértékű hiánya a készülék 
meghibásodását, munkavégző-képességének elvesztését idézi elő. Feltételezzük, hogy 
a készülék ü. b. tartaléka mind a szabad, mind a munkaperiódusok folyamán csök-
ken. A csökkenést az idővel arányosnak tételezzük fel, éspedig, a szabad periódu-
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sok alatt c = l, míg a munkaperiódusok alatt о 1 arányossági tényezővel. Ennek 
értelmében az ü. b. tartalék mértékszáma megegyezik azon időhosszal, amelynek 
folyamán a készülék hibátlan állapotban marad, hacsak munkavégzésre nem kény-
szerül. Mindvégig feltételezni fogjuk, hogy miután a készülék elvesztette ü. b. tar-
talékát, azaz meghibásodott, nyomban elkezdődik a javítása, felújítása, mely vé-
letlen ideig tart. 

A következő jelöléseket fogjuk használni: 
co(t) jelöli a készülék t pillanatbeli ü. b. tartalékát. Ha a t pillanatban a készü-

lék javítás alatt van, akkor definíciószerűleg a>(í) = 0. Legyenek az /-dik javí-
tás kezdő, ill. végződési pillanatai. (i = 0 esetén r 0 = 0 , r 0 > 0 meghatározottak, ha 
a t= 0 pillanatban a készüléket éppen javítják.) Legyenek továbbá <5,- = ri — r, 
(i 'ë0), t]i = œ(ri + 0) (i= 1), tjо = cü(r0 + 0), ha r0 értelmezett, míg más esetben 
tj0 = a>(0). Feltételezzük, hogy a <Srk, rç.-k összességükben egymástól független való-
színűségi változók s z'^1 mellett P(ôt^x) = G(x), Р(ц^х) = Н(х). 

A jelen dolgozat 1. §-ában egy egycsatornás veszteséges rendszerrel kapcsolatos 
problémát vizsgálunk. Felvetjük ugyanezt a problémát n készülék esetére is, majd 
röviden vázoljuk a feladat megoldását azon egyszerű esetben, amikor az előforduló 
összes valószínűségi változók mind exponenciális eloszlásúak. A 2. §-ban módo-
sítjuk a vesztési elvet. Feltételezzük, hogy a készülék hibátlan periódusaiban beér-
kező igények a „rendszerben maradnak", ha szükséges sorban állnak. Ha viszont 
bekövetkezett a készülék meghibásodása, akkor a rendszerben tartózkodó, továbbá 
a javítási idő alatt érkező összes igény mind elvész, azaz kiszolgálás nélkül távozik. 

! • § 

Elvesztéses rendszer 

1. A PROBLÉMA KITŰZÉSE. Tekintsünk egy egycsatornás kiszolgáló rendszert. 
A készülék meghibásodásait a bevezetésben körülírt feltételek írják le, s tételezzük 
fel még a következőket: 

a rendszerbe érkező igény /-paraméterű homogén Fomo/í-folyamat. 
a kiszolgálási idők egymástól, az érkezési folyamattól, az r]rktő\ és a ó.-ktől 

is független, azonos P((iSx) = F(x) eloszlásfüggvénnyel rendelkező valószínű-
ségi változók, 

a rendszer elvesztéses, azaz, ha olyan pillanatban lép fel egy igény, amikor a 
készülék foglalt avagy javítás alatt van, akkor ez az igény megszűnik; hasonlóan 
megszűnik, elvész az az igény is, amelynek kiszolgálása elkezdődött ugyan, de 

megszakadt a készülék meghibásodása 
következtében. 

Tekintsük most a bevezetésben 
szereplő {co(í), 1^0} folyamatot. Az 
alábbi ábra egy lehetséges trajektóriá-
ját tükrözi ennek a folyamatnak. Innen 
leolvashatjuk, hogy a kezdő / = 0 pil-
lanattól a t t pillanatig a készülék sza-
bad volt s ü. b. tartaléka az idővel 
arányosan / mennyiséggel csökkent. 

1. ábra A G pillanatban érkezett egy igény, 

Uí/J 
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elkezdődött a kiszolgálása, s eközben a készülék ü. b. tartaléka intenzívebben kez-
dett csökkenni. Az rx pillanatban a készülék meghibásodott s elkezdődött a javítása, 
mely Őj idő múlva az rx pillanatban fejeződött be. A folyamat további menete vilá-
gos az ábrából. А тг = r i + l — r i (/ = 0) mennyiségek azon időperiódusok hosszai, 
amelyek folyamán a készülék hibátlan, с 1 következtében általában т; = »/;. Fel-
tevéseink értelmében а т г к egymástól függetlenek, esetleg a i0-tól eltekintve azonos 
eloszlásúak. Ezen közös eloszlásfüggvény meghatározására egyelőre nem lesz szük-
ségünk, majd egy későbbi dolgozatban fogunk ezzel foglalkozni. 

Legyen 
it1(t) — annak a valószínűsége, hogy a t pillanatban a készülék kiszolgálással 

foglalt, 
л 2 (0 — annak a valószínűsége, hogy a készülék a t pillanatban javítás alatt 

van, 
7r3(í) — annak a valószínűsége, hogy a t pillanatban a készülék hibátlan és 

szabad. 
E §-ban megvizsgáljuk, hogy az eddigieken kívül milyen további feltételek 

mellett léteznek a 
(1) 7t; = lim 71,(0 ( /=1,2 ,3) 

t-»™ 

határvalószínűségek és hogy hogyan határozhatók meg. 
2. A RENDSZERT LEÍRÓ MARKOV-FOLYAMAT ÉS А 7Г; VALÓSZÍNŰSÉGEK MEG-

HATÁROZÁSA. Tekintsük a következő 

vRO={«('), v(0} 
valószínűségi folyamatot. e{f) = \, ha a készülék hibátlan és kiszolgálással foglalt, 
e{t) = 2, ha javítás alatt van, végül e(t) = 3, ha a készülék hibátlan és szabad. A má-
sodik koordináta, v(0 értelme az e(t) különböző értékei mellett más és más. e (0 = 1 
esetben v(t) egy kétdimenziós vektor {£(0, l(0}> hol Ç(t) jelenti a készülék által 
a t pillanatban kiszolgálás alatt levő igény kielégítésére a t pillanatig ráfordított 
időt, 7/(0 pedig az ü. b. tartalék csökkenése a t pillanat és az öt megelőző javítás 
befejeződési pillanata között, azaz 7/(0 = 7/; —co(0, hacsak r ; S í < r i + 1 . e(t) = 2 
esetben v(í) a soron levő javításnak a t pillanatig eltelt ideje. Végül eít) = 3 esetben 
v(0 egyenlő az előbb meghatározott 7/(t)-vel. A feltételezéseink értelmében yx{t) 
időben homogén Markov-folyamat lesz. A folyamatnak a fázisterében való elhelyez-
kedésével kapcsolatos, tetszőleges t pillanatbeli eloszlását egyértelműen jellemzik 
az alábbi függvények: 

Px{x,y, t)=P{e(t) = l, v(0 = [{(0 .4(0]€Ä t > , } , 

ahol Bx.y = {(Z, f ) ; 

(2) P2(u; t) = P{e(t) = 2, O ë v ( 0 < « } , 

P3(y, t) = P{e(t) = 3, 0^т/(0<Д. 

A 4. pontban bebizonyítjuk, hogy hacsak a H(x) és G(x)(c> 1 esetben а Я(х), 
G(x) és £(x)) eloszlásfüggvények közül legalább egy nem rácsos eloszlás1 és 

1 Egy eloszlást rácsosnak nevezünk, ha létezik olyan h - 0 szám, hogy az eloszlásfüggvény 
minden növekedési helye nh alakú, hol n egész szám. 
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M G j + áj) akkor a yt(?) folyamat ergodikus. Ennek értelmében tetszőleges 
kezdő eloszlás mellett, amelyet például valamely {РДх, у; 0); P2(и; 0); P3(y; 0)} 
függvény-hármas jellemez, ezek speciális választásától függetlenül léteznek a 

Py(x,y) = lim Py(x,y; t) 
f —>oo 

Р2(и) = lim P2(u; t) 
t-> oo 

P3(y) = lim P3(y; t) 
t-»«> 

határfüggvények. 
A továbbiakban feltételezzük, hogy a (?) folyamat kezdő eloszlása, azaz a 

(P, (x, у; 0); P2(и; 0); P 3 ( y ; 0)} függvény-hármas rendelkezik az alábbi tulaj-
donságokkal : 

léteznek a 

p г . 0 ) _ а Л ( у т ; 0 ) d P 2 ( u i о ) Ú P 3 ( T ; 0 ) 

sűrűségfüggvények, továbbá a 

[ 1 - £ ( х ) ] [ 1 - Я ( Д ] ' ' 2 1 — G(m) ' i 2 1 - Я ( у ) 

normált sűrűségfüggvények rendelkeznek az összes változóik szerinti elsőrendű 
parciális deriváltakkal. Könnyen belátható, hogy ez esetben a folyamatunk tetsző-
leges t melletti eloszlása, azaz a (2) függvények is rendelkeznek a felsorolt tulajdon-
ságokkal. 

A (3) határfüggvények létezése egyúttal a n t valószínűségek létezését is jelenti. 
Meghatározásuk pedig a következőképpen történhet. Legyenek: 

ч dpy(x,y;t) , , dP2(u;t) . . dP3(y;t) 

(4) 

n*cr - pi(x,y>0 n*(,rt)~ р л и и ) „ ú v q - p 3 í y ; t ) 
Mx'y'0-[l-F(xW-H(y)]' Р2{и'°-l-G(u) ' МУ'°-1-Н(уУ 

A pf(i= 1, 2, 3) függvényekre felírható egy integro-differenciál egyenletrendszer. 
Ennek levezetése előtt hasznos lesz megvilágítani, milyen a (?) folyamat fázis 
tere. A folyamatunk a fázistér I-típusú pontjainak valamelyikében, az 

y) ( O S x , y^cx) 

pontban tartózkodik, ha e(í) = l ± és £(?) = x, rç(?)=y; 

Il-típusú pontjainak valamelyikében, az 

w2 (и) (0 = и < «=) 

pontban tartózkodik, ha e(?)=2 és v(?) = //; 
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végül a fázistér 

Ili-típusú pontjai közül az 

СО3ОО ( O S p - r o o ) 

pontban tartózkodik, ha e(t) = 2 és v(t) = t](t)=y. 
Most megkeressük a y f t ) folyamat azon átmeneteit, amelyek At idő alatti 

bekövetkezéseinek a valószínűségei о {At)-nél nem kisebb nagyságrendűek. A folya-
matunkban kis At idő alatt a következő átmenet történhet: 

la. az £Oj(x — At, у — cAt) pontból az co3(x, y) pontba 

1 -H(y) 
\-F{x-At) 1 -H(y-cAt) 

valószínűséggel, 

Ib. az ( ü f y — At) pontból az cu^O,/) pontba 

1 ~H(y)  
Ш1 -H(y-cAt) 

valószínűséggel, 
Ha. az cofu — At) pontból az о>2(и) pontba 

1 - G j ú ) 

\-G{u-At) 
valószínűséggel, 

lib. az и / х , ) ) , ill. спзСр) pontokból az w2(o) pontba, 
l-F(x + At) H(y + cAt)-H(y) iU H(y + At)-H(y) 

1 -F(x) 1 -H{y) 1 -H{y) 

valószínűségekkel, végül 

Tlla. az co3(y) pontba az œ3(y — At) pontból 

fi Iii) 1~ЩУ)  

(1 Mt)l_H(y_Aty 
és az шх(х, у — с At) pontból 

F(x + At)-F(x) 1 -H {у) 
1-F(x) 1 — H(y-cAt) 

valószínűséggel, 

Illb. az co3(o) pontba az ш2(и) pontból 
G(u + At)-G(u)  

l—G (и) 
valószínűséggel. 
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Felhasználva ezeket az átmenet-valószínűségeket, a P i függvényekre az alábbi 
összefüggéseket kapjuk : 

ч , „ l - F ( x ) 1 —H(y) 

РАО, У, t ) = p3(y — At; t - A t ) ) - A t - l l ~ H ( y ^ A t ) + 0 ( A t ) 

p2(u; t ) = p2(u — At\ t — At) l + о {At) 

m f f / A . l - F ( x + A t ) H(y + c A t ) - H ( y ) , J 

О S c i í y < . 
1 - F ( x ) At[\-H(y)] 

f p A r , t - A t ) ^ L + o ( i ) 
•H{y) 

о 

PAr, t ) = p A y - A f , t - A t ) (1 - XAt) 1 

У At I P í { x , y - c A f , t - A t ) , l ~ , H { y ] ^ + o { A t ) 
\ - F ( x ) 1 — H ( y - c A t ) 

Яз(0; t ) = I p M , t ~ A t ) 1 1 ^ + 0 ( 1 ) -

о 

A pt(í = 1, 2, 3) függvényekre ezek az összefüggések a következó'k lesznek: 

p*(x,y, t ) = pt(x-At,y-cAt; t - A t ) + o(At) 

pî(0, j ; t) = /Uípf ( y - z l r ; r - z ( r ) + o(zlO 

0 

С 

о 
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Innen a At^-o határátmenet elvégzése után nyerjük az alábbi integro-differenciál 
egyenletrendszert : 

M + M . + C M = о 
dt ôx 8y 

« f + I H 
dp* 

eh 
С 

-0+ Лр* = J p*i(x,y;t)dF(x) 

A peremfeltételek a következők: 

pH0,y;t) = XpUy;t) ' 

СО С °° 

(6) рЦО; t) = с / {/'рЦх,у, Oil -F{xj\dx] dH(y) + f рЦу, t)dH(y) 
0 0 о 

Ез(0) = fpï(u;t)dG(û). 
о 

Mármost, ha y), PÍ(u) és pí (y) a folyamat valamely, a kezdő eloszlásra meg-
követelt tulajdonságokkal rendelkező stacionárius eloszlásnak megfelelő függvény-
hármas, akkor szükségképpen megoldása a 

о 
o x c y 

CT 

0 + W = f PÍ(x,y)dF(x) 

egyenletrendszernek a 

= Ai? (У) 

( 6 0 />$(0) = с / ( / 4 ( А , у ) [ 1 - E ( x ) ] i / x j d H ( y ) + f pî(y)dH(y) 
0 0 о 

/з(0) = / PÍ(u)dG(u) 
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peremfeltételek mellett. Viszont (5')-nek (6') peremfeltételek melletti megoldása 

P i f a y ) = QLÁy~cx) 

(7) PÍ(u) = 0 

P*(y) = Ö j L ' Á y ) 

alakú, ahol 0 alkalmasan választott állandó, míg az Lc(y) függvény a 

с 

(8) + ALfy) = A f Lc(y - cx)dF(x) dy 

egyenletnek Lc(0) = A kezdó' feltétel melletti megoldása. Itt most az Lc(y) függvényt 
elegendő' csak уШ0 értékeire megadni, míg y<0-ra Lc(y)-t azonosan 0-nak vehet-
jük. A (8) jobb oldalán álló integrálban elvégezve a w = cx helyettesítést, egyen-
letünk a 

у 
(9) Z Z A + ?Xc(y) = f L Á y _ L c ( 0 ) = X 

alakot veszi fel. Térjünk most át a Ac(s) = je~suLc(u)du és а Ф(s) = f e~su dF(u) 
о о 

Laplace-ill. Laplace— 5//e///e5-transzformáltakra. (9) ekvivalens az 

sAc {s) — A + AAC (s) = АФ (es) Ac (s) 

összefüggéssel, ahonnan ric(j)-re a 

A (10) Ae(s) = 
5 + Я [ 1 - Ф ( о у ) ] 

formulát nyerjük. Mármost, a yx(t) folyamatunk említett tulajdonságokkal ren-
delkező stacionárius eloszlásának megfelelő sűrűségfüggvényei csak 

Pl(x, y) = gLc(y - су) [1 - F(x)][l - H(y)] 

(11) p2(u) = e[l-G(u)] 

Рз(у) = e j L c ( y ) [ l - f f ( y ) ] 

alakúak lehetnek. Amint arra már utaltunk, a yx(t) folyamat elég egyszerű felté-
telek mellett ergodikus, következésképpen (11) az egyetlen létező stacionárius 
eloszlás sűrűségfüggvényeit adja. А valószínűségekkel kapcsolatosan pedig igaz 
az alábbi tétel: 

1. TÉTEL. Ha a H(x) és a G(x) ( O L esetben a H(x), G (x) és F(xj) eloszlás-
függvények közül legalább egy nem rácsos eloszlásfüggvény és ha Miyif+öj) <«=, 
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akkor а я,- határvalószínűségek a 
y_ oo С 

tii — в f { / Lc(y-cx)[l-F(x)]dx}[l-H(y)]dy 
о о 

, (12) я 2 = в f [1 — G (и)] du 
о 

« 3 - Е ! / 

formulákkal adhatók meg, ahol a AJs) = J e~suLc{ii)du Laplace transzformáltat 
о 

3 
(10) szolgáltatja. Ад konstanst a JT л; = 1 normálási feltétel határozza meg. 

í 
А я explicit kifejezéséhez felhasználjuk azt, hogy 

y_ 
с 

с f L c ( y - c x ) [ l - F ( x ) ] d x + \ L c ( y ) = 1. 
о Я 

Következésképpen, 

és így 

1 в = — = • 
/ [1 -G(u)]du + ± f Lc(y)][l-H(y)]dy 
о c о L J 

3. Az ERLANG FORMULÁK EGY ÁLTALÁNOSÍTÁSÁRÓL. Tekintsük most az előző 
két pontban vizsgált problémánkat n kiszolgáló készülék esetén. A készülékek 
közül mindegyik mind a szabad, mind a foglaltsági periódusok alatt meghibásod-
hat. Feltételezett, hogy elegendő felújító berendezés áll rendelkezésünkre. Ennek 
értelmében, függetlenül a javítás alatt levő készülékek számától, egy készülék meg-
hibásodása esetén nyomban elkezdődik a felújítása, amelynek befejeződése után 
a készülék teljesen visszanyeri munkavégző-képességét. Jelöljék az rjf} 

változók a kiszolgáló készülékek egymásutáni ü. b. tartalékait. Legyenek ezek 
egymástól független valószínűségi változók, közös P{rj{P^x} =H(x) eloszlás-
függvénnyel. Feltételezzük továbbá, hogy a készülékek ü. b. tartalékai az idővel 
arányosan, szabad periódusok alatt 1, foglaltsági periódusok alatt pedig c=- 1 
sebességgel csökkennek. A javítási idők öf ' (/ ^ 1, 0 ^ k s r i ) szintén legyenek füg-
getlen, közös = eloszlásfüggvénnyel rendelkező valószínűségi vál-
tozók. A rendszer legyen elvesztéses rendszer, azaz, ha egy blyan pillanatban merül 
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fel egy igény, amikor a rendszerben nincs hibátlan szabad készülék, akkor ez az 
igény megszűnik. Hasonlóan megszűnnek azok az igények is, amelyek kiszolgálásai 
elkezdó'dtek ugyan, de megszakadtak a kiszolgáló készülékek meghibásodásai kö-
vetkeztében. 

Mármost e rendszerre vonatkozólag az Erlang-probléma azon valószínűség 
meghatározásából áll, hogy к készülék kiszolgálással foglalt, / készülék pedig javí-
tás alatt van (k + l S rí). Tetszőleges F(x), H(x) és G(x) mellett a feladat még 
megoldatlan. Ha viszont ezek az eloszlásfüggvények, mind exponenciálisak, azaz 
ha E(x) = 1 — e~ux, H(x) = l —e~xx és G(x) = l —e~ßx, akkor a feladat egy homo-
gén Markor-folyamat vizsgálatára vezethető vissza. Legyen v(t) — (k,l) (к, l nem 
negatív egész számok) ha a t pillanatban к készüléken kiszolgálás folyik és a javí-
tás alatt levő készülékek száma /. Feltevéseink értelmében v(í) homogén Markov-
folyamatot alkot, melynek fázistere a kétdimenziós sík mindazon (x, y) nem negatív 
egész koordinátájú pontjainak összessége, amelyekre x+y S п. A folyamat fázis-
terében indukálódó tetszőleges t pillanatbeli eloszlást egyértelműen jellemzik a 

Pk,,(t) = P{v(t) = (k,l)} (0 ^k + l^rí) 

valószínűségek. Egyszerű meggondolásokkal ezekre a függvényekre az alábbi dif-
ferencia-differenciál egyenletrendszer vezethető le: 

P'oAO = — (Á + ncc) P0 о ( t ) + /tPj, о ( 0 + ßPo, í (t) 

0 

P'o.lit) =-[(n-l)0L+k + lß]POJ(l) + pPul(t) + (l+l)ßPOJ+1(t) + 

+ caF l j i _ 1 (0 + ( « - / + l ) a P 0 > i - i ( 0 

PÓAO = -nßPoAO + xPo.n-iiO+cccP^-dt) 

(13) 0 < / c < n 

P'k,o(t) = -[k(p + ccc) + (n-k)cc + X]Pki0(t) + kPk-U0(t) + 

+ ßPk,i(t)+(k+l)pPk + 1,0(t) 

0 </c, /<и, k + l -- n 

P'k.M = -[k + lß + k(p + ca) + (n-k-l)oc]Pk>l(t) + kPk_ul(t) + 

+ (l+l)ßPk,l+1(t) + (k + l)pPk+iJ(t) + (k + \)cccPk+ul-l(t) + 

+ (n — к — 1+ l JaP^j - jÙ) 

k + l = n, 0<к, /<и 

Pil(t} = -[k(p + cci) + lß]PKl(t)+kPk-1J(t) + (k + l)caPk+ul(t)+OLPk>l-1(t) 

P'n.oit) = - [np + ncx]Pny0(t) + kPn„u0(t). 
Most rendezzük а fázistér pontjait a következőképpen: a (0, /) pontokhoz O ^ l S n 
rendeljük az l egész számot, míg más (к, l) párhoz iendeljük az 

к 
s = 2 í n ~ !) + '] + í egészet. 

i= l 
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Fordítva, tetszőleges s N — e2^ s z számhoz könnyen 

megadható az а (к, l) számpár, amelyhez az előző módon az s rendelődik. Tly mó-
don azt kapjuk, hogy 

i 
к = első i, melyre s — f f (n —j+ 1)<0, 

j=o 
mig 

l = s- Z\n-j+ 1). 
j= о 

A (13) egyenletrendszer most átírható egyetlen 

P'(t) = AP(t) 

mátrix-egyenletbe. P(t) oszlop vektor, melynek komponensei a E M ( í ) —Es(z) való-
színűségek. Az A mátrix strukturális alakjának érzékeltetésére vázoljuk az n = 6 
esetnek megfelelő mátrixot. * -ga l jelöljük a 0-tól különböző elemek helyét, a je-
löletlenül hagyott helyeken a mátrix elemei zérusok. 
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Foglalkozzunk most a 
qt = l i m P 5 ( 0 

határvalószínűségek meghatározásának problémájával. Ha r/-val jelöljük azt az 
oszlop-vektort, melynek komponensei a qs-sek (O^JSTV), akkor kell, hogy fenn-
álljon a 
(14) Aq = 0 

N 
egyenlet. (14) homogén lineáris egyenletrendszer, melyet a 2 4s~h qs = 0 felté-

o 
telek mellett kell megoldanunk. Az A mátrix eléggé bonyolult struktúrája miatt 
tetszó'leges n mellett a qs határvalószínűségek explicit meghatározása komoly ne-
hézségekbe ütközik. A gyakorlati alkalmazásoknál azonban nem is erre van szük-
ség. Adott X, p, a, ß és n értékek mellett elegendő а qs-eк numerikus meghatározása, 
mely könnyen végrehajtható elektronikus számológép segítségével. 

Az /7 = 1 esetben a (14) egyenletrendszer a 

~(X + a)q0 + ßq1+pq2 = 0, 

^o-ß<h+c^q2 = 0 , 

Xq0-(p + ca)q2 = 0, 
2 

egyenletekből áll. A 2 di — 1 normálási feltétel figyelembevételével kapjuk, hogy 

q о = 

( 1 5 ) QX = 

Яз = 

(p + ca)ß 
(p + cot + X)(aJt-ß) + (c—\)Xa. ' 

<x(p + С0С + Xc) 

(p + ca + X)(oc + ß) + (c-l)Xa ' 

M  
(p+ca + X)(a. + ß) + (c-l)Xoc ' 

Könnyen ellenőrizhető, hogy (12)-ben elvégezve a megfelelő behelyettesítéseket és 
számításokat {q0 = n3, qi=n2, q2=nl), (15)-tel megegyező eredményre jutunk. 

4. A yx(t) FOLYAMAT ERGODiciTÁSA. A (3) határeloszlás létezésének igazolása 
céljából fordítsuk ismét figyelmünket a 2. pontban bevezetett y,)/) folyamatra. 
Könnyű észrevenni, hogy folyamatunk rekurrens folyamat, melynek regenerációs 
pontjaiként tekinthetjük a javítások befejeződési pillanatait, azaz az r{ pontokat. 
Ha feltesszük, hogy a H(x) és G(x) ( о 1 esetben az F(x), H(x) és G(x)) eloszlások 
közül legalább egy nem rácsos eloszlás, akkor yx(t) aperiodikus rekurrens folya-
matot alkot. Ennélfogva az ergodicitás vizsgálatánál felhasználhatjuk SMITH W . L. 
[4], [5] eredményeit. Folyamatunk fázistere a 

= (coj(г, г/); 0 S c v ^ u } 

%2 = {co2(w); w^O} 

Ж3 = { ш 3 ( м ) ; и = 0 ) 
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halmazok egyesítéséből áll. Tekintsük most cxSy-га az 

A(j-y) = {(Oi (V, u);v^x,u^y, cv^и} с 

halmazokat. Tetszőleges t pillanatban a fázistérbeli eloszlást a 

P 2 ( z ; t ) = P { y i ( 0 6 4 2
z ) } 

P 3 ( T ; 0 = /4{yi(0€/4? )} 

valószínűségek írják le. A folyamat ergodicitása azt jelenti, hogy a (3), azaz a 

Л ( х , у ) = lim P(x,y; t) 
t->oо 

P2(z) = l imP 2 (z ; í ) 

P 3 (y) = l i m P 3 ( y , í ) 
T-, ОС 

határfüggvények tetszőleges kezdő eloszlás mellett, azok speciális választásától 
függetlenül, léteznek. Válasszuk ki most a folyamat valamelyik regenerációs pont-
ját, mondjuk rrt az idő kezdőpontjaként. Majd véve X = ri + 1—rrt, definiáljuk a 

= Р Ы О > z > * } 

<4<»(0 = P Í T i W M Í ' . ^ í } 

függvényeket. S M I T H [ 4 ] dolgozatának 2 . tételében bebizonyította, hogy az 
M{ri+x—rj < » esetben (amelyhez szükséges és elégséges, hogy M(iJi + őj <»), 
a (3) határértékek léteznek, hacsak a (16) függvények tetszőleges véges időinter-
vallumon korlátos variációjúak. Ugyancsak S M I T H [ 4 ] dolgozatának 2 . lemmájára 
támaszkodva könnyen verifikálható a (16) függvényekre vonatkozó követelmény 
teljesülése. A mi esetünkben az említett lemma állítása a következőképpen fogal-
mazható meg: 

Legyen A az A'j' y\ A2\ A3' halmazok közül valamelyik. Jelöljük 5^-val 
azon időpontok halmazát, amelyekre yx{t)^A, továbbá jelölje r(SA) az SA határ-
pontjainak halmazát, c( ) pedig a zárójelben álló halmaz számosságát. t0 legyen 
a folyamat első regenerációs pontja, azaz a t = 0-hoz legközelebb álló javítás befe-
jeződési pillanata. Majd tekintsünk egy 

/ = {t0 + a, t0 + b) (OSa^b) 
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véges időintervallumot s ennek az / részintervallumain értelmezett {У(/Д} 
valószínűségi halmazfüggvényt. Ha most ez a halmazfüggvény olyan, hogy 

a) bármely Iy П I 2 = 0 , Iy, I2czl mellett. 

У(Л)+У(/2) = У(Л+/2), 
ó) I-valószínűséggel 

M{y(/)/?o,Vi(0)}<°°, 
c) tetszőleges / с / mellett 

P{c[/y П r(SA)] Ш Y(Ij)/t0, у у (0)} = 1, 

äkkor â 

M0=P{vi№A,x>t} 
függvény az (a, b) szakaszon véges variációjú. 

5 

Válasszuk most az Y(Iy) halmazfüggvényt a 2 e; összegnek, amelyben az 
£;-k jelentései a következők: 1 

Ey — az fi időintervallumbeli érkezések száma, 
e2 — azon kiszolgálások száma, amelyek az í j időszakaszban fejeződtek be, 
£3 — az í j időközbe eső regenerációs pontok, azaz javításbefejeződési pil-

lanatok száma, 
£4 — pedig azon javítások száma, amelyek az I} időközben kezdődtek el, 

végül 

£5 — az í j szakasz azon pontjainak száma, amelyekben a 

{ « 0 = * } , Ш=у), {e(t)=2,v(t)=z} 
események közül legalább egy bekövetkezik. 

5 
Könnyű ellenőrizni, hogy az У( ) = 2 £; halmazfüggvény az a), b), c) követelmé-

1 
nyeknek eleget tesz. Következésképpen fennáll az alábbi tétel: 

2 . TÉTEL. На а H(x) és G(x) (С > 1 esetben а H(x), F(x) és G(x)) eloszlások 
közül legalább egy nem rácsos eloszlás és M(r\ j + ő,) <<=>, akkor a y y (t ) folyamat 
ergodikus, azaz léteznek a (3) alatti határértékek. 

2 . § 
Várakozás, ha a készülék hibátlan — elvész az igény, 

ha a készülék hibás 

1. A PROBLÉMA FELVETÉSE. Az alkalmazások különböző területein előfordulnak 
olyan helyzetek, amelyeknél egy meghibásodható készülékre bizonyos homogén 
funkciók elvégzése hárul. Emellett a munkaszervezés olyan, hogy amíg a készülék 
hibátlan, a kiszolgálandó egyedek torlódhatnak a készülék előtt, azaz ha valamely 
egyed érkezési pillanatában a készülék hibátlan ugyan, de foglalt, az egyed sorba 
áll, várakozik. Az esetben viszont, amikor a készülék meghibásodik, a rendszerben 
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tartózkodó összes igény megszűnik, elvész s hasonlóan megszűnnek azok az igények 
is, amelyek a készülék javítási ideje alatt lépnek fel. Az eló'zó' § eredményeinek fel-
használásával erre az esetre is könnyen kiszámíthatók a n t valószínűségek. Ezek a 
mennyiségek viszont meglehetó'sen gyengén jellemzik a rendszer effektivitását. 
A rendszer részletesebb tanulmányozásánál újabb karakterisztikák vizsgálatai me-
rülnek fel, közben olyanoké is, amelyek az ún. abszolút megbízható készülékek 
esetében fel sem vetó'dhettek. A jelen §-ban vizsgálni fogjuk a rendszerben tartóz-
kodó személyek számának eloszlását. További karakterisztikák vizsgálatával egy 
következő' dolgozatban foglalkozunk. 

2. A RENDSZERT LEÍRÓ MARKOV-FOLYAMAT. Tekintsük az l . § 1. pontjában 
leírt egycsatornás kiszolgáló rendszert az elvesztési elv előző pontban vázolt módo-
sításával. Ha tehát egy igény akkor érkezik a rendszerbe, amikor a készülék hibát-
lan, de egy korábban érkezett igény kiszolgálásával már foglalt, akkor ez az igény 
most nem vész el, hanem sorba áll, várakozik, míg a készülék meghibásodási pil-
lanatában a rendszerben tartózkodó, s a javítási idő alatt fellépő igények mind 
elvesznek. Az œ(t) folyamat a jelen esetben is az 1. ábrán vázolt trajektóriához 
hasonló típusú realizációkkal fog rendelkezni. A különbség csak az, hogy azok a 
periódusok, amelyekben a készülék ü. b. tartaléka о 1 sebességgel csökken, most 
általában hosszabbak lesznek. Egy ilyen periódus nem más, mint egy abszolút meg-
bízható készülék megfelelő feltételek melletti foglaltsági periódusa. Ennek értel-
mében, azon időszakaszok, amelyekben a készülék ü. b. tartaléka с > 1 sebesség-
gel csökken, függetlenek és 

(1) D(x) = У I e-™^-D*(u\x-u)dF(u) 
n=o J »! 

közös eloszlásfüggvénnyel rendelkeznek. Szükségünk lesz az (1) eloszlásfüggvény 
Laplace— Sí/e/í/ej-transzformáltjára, melyet a következőkben T(s)-sel fogunk je-
lölni. Az irodalomból ismeretes (lásd pl. [6]), hogy T(s) R e í > 0 mellett eleget 

r(s) = Ф|> + /1(1 - Г ( 5 ) ] 

függvényegyenletnek, s ennek а Г(^=) = 0 és a |T(j)| < 1 feltételeket kielégítő egy-
értelmű megoldása. 

Az 1. §-ban értelmezett n i valószínűségeket jelen esetben is az 1. § (12)-es for-
mulája adja, csupán az F(x) függvényt kell helyettesítenünk Z>(x)-szel s ennek 
megfelelően az Lc(u) helyett olyan £c(w) függvényt kell vennünk, amelynek Lap-
lace- transzformáltja 

^ÁS) = s + k[\-r{cs)Y 

A továbbiakban a rendszerben tartózkodó egyedek (igények) számának sta-
cionárius eloszlásával kapcsolatos kérdéseket vizsgáljuk. Pontosabban, megmu-
tatjuk, hogy az F(x), H(x) és G(x) eloszlásfüggvényekre vonatkozó l.§-beli felté-
telek mellett léteznek a 

Л = lim P •к 
t 

{a t időpontban a rendszerben tartózkodó egyedek 1 
száma к 

9 III. Osztály Közleményei XV/3 
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( k e l ) határvalószínűségek, majd meghatározzuk az r(z) = pkzk geneiátor-
1 

függvényt. 
E célból bevezetjük a 

y 2 ( 0 = M 0 , v ( 0 } 

sztochasztikus folyamatot. Az e(t) komponens értéke k, (keO) ha a t pillanatban 
pontosan к egyed tartózkodik a rendszerben, míg akkor, amikor a készüléket javít-
ják, legyen e(t) = —1. A második komponens aszerint értelmeződik, hogy e{t) 
milyen értékeket vesz fel. Az e{t) = — 1 esetben v(t) a soron levő javítás t időpil-
lanatig eltelt ideje, az e(t) = 0 esetben v(í) — r\{t), ahol 4 0 a készülék ü. b. tartalé-
kának a t pillanatig történő csökkenésével kapcsolatos, pontosan 4 0 — со(гх+ 0) — 
— <a{t), hol r ; a t-hez balról legközelebb álló javításbefejeződési pillanat. Végül 
e ( 0 = 1 esetben v(0 egy kétdimenziós vektor {£(0, 4 0 } - A második komponens, 
4 0 az előbb definiált mennyiség, £ (0 pedig a soron levő kiszolgálásnak a t pilla-
natig eltelt időtartama. Feltevéseink értelmében y 2 (0 homogén A/örkor-folyamatot 
alkot. 

Tetszőleges t időpontban a folyamat fázistérbeli eloszlását a 

P _ i ( z ; 0 = P { 4 0 = - 1 , 4 0 ^ 4 

(2) Л>0>;0 = P W O = o, 4 0 M 

Pk{x,y,t) = P { 4 0 = k, 4 0 ^ 4 ( k £ l ) 

valószínűségek írják le. Ugyanazokkal a meggondolásokkal, amelyeket az 1. § 4. 
pontjában alkalmaztunk, igazolható, hogy a y 2 (0 folyamat a 2 tétel feltételei mellett 
ergodikus. Ennek értelmében, bármilyen legyen is a kezdőeloszlás, egyértelműen 
léteznek az alábbi határfüggvények: 

P _ i ( z ) = l imP_ j ( z ; /), 
í —• °o 

(3) Р0(У)= И т Р 0 ( у ; 0 , 

Д ( х , у ) = lim t). 

A folyamat stacionárius eloszlásának megkeresésénél (az ergodicitás következté-
ben ez egyúttal a (3) határfüggvények meghatározását is jelenti) az 1. §-hoz hason-
lóan feltételezzük, hogy a folyamat kezdő eloszlása sima. Ez azt jelenti, hogy ha 
a kezdő eloszlás a P-X(z; 0), P0(y; 0) és Pk(x,y, 0) függvényekkel van megadva, 
akkor léteznek a 

, dp-x(z; 0) , dP(y;0) / m d2Pk(x,y, 0) 

ún. sűrűségfüggvények. Feltételezzük még továbbá, hogy a 

= ^ — Т л Т ' P o ( j ; ° ) = i Е77П' Pk(x,y; 0 ) -l - G ( z ) ' 1 - Я ( у ) ' [ 1 - Р ( х ) ] [ 1 - Я * ) ] 
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normált sűrűségfüggvények elsőrendben differenciálhatók. Könnyű verifikálni, hogy 
ez esetben a y2{t) tetszőleges / pillanatbeli eloszlását leíró (2) függvények is hasonló 
tulajdonságokkal bírnak. Továbbá a kezdő eloszlás ilyen választása mellett a (3) 
határfüggvények is rendelkeznek a 

dP-Az) dP0(y) n , , d2Pk(x,y) 

sűrűségfüggvényekkel és a megfelelő pt t (z), po(x) és pí(x, y) (k ë 1 ) függvények 
differenciálhatók. Az l . § (11) alatti eredményéből most következik, hogy 

po(y) = ej£eOO[i-tfOO] 

P- i ( z ) = <?[l-G(z)] , 
ahol g a megfelelő normáló konstans, £с(и) Fűp/öce-transzformáltja pedig il/c(s). 

Az 1. § (5) egyenleteinek levezetésénél alkalmazott meggondolásokkal az alábbi 
összefüggéseket kapjuk : 

p1(x,y;t+A)=p1(x-A,y-cA;tXl-XA)1^ ~ ^ l + о (A) 

(k S 2 ) 

l - F ( x ) 1 - Я ( Д , 
l - F ( x - z l ) 1 - Я ( т - с 2 1 ) 

, , . 1 — F(x) 1 - Я ( Д 
+ J (x - d, у - cd ; 0 t _ t _ Щ у +o(A) 

FJ (0,y-,t + A) = XAp0(y-A; t ) ^ + 

4 ^ 0 

Pk(0,y;t + A ) A = A f p t . l ( x , y - c A ; i ) T ^ ^ . T - + 

Ezekből a megfelelő normálás, majd a A — 0 határátmenet elvégzése után a 
Д ( х , j ; 0 függvényekre a következő végtelen tagú parciális differenciál egyen-
letrendszert nyerjük; 

dpX dp* dp* , * 

dpi dpi dpi ^ ^ 
- W + - d ï + c W + X Í P k p t - l } = 0 { k ~ 2 ) • 

9* 
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A peremfeltételek az alábbiak lesznek: 
y 
с 

РШГ, 0 = 0 + / PÍ(.x,y, t)dF(x) 
о 

с 

pt(0,y;t) = / Ах, у, t)dF(x) (fc s2). 
о 

3. A STACIONÁRIUS ELOSZLÁS. Bármely, a folyamat kezdő eloszlására meg-
követelt tulajdonságoknak eleget tevő stacionárius eloszlás normált sűrűségfügg-
vényei szükségképpen kielégítik a 

(4) 

peremfeltételű 

(5) 

Pi (0, y) = Apt (У) + / f t (x, y) dF(x) 

PHO, y) = f PU 1 (x, y)dF(x) (k iÊ2) 

dP* , . dP* î A 

egyenletrendszert. A />оОО függvényt már ismerjük, Laplace-transzformáltját a 

S T Í W = S A r c w к 5 + Я[1-Г(с5)] 

formula adja meg. Legyenek most 

<7*00= / PÍ(x,y)dF(x) (кш2) 

P(x, У, z) = 2 ß* (*, jOz*> ö O, z) = 2 <7*0)z'-t = l k = 2 

A [8] dolgozatban igazolt, hogy ezek a végtelen sorok tetszőleges x, у mellett a 
|z| < 1 körben abszolút konvergensek. Vegyük most észre, hogy az (5) egyenlet-
rendszer ekvivalens a 
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egyenlettel és hogy a (4) peremfeltételek értelmében 

Q(y,z) = zP(0, y, z)-).pt(y)z\ 

Az utóbbiak figyelembevételével kapjuk, hogy 

P(x, y, z) = e~Ml~zPp(x,y-cx, z) 
(6) 

, - Á ( 1 - r ) x 
1 

kpl (y - cx)z + — Q (y - cx, z) 

Következésképpen az (5) egyenletrendszer (4) peremfeltételek melletti megoldásához 
elegendő' meghatározni a Q(u, z) függvényt, vagy annak Lap/ace-transzformáltját 

Q(s,z)= J Q(u, z)e~sudu-t. Q(s, z) meghatározása érdekében összefüggéseket ke-
o 

résünk a qk(u) függvények között. (6) jobb oldalát z hatványai szerint haladó vég-
telen sorba irva, kapjuk: 

,-A(l-z)x Xp*o(y-cx)z + — Q(y-cx, z) = e~Xx\l+~z+ ... + 

•{[Лро(.У- cx) + q2(y- cx)]z + q3(y - cx)z2 + ... + qk+1(y - cx)zk + ...} = 

o-kx | ö 
kx 

a(y-cx)~jj-\-q2{y-cx) 

+ ЛЯх)'"1 . Akxf-2
 r ;JC 

a ( y ~~ C X \ k - 1)! + C X \ k - 2 ) ! + " ' + _ Cx)TT + 4 k + ~ zk+ .. I 
Itt a(y)-nal a ).pt(y) + q2 (y) összeget jelöltük. (6) alapján 

pî(x,y) - e~*x a{y-cx)^_xy + ... +qk(y-cx)^- + qk+1(y-cx) 

Innen viszont a qk(ü) függvények definíciója értelmében 

(7) qk(y) = f a(y-cx) •••+4k + Ay-cx) e~AxdF(x). 

Az и = cx helyettesítés elvégzése után a 

<7*00= / ч {kuf~l 
a(y~uKk-inr ts.+ — +4k+i(y-u) dF 

á) ck _ 1 (Ä: — 1)! 

összefüggést kapjuk. Ha most bevezetjük az ä{s)= Je~sua(u)du, qk(s) = J e~saqk(u)du 
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Löp/ace-transzformáltakat, akkor egyrészt Q(s, z) — f f qk(s)zk és (7) alapján 
k = 2 

4kd) = ä ( s ) ( - 1 )* " 1 Ф<* ~ ( « + Я) + q 3 ( s ) — f f (-1 - 2 - 2 \ c s + X) + 

+ • •• + ft ( 0 yf ( - 1 ) 1 Ф<»(« + X) + qk+1 О)Ф(cs + A), 
továbbá 

e ( s , z ) = 

+ 

я 0 ) yj- ( - 1 ):1 ф(11 (cs + Я) + q3 (s) Ф (cs + Я) z2 + 

ä(s) 1)2 Ф<2>(с* + Я) + q3 (s) + Я) + r/4 (x) Ф (cs + Я) 

+ [ . . . ] z 4 +. . . . 

Az összegezési sorrend felcserélésével nyerjük, hogy 

ß (.?, z) = d(i)z 2 ( - U + Я) + r/3 (s)z2 Y Ф№) (cs + X) + 
к=1 К! fe=0 л! 

+ ...+qk(s)zk~3 2 Щ(-\)кФ^(с8+Х)+... . 
к = О л! 

°° (Яг/ 
Itt most а 2 —гт~ 1 )fcФ№>(cí -+- A) sor а Ф [ « + Я(1— z)] függvény z hatványai 

k = о к! 
szerint haladó Taylor-sora, ennek következtében 

Q(s,z) = zä(s) { Ф [cs + A ( 1 - z)] - Ф (es + X)} + Ф [cs + Я ( 1 - z)\ f f qn (s) zn ~1 = 
k = 3 

= z [á(í) - q2 (í)] Ф [cs + Я ( 1 - z)] - zá(s) Ф (cs + X) + — Ф [cs + Я ( 1 - z)] Q (s, z), 
z 

s innen 

z г Xp% (s) Ф [cs + X ( 1 - z)] - z2 Ф (cs + X) [Xpt (s) + q2 (s)] 
(8) Q(s,z) = г - Ф [ « + Я(1 - z ) ] 

(8)-ban még ismeretlen a q2(s). Ennek meghatározásánál felhasználhatjuk azt a 
tényt, hogy Q(s, z), R e s > 0 mellett a | z | < l egységkörben analitikus függvény. 
Ennélfogva (8) jobb oldala nevezőjének a | z | < l körbe eső zérushelyei szükség-
képpen a számláló zérushelyei is. Már említettük, hogy w = T(s) a 

Ф[я + Я(1 — w)] = w 

egyenlet egyetlen létező megoldása. Emiatt a (8) jobb oldala nevezőjének egyetlen, 
a | z | < l egységkörbe eső zérushelye z = T(cs). Mármost innen számításokkal azt 
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kapjuk, hogy 

- с л I-*/ чГ(с*)-Ф(« + Я) r(cs)-<P(cs + k) 
4 Á S ) = ф х + Я ) - = Ф Х + Я )  

Az R(z) = 2 PA generátorfüggvény 
í 
y_ 
с " 

= I U p(x' У> - - H(y~)] }dy= f и(У> z)[! - НШ*У 
0 0 0 

alakba írható. (6) szerint 

U (y, z) = / e - 2 < 1 - ^ p S ( > - c x ) z + ^ - ß O > - c x , z ) } [ 1-F(x)]<& = 

y 
dw 
с 

s innen 

U(s,z) = Je~syU(y, z)dy = 
о 

(9) = [ а Ф Л ' ) + о # Л > ) 2 _ ф [ с 5 + 1 ( 1 _ 2 ) ] j cí+Я(1—z) - = 

z —Г (es) 1 - Ф И + Я(1-г) ] 

Eredményünket a következő tételben foglalhatjuk össze: 

3. TÉTEL. /1 2. tétel feltételei mellett az R(z) — JF Ptz* generátorfüggvény 
1 

P ( z ) = / F ( y , z ) [ l - t f ( y ) ] / F 
о 

alakban adható meg, ahol az Ü(s, z)= J e~suU(u, z)du transzformáltat a (9) formula 
о 

szolgáltatja. 



3 1 0 t o m k ó j . 

4. PÉLDA. E lemezzük m o s t az 

F(x) = 1 - e-"X, H(x) = 1-е-", G(x) = 1 -e~»x 

esetet. Ekkor 

te (S) = 

p + s w 22 

X 21 

Í + 2[1 — T(CÍ)] 2 + (2 - c)S - JÍ + l'(2 + cs-p)2 + Acsp ' 
és 

1 
0 ~ 1 1 с — 1 . ' 

Az É?(z) generátorfüggvény pedig 

f(ca) — z 
R(z) = U(a,z) = e<Ac(a)z-

2z2 — (/r + ca + 2)z + /г 

alakú, míg а л,-valószínűségek az alábbiak lesznek: 

1 — Г (ca) 
ni = R(l)=Ü(a, 1 )=еФМ-

ca 

А с = 1 esetben 
aß , 1 — Г (a) a 

g~= I я 1 = / я 3 , я 2 = a + ß' a ' " 2 ~ a + /T 

aß 2 
л3 = • _ 

a + ß 2 + a — /i + V (2 + a — /г)2 + 4aji 
és 

в / 4 _ J E ( a ) - z _ r ( a ) - z 
*(Z) " Z Xz2 — (и + a + 2)z + /Г - Л з Z ( z - z O U - z , ) ' 

. , 2 + a + /r + Y(X + a — p)2 + Aap , . 
ahol z t = Áry — — > 1 , es z2 = E(a). 

22 

Végeredményben tehát 

es így 

P(z) = Л3 = Л3 — zk, 
z x - Z t = l U l ) 
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5. Az Bi — T (KONSTANS) ESET VIZSGÁLATA c = L És Г— О» MELLETT. Legyen 
c = 1 és 

ha y < T 
ha y = T. It H(y) 

Ekkor 
T 

R(z) = f U(yz)= V(T,z). 
о 

Vizsgáljuk most a P0 + R(z) — V(T, z) viselkedesét T °° eseten. (9) es 

1 . . . 1 Я 
WAS) = 

s s 2 
s 

alapján következik, hogy j —0 mellett 

, 1 Я 1 — Ф(Я(1 — z)) z - l 

Minthogy 

_ r ( 0 ) = r i d ; 1 - я г ( 0 ) = я р ° ' 

ezért 
Г/?с 1 1 , , „ 1 - Ф [ Я ( 1 - г ) ] , z-1 
U (s, z) ~ — (?ЯР0 r— r z í " 0 Я(1 — z) z —Ф[Я(1 — z)] * 

Innen egy Tauber-féle tétel értelmében ([10] 4. tétel 192. old.) következik, hogy 
T-* oo mellett 

rf, / rjT, j, 1 — Ф[Я(1 — z)] V(T,z)~TQ(T)P0 ф[щ_2)]_2*-

Mivel pedig 

e(T)=~ , 

( f [I -G(u)]du + T 
о 

így végül is 

(10) hm [P0 + V(T, z)] = P 0 
T-* OO 

1 —Ф[Я(1—z)] ( 1 - г ) Ф [ Я ( 1 - г ) ]  
0 Ф [ Я ( 1 - г ) ] - г 

A vizsgált с = 1 és Г —oo határeset lényegében azt jelenti, hogy a készülék abszolút 
megbízható. Éppen ezért (10) megegyezik TAKÁCS L. [6] 72 old. (67)-es eredmé-
nyével. 
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