TOMEGKISZOLGALASI PROBLEMAKROL, 1.

irta: TOMKO JOZSEF

Bevezetés

A tomegkiszolgalassal foglalkozo elméleti munkak tobbségében féként olyan
szkémak diszkusszidja felé iranyul a figyelem, amelyek kiszolgal6 késziilékei soha-
sem veszthetik el munkavégz8-képességiiket. A kiilonbdz8 problémafelvetések, ame-
lyeknél a matematikai modellek feltételeinek a realis koriilményekhez vald kozeli-
tési foka mas és mas, egy k6z0s vonasban, a kiszolgald késziilékek abszolit {izem-
biztonsaganak feltételezésében megegyeznek. Magatdl értetGdik, hogy ezen utdbbi
megszoritds elengedése is sziikséges ahhoz, hogy sok, a gyakorlatban felmeriilé
problémat érdemlegesen vizsgdlhassunk. Altalaban a kiszolgalé rendszerek effek-
tivitasat nagymértékben befolydsoljak a Kkiszolgald késziilékek meghibasodasai s
ezzel a hatdssal az esetek tilnyomé tobbségében szamolnunk kell. Valamely tele-
fonkdzpont csatornai, avagy mas kiszolgald berendezések, késziilékek, emberek,
altalaban nem képesek tetszGleges hosszisagu ideig funkcidjukat hibatlanul telje-
siteni. IdGszakonként a kiszolgald késziilékek felujitasra szorulnak, emiatt a ki-
szolgélasi folyamat intenzitdsa cs6kken vagy teljesen megsziinik, s ez maga utan
vonja a rendszer effektivitasanak a megvaltozasat.

A probléma tanulminyozisa elGszor az elvesztéses rendszerekkel kapcsolatos
Erlang-formulak vizsgalataval indult meg. Altalaban feltételezték, hogy a késziilékek
csak munkaperiédusok, avagy csak szabad periddusok alatt romolhatnak el. Az
esetben, amikor mind a szabad, mind a munkaperidodusok alatt bekdvetkezhetnek
a késziillékek meghibasodasai, csak tovabbi, eléggé irredlis feltevések mellett értek
el eredményeket. Ilyen feltevés példaul az, hogy mind a szabad, mind a munkape-
riddusok kezd§ pillanataiban a késziilékek megfeledkeznek multukrdl. Ez azt ered-
ményezi, hogy a soronkodvetkez8 periddus alatti meghibasodas nem fiigg az el6z6
periddus hosszatdl.

A jelen és a kovetkezd néhany dolgozatban kiilonb6z8, meghibasodasoknak
alavetett késziilékkel rendelkez8 egycsatornas kiszolgald rendszerekkel kapcsolatos
problémakat fogunk vizsgalni. Ahol csak lehet, az elbb emlitett irrealis feltevéstSl
el fogunk tekinteni. Emellett megengedjitk majd azt, hogy a munkaperiddusokban
nagyobb legyen a késziilék kihasznalddasi intenzitasa, mint a szabad periddusokban.
Az ut6bbi szituaciét most pontosabban koriilirjuk. E célbol bevezetjitk a késziilék
tizembiztonsdgi tartalékanak (roviditve: . b. tart.) fogalmat, mely alapvet§ szerepet
fog jatszani a tovabbiakban is. A késziilék ii. b. tartalékdn értjiik azt az altalaban
véletlen értékii, a késziilék specifikus sajatossaganak megfelel§ un. iizemanyagot
(benzin, elektromos energia stb.), melynek esetleges kell§ mértékii hianya a késziilék
meghibasodasat, munkavégzG-képességének elvesztését idézi els. Feltételezziik, hogy
a késziilék ii. b. tartaléka mind a szabad, mind a munkaperiédusok folyaman csok-
ken. A csokkenést az idGvel aranyosnak tételezziik fel, éspedig, a szabad periodu-
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sok alatt ¢c=1, mig a munkaperiédusok alatt ¢>1 aranyossagi tényezdvel. Ennek
értelmében az ii. b. tartalék mértékszama megegyezik azon idGhosszal, amelynek
folyaman a késziilék hibatlan allapotban marad, hacsak munkavégzésre nem kény-
szerill. Mindvégig feltételezni fogjuk, hogy miutan a késziilék elvesztette ii. b. tar-
talékat, azaz meghibasodott, nyomban elkezd6dik a javitasa, felGjitdsa, mely vé-
letlen ideig tart.

A kovetkez6 jeloléseket fogjuk hasznalni:

w(t) jeloli a késziilék ¢ pillanatbeli ii. b. tartalékat. Ha a ¢ pillanatban a készii-
1€k javitas alatt van, akkor definicidszeriileg w(?) =0. Legyenek 7;, r; az i-dik javi-
tas kezdd, ill. végzGdési pillanatai. (i=0 esetén 7, =0, r, >0 meghatarozottak, ha
a t=0 pillanatban a késziiléket éppen javitjak.) Legyenek tovabba o; = r;—F;
(i=0), n; = o(r;+0) (i=1), 1o = w(ry+0), ha r, értelmezett, mig mas esetben
no =w(0). Feltételezziik, hogy a d;-k, #;-k Osszességiikben egymastol fiiggetlen valo-
szinliségi valtozok s i=1 mellett P(0;=x)=G(x), P(n;=x)=H(x).

A jelen dolgozat 1. §-dban egy egycsatornas veszteséges rendszerrel kapcsolatos
problémat vizsgalunk. Felvetjilk ugyanezt a problémat n késziilék esetére is, majd
roviden vazoljuk a feladat megoldasat azon egyszerii esetben, amikor az el6forduld
osszes valoOsziniiségi valtozok mind exponencidlis eloszlastiak. A 2. §-ban moddo-
sitjuk a vesztési elvet. Feltételezziik, hogy a késziilék hibatlan periddusaiban beér-
kezd igények a ,,rendszerben maradnak’, ha sziikséges sorban allnak. Ha viszont
bekovetkezett a késziilék meghibasodasa, akkor a rendszerben tartézkodo, tovabba
a javitasi idG alatt érkezG Osszes igény mind elvész, azaz kiszolgalas nélkiil tavozik.

1.§

Elvesztéses rendszer

1. A prROBLEMA KITUZESE. Tekintsiink egy egycsatornas kiszolgalé rendszert.
A késziilék meghibasodasait a bevezetésben koriilirt feltételek irjak le, s tételezziik
fel még a kovetkezSket:

a rendszerbe érkez$ igény A-paraméterii homogén Poisson-folyamat,
is fiiggetlen, azonos P(¢;=x)= F(x) eloszlasfiiggvénnyel rendelkezd valdszini-
ségi valtozdk, :

a rendszer elvesztéses, azaz, ha olyan pillanatban 1ép fel egy igény, amikor a
késziilék foglalt avagy javitas alatt van, akkor ez az igény megsziinik; hasonléan
megsziinik, elvész az az igény is, amelynek kiszolgalasa elkezd6dott ugyan, de

megszakadt a késziilék meghibasodasa
wit) kovetkeztében.

Tekintsiik most a bevezetésben
szerepld {w(t), t=0} folyamatot. Az
alabbi abra egy lehetséges trajektoria-
jat tiikrozi ennek a folyamatnak. Innen
leolvashatjuk, hogy a kezd$ 7=0 pil-
lanattdl a ¢, pillanatig a késziilék sza-
bad volt s ii. b. tartaléka az idGvel
aranyosan #; mennyiséggel csokkent.
A t, pillanatban érkezett egy igény,
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elkezdddott a kiszolgalasa, s ekdzben a késziilék ii. b. tartaléka intenzivebben kez-
dett cs6kkenni. Az 7, pillanatban a késziilék meghibasodott s elkezd8dott a javitasa,
mely 3, id8 milva az 7, pillanatban fejez6dott be. A folyamat tovabbi menete vila-
gos az abrabdl. A 1; = F;;, —r; (i=0) mennyiségek azon id&periédusok hosszai,
amelyek folyaman a késziilék hibatlan. ¢>1 kovetkeztében altalaban t;=#n,;. Fel-
tevéseink értelmében a -k egymastol fiiggetlenek, esetleg a 7,-t6l eltekintve azonos
eloszlasuak. Ezen kozos eloszlasfiiggvény meghatarozasara egyeldre nem lesz sziik-
ségiink, majd egy késGbbi dolgozatban fogunk ezzel foglalkozni.

Legyen

n,(t) — annak a valdszinfisége, hogy a ¢ pillanatban a késziilék kiszolgalassal
foglalt,

n,(¢) — annak a valdsziniisége, hogy a késziilék a ¢ pillanatban javitas alatt
van,

n3(t) — annak a valGszinfisége, hogy a t pillanatban a késziilék hibatlan és
szabad.

E §-ban megvizsgaljuk, hogy az eddigieken kivill milyen tovabbi feltételek
mellett léteznek a

[—>oo

hatarvaldszinliségek €s hogy hogyan hatarozhaték meg.
2. A RENDSZERT LEfRO MARKOV-FOLYAMAT ES A 7; VALOSZINUSEGEK MEG-
HATAROZASA. Tekintsiikk a kovetkezd

y1 (1) ={e(®), v(1)}

valosziniiségi folyamatot. e(r)=1, ha a késziilék hibatlan és kiszolgalassal foglalt,
e(t)=2, ha javitas alatt van, végiil e(¢) =3, ha a késziilék hibatlan és szabad. A ma-
sodik koordinata, v(z) értelme az e(¢) kiillonbozG értékei mellett mas és mas. e(r) =1
esetben v(t) egy kétdimenzids vektor {£(z), n(¢)}, hol &(¢) jelenti a késziilék altal
a t pillanatban kiszolgilas alatt lev8 igény Kkielégitésére a ¢ pillanatig raforditott
id6t, n(¢) pedig az . b. tartalék csbkkenése a ¢ pillanat és az 6t megel6z8 javitas
befejez8dési pillanata kozott, azaz n(t) = n;—w(t), hacsak r;=t<F;,,. e(t)=2
esetben v(¢) a soron levS javitasnak a ¢ pillanatig eltelt ideje. Végiil e(¢) =3 esetben
v(t) egyenld az el6bb meghatarozott n(¢)-vel. A feltételezéseink értelmében 7y, ()
id6ben homogén Markov-folyamat lesz. A folyamatnak a fazisterében val6 elhelyez-
kedésével kapcsolatos, tetsz8leges ¢ pillanatbeli eloszlasat egyértelmiien jellemzik
az alabbi fliggvények:

: Pi(x,y; )=Ple()=1, v()=[£(1), n(N] € B, ,},
ahol B ,={&n); n=ct,0=¢=x,0=n<y},
2) P(u; )=Ple(t)=2, 0sv(r)<u},
Py(y; )=Pfle(t)=3, 0=n()<y}.
A 4. pontban bebizonyitjuk, hogy hacsak a H(x) és G(x)(c>1 esetben a H(x),

G(x) és F(x)) eloszlasfiiggvények koziil legalabb egy nem ricsos eloszlas' és

1 Egy eloszlast racsosnak neveziink, ha létezik olyan A=0 szdm, hogy az eloszlasfiiggvény
minden nodvekedési helye nh alaky, hol 7 egész szam.
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M@n;+0;) <=, akkor a y,(t) folyamat ergodikus. Ennek értelmében tetszSleges
kezd$ eloszlas mellett, amelyet példaul valamely {P;(x, y; 0); P,(u; 0); P5(y; 0)}
fliggvény-harmas jellemez, ezek specialis valasztasatol fiiggetleniil 1éteznek a

Pi(x,y) = tlim P (x,y;t)
Py(u) = tlim Py(u; 1)

Py(y) = tlim Py(y;1)

hatarfiiggvények.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a y,(t) folyamat kezd§ eloszlasa, azaz a
{P,(x,y; 0); Py(u; 0); Ps(y; 0)} fiiggvény-harmas rendelkezik az alabbi tulaj-
donsagokkal:

léteznek a

.y 9P1(x,;0) oy 02 (3 0) Ly 9P (5 0)
P1(X,y,0)—Tay‘, Pz(”,o)—T, Ps(J’aO)—T
siirliségfiiggvények, tovabba a .
SHY) P2(u;0) 23(y;0)
*x5 ;0= pl(xy s *M,OZ 23 5 % ;0:

normalt slirliségfiiggvények rendelkeznek az Osszes valtozoik szerinti elsGrendil
parcialis derivaltakkal. Konnyen belathatd, hogy ez esetben a folyamatunk tetsz6-
leges t melletti eloszlasa, azaz a (2) fiiggvények is rendelkeznek a felsorolt tulajdon-
sagokkal.

A (3) hatarfiiggvények Iétezése egytttal a n; valdszinliségek Iétezését is jelenti.
Meghatarozasuk pedig a kovetkezSképpen torténhet. Legyenek:

o Opi(x,p50) c_ 0Py (u3 1) o OP3(y; 1)
pl(x,y:t)_W, pZ(u:t)_' au 3 P3(y,t)— ay
G
pi1(x, ;0 pa(us;t) p3(y;t)

R (B ) (770 R T R AR e ()

A pf(i=1, 2, 3) fuggvényekre felirhatdé egy integro-differenciil egyenletrendszer.
Ennek levezetése elStt hasznos lesz megvilagitani, milyen a 7p,(¢) folyamat fazis
tere. A folyamatunk a fazistér I-tipust pontjainak valamelyikében, az

w(x,y)  (0=x, y<-oo, y=cx)

pontban tartézkodik, ha e(t)=1L és E(t)=x, y(t)=y;
II-tipust pontjainak valamelyikében, az

w,() (0=u<eco)

pontban tartézkodik, ha e(r)=2 és v(t)=u;
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végill a fazistér
HI-tipusu pontjai koziil az
o3(y)  (O=y<e)

pontban tartdozkodik, ha e(¢)=3 és v(£)=n(z)=y.

Most megkeressiik a y,(¢) folyamat azon atmeneteit, amelyek Ar id8 alatti
bekovetkezéseinek a valdszinliségei o(4¢)-nél nem kisebb nagysagrendiiek. A folya-
matunkban kis 4¢ id§ alatt a kdvetkez8 atmenet torténhet:

la. az @, (x — 4t, y —cAt) pontbdl az w,(x, y) pontba

1—F(x) 1—-H(y)
1—F(x—4t) 1—- H(y—c4t)

valoszinliséggel,
1b. az w,(y — At) pontbdl az w,(0,y) pontba

1—H(y)

M G — cd)

valdsziniiséggel,
1la. az w,(u—At) pontbdl az w,(u) pontba

1-Gu)
1—-G(u—4r)
valdsziniiséggel,

1Ib. az w,(x, y), ill. w;(y) pontokbdl az w,(0) pontba,
1 —F(x+4t) Hy+cdt)—H(y) - H(y+4t)—H(y)
1—F(x) I-H(y) ~’ 1-H(y)

valdszintiségekkel, végiil

IlTa. az w;(y) pontba az w;(y —A4t) pontbdl

1-H()
(I_AAt)mt_),
és az w,(x, y—cdt) pontbdl
F(x+A41)—F(x) 1—-H(y)
1—F(x)  1—H(y—cdr)

valdszintiséggel,

Iilb. az w;(0) pontba az w,(u) pontbdl

Gu+4)—G@w)
1-Gw)

valésziniiséggel.
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Felhasznalva ezeket az atmenet-valdszin(ségeket, a p; fuggvényekre az alabbi
Osszefiiggéseket kapjuk:

pi(x,y;1) = p1(x— A1, y—cAt; 1 — At) 1_1;(5(_)6;,) I_IH_(fﬁyc)At)H(At)
210, ;0 = ps(y— 41, t—At)).AtlTl;I(H—T(_}%t—)-Fo(At)
Pas 1) = py(u= At 1= 1) e s o (an)
0= [[ pieiman A HOAOZHG) 4oy,
O=cx=y<oo
B P RCTR L )
0
p3(y; 1) =p3(y—At;t—At)(l—Mt)l_1;(—%+
24
+At/p1(x,y—cAt;t—At) liFé‘)(?c) 1_11;(§;I£y2m)+0(m)

0

ps@50) = [ patus1-20 %500
0

A pi(i=1, 2, 3) fiiggvényekre ezek az Osszefiiggések a kdvetkezSk lesznek:
PY(x,y;1) = pf(x— At,y—cAt; t — A) + o(41)
DY, y; 1) = Atp(y— At; t— At) +o(4r)
Di(u; ) = pi(u—At; t— At) +o0(A1)

p3O:n = [ [ pteyit—ani—F@)ledx dH () +

O=cx=y<e

+ [ p5(yi 1= 4n)dH (5)+0(1)
o
Y _4r

Pi(y;t) = (1 —241)p5(y— At; 1 — At) + At f Pr(x,y—cdt; t— At)dF(x)+ o(Ar)
o

p50;1) = [p3(u; 1—41)dG(u)+0(D).
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Innen a At-o hataritmenet elvégzése utan nyerjiik az alabbi integro-differencial
egyenletrendszert:

Tt T =0
ops | ops
) o T ou =
r
ap’é‘ op3

*
R X * .

0o

A peremfeltételek a kovetkez8k:
PO, y; 1) = Ap5(y; 1)

© 50 =c [ { [ty 0l —FWldx}dHG) + [ p5r: ndH ()
0 [4] ] )

oo

P50 = [ p3;1)dGw).

Marmost, ha pf(x, ¥), p3(u) és p%5(y) a folyamat valamely, a kezd§ eloszlasra meg-
kovetelt tulajdonsagokkal rendelkez8 stacionarius eloszlasnak megfelel§ fiiggvény-
harmas, akkor szitkségképpen megoldasa a

opt | opt _
W‘*‘C'a— =0
, op3
9 o =0
y
ap}

P s = [ pixndFe)
Y 0

egyenletrendszernek a

Pi0,y) = Ap3(»)

oo

©) PO = ¢ [ {[ pre i~ F@ldxjdHG)+ [ p50)dH ()
0

0 0

oo

oo

P50 = [ pEdG @)



296 TOMKO 7.

peremfeltételek mellett. Viszont (5)-nek (6") peremfeltételek melletti megoldasa

pi(,y) = oL (y—cx)
@ pi) = o

|
s =e =Ly
alaki, ahol ¢ alkalmasan vélasztott allandd, mig az L.(y) fiiggvény a
R

"(y)+}L (y)_AfL(y—cx)dF(x)

®)

egyenletnek L,(0) =4 kezdd feltétel melletti megoldasa. Itt most az L, (p) fiiggvényt
elegendd csak y =0 értékeire megadni, mig y<0-ra' L (y)-t azonosan 0-nak vehet-
jik. A (8) jobb oldalan all6 integralban elvégezve a w=cx helyettesitést, egyen-
letiink a

© 4L0)

+aL0) = [ L-waF (L), LO=2

alakot veszi fel. Térjiink most at a A.(s)= f sl (u)duésa P(s)= f —su dF(u)
Laplace-ill. Laplace— Stzeltjes-transzformaltakra (9) ekvivalens az

SA(s) —A+AA(s) = 2P (cs) A.(s)
osszefiiggéssel, ahonnan A.(s)-re a

A

(10) A9 = T gl

formulat nyerjiik. Marmost, a y,(¢) folyamatunk emlitett tulajdonsigokkal ren-
delkez$ stacionarius eloszlasanak megfelel§ siirliségfiiggvényei csak

Pi(x,3) = oL (y—cy)[1 - FJ[1 —HY)]
(11) P2(W) = o[1-G(w)]

1
p3() = o7 L.W[1-HO]

alaktak lehetnek. Amint arra mar utaltunk, a y,(¢) folyamat elég egyszerii felté-
telek mellett ergodikus, kovetkezésképpen (11) az egyetlen létez8 stacionarius
eloszlas siiriiségfiiggvényeit adja. A =; valdszinliségekkel kapcsolatosan pedig igaz
az alabbi tétel:

1. TETEL. Ha a H(x) és a G(x) (¢>1 esetben a H(x), G(x) és F(x)) eloszlds-
fiiggvények koziil legaldbb egy nem rdcsos eloszldsfiiggvény és ha M(n,+38;) <o,
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akkor a w; hatdrvaldsziniiségek a

A

m=o [ [ Ly—enl —Feldx} [l - H(p)ldy
0 0
(12) = ¢ [ [1-G@wldu
0

ma =07 [ LI~ HO)

oo

Sormulikkal adhaték meg, ahol a A (s)= f e L (u)du Laplace transzformadltat
6

3 ,

. (10) szolgaltatja. A ¢ konstanst a 2, m;=1 normdldsi feltétel hatdrozza meg.
1

A o explicit kifejezéséhez felhasznaljuk azt, hogy

¥

cbfLc(y—cx)[l—F(x)]dx+%Lc(y) ~1.

Kovetkezésképpen,
y

J Ly—enll — Felds+ 5 L) =
J

és igy
1

f -Gt 2 [ 1+t Lo u-non

3. Az ERLANG FORMULAK EGY ALTALANOSITASAROL. Tekintsiik most az el6z8
két pontban vizsgilt problémankat »n kiszolgald késziilék esetén. A késziilékek
koziil mindegyik mind a szabad, mind a foglaltsigi periédusok alatt meghibasod-
hat. Feltételezett, hogy elegend§ felljité berendezés all rendelkezésiinkre. Ennek
értelmében, fiiggetleniil a javitas alatt levé késziilékek szamatol, egy késziilék meg-
hibasodésa esetén nyomban elkezdGdik a felujitasa, amelynek befejez6dése utan
a készulék teljesen visszanyeri munkavégz8-képességét. Jeloljék az ngk) (i=z1,0=k=wn)
valtozék a kiszolgadloé késziilékek egymdsutdni ii. b. tartalékait. Legyenck ezek
egyméstdl fiiggetlen valdszintiségi valtozék, kozds P{n'P=x}=H(x) closzlas-
fuggvénnyel. Feltételezziik tovabba, hogy a késziilékek 1. b. tartalékai az idGvel
aranyosan, szabad periddusok alatt 1, foglaltsigi periédusok alatt pedig c=>1
sebességgel csokkennek. A javitasi id8k oW (i=1, 0=k=n) szintén legyenek flg-
getlen, koz0s P(5§k)§x)=G(x) eloszlasfiiggvénnyel rendelkez6 valdsziniiségi val-
tozok. A rendszer legyen elvesztéses rendszer, azaz, ha egy ©lyan pillanatban meriil

i
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fel egy igény, amikor a rendszerben nincs hibatlan szabad késziilék, akkor ez az
igény megsziinik. Hasonléan megsziinnek azok az igények is, amelyek kiszolgalasai
elkezdddtek ugyan, de megszakadtak a kiszolgalo késziilékek meghibasodasai k-
vetkeztében.

Maiarmost e rendszerre vonatkozédlag az Erlang-probléma azon valdszinliség
meghatarozasabdl all, hogy k késziilék kiszolgaldssal foglalt, / késziilék pedig javi-
tas alatt van (k+/! = n). Tetsz8leges F(x), H(x) és G(x) mellett a feladat még
megoldatlan. Ha viszont ezek az eloszlasfiiggvények, mind exponencialisak, azaz
ha F(x)=1—e"*, H(x)=1—e"%* és G(x)=1—e~#*, akkor a feladat egy homo-
gén Markouv-folyamat vizsgalatira vezethet8 vissza. Legyen v(¢)=(k,[) (k, I nem
negativ egész szamok) ha a ¢ pillanatban k késziiléken kiszolgalas folyik és a javi-
tas alatt levé késziilékek szama [ Feltevéseink értelmében v(¢) homogén Markov-
folyamatot alkot, melynek fazistere a kétdimenziés sik mindazon (x, y) nem negativ
egész koordinatiji pontjainak Osszessége, amelyekre x+y = n. A folyamat fazis-
terében indukaldédoé tetszGleges ¢ pillanatbeli eloszlast egyértelmiien jellemzik a

P (&)=P{(@)=(k, D} O=k+li=n

valdsziniiségek. Egyszer(i meggondolasokkal ezekre a fiiggvényekre az alabbi dif-
ferencia-differencial egyenletrendszer vezethet§ le:

Pgo(t) = —(A+na) Py o(t) +uPq,0(t) + BPo,1 (1)
O0<l<n
Po(8) = —[(n—=Da+A+IB)Po 1 (1) + uPy, (1) +(I+ 1) BPo, 141 (1) +
+eaPy - () +m—1+DaPy -4 (2)
P§a(t) = —nBPo (1) +aPq -1 (1)+ caPy -1 (2)
(13) O<k<n
Pio) = —[k(p+c)+(m—k) o+ A] P o(t) + AP g, 0 (1) +
+ B8P 1 (1) +(k+DpPyyy,0()
O0<k, l<n, k+l<n
@) = —[A+IB+k(p+coa)+(mn—k—Do] P (1) + APy, (8) +
FU+DBP 41 () +(k+ DpPry () Hk+ DeaPryy -1 () +
+n—k—I1+1DaP, ()
k+l=n, 0<k, l<n
Pi(@) = —[k(u+ca) +IB] Py () + AP 1 () + (K + D caPyy 11 (8) + Py -1 (2)
P o(t) = —[np+nco] P, o(t) + AP, 1,0(2)-

Most rendezziik a fazistér pontjait a kovetkezGképpen: a (0, ]) pontokhoz 0=/=n
rendeljiik az [ egész szamot, mig mas (k,]) parhoz rendeljik az

—

k
s= D[n—(k—1)+i]4+1 egészet.
i=1
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n+1)(n+1 2 : 4
%———)) egész szamhoz konnyen

megadhaté az a (k, /) szampéar, amelyhez az el6z68 mddon az s rendelédik. Ily mo-
don azt kapjuk, hogy

Forditva, tetszGleges s (OéséN, N =

k=els8 i, melyre s— > (n—j+1)<0,
j=0
mig
k-1
I=3—.25 (m—j+1).
ji=0

A (13) egyenletrendszer most atirhatd egyetlen
P'(t)=AP(t)

matrix-egyenletbe. P(¢) oszlop vektor, melynek komponensei a P, ;(t) =Py (t) valé-
szinliségek. Az A matrix strukturalis alakjanak érzékeltetésére vazoljuk az n=6
esetnek megfelel6 matrixot. % -gal jeloljikk a 0-t6l kiilonb6z8 elemek helyét, a je-
I6letleniil hagyott helyeken a matrix elemei zérusok.

* % *
* % % * %
* % % * %
* ¥ * * K
* % * * %
* * * * ¥
* % *
* * % *
* * % ¥ * K
- * % * RS
- * * * * %
* * % * * %
- -k X
- * * *
- * k¥ k¥
- Rk
* *k* k¥
* * ¥ * *
- *% %
* * k¥ Kk
* * kK K *
- ¥k k¥
“ * ¥ ¥
¥ KKK KK
¥ kK k¥
* 0 kR %
* kK ¥
* %
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Foglalkozzunk most a
gs = lim Py(r)

1= oo

hatarvaldsziniiségek meghatarozasanak problémajaval. Ha g-val jeloljiik azt az
oszlop-vektort, melynek komponensei a g,-sek (0=s=N), akkor kell, hogy fenn-
alljon a :
(14) Ag=0

N
egyenlet. (14) homogén linearis egyenletrendszer, melyet a > ¢,=1, ¢,=0 felté-
[¢]

telek mellett kell megoldanunk. Az 4 matrix eléggé bonyolult struktirija miatt
tetszGleges n mellett a ¢, hatarvaloszintiségek explicit meghatarozdsa komoly ne-
hézségekbe iitkozik. A gyakorlati alkalmazasoknal azonban nem is erre van sziik-
ség. Adott A, u, o, B és n értékek mellett elegend§ a g-ek numerikus meghatarozasa,
mely konnyen végrehajthatd elektronikus szamologép segitségével.

Az n=1 esetben a (14) egyenletrendszer a

—(A+20)go+ g, +pug, =0,
ago —Bqy +cagq, = 0,
Ago—(pn+c)q, =0,

2
egyenletekbdl all. A 3 ¢q;,=1 normalasi feltétel figyelembevételével kapjuk, hogy
(]

_ (p+c)p
o= GrcatH@+rPHte—Dix’
_ a(pu+co+ Ac)
(13) = (Mtcut+(etp)+(c—Dia’
qs *

T GtcatH@t+h+c—Dix

Konnyen ellendrizhetS, hogy (12)-ben elvégezve a megfelel§ behelyettesitéseket és
szamitasokat (¢o=75, ¢, =7,, ¢,=m,), (15)-tel megegyez& eredményre jutunk.

4. A y,(t) FOLYAMAT ERGODICITASA. A (3) hatareloszlas 1étezésének igazoldsa
céljabol forditsuk ismét figyelmiinket a 2. pontban bevezetett y,(z) folyamatra.
Konnyii észrevenni, hogy folyamatunk rekurrens folyamat, melynek regeneracids
pontjaiként tekinthetjilk a javitasok befejez8dési pillanatait, azaz az r; pontokat.
Ha feltessziik, hogy a H(x) és G(x) (c>1 esetben az F(x), H(x) és G(x)) eloszlasok
kozill legalabb egy nem racsos eloszlas, akkor vy,(¢) aperiodikus rekurrens folya-
matot alkot. Ennélfogva az ergodicitas vizsgilatanal felhasznalhatjuk SMITH W. L.
[4], [5] eredményeit. Folyamatunk fazistere a

K ={w, (0, 0); 0=cv=u}
¥, ={w,(w); w=0}
Wy ={w;(w); u=0}
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halmazok egyesitésébdl all. Tekintsiik most cx=y-ra az

A = {0, (v, u);v=x,usy,cosu}c¥,
AD = {w,(w); w=z} X,
AP = {ws(W); u=y}c ¥,
halmazokat. Tetsz8leges ¢ pillanatban a fazistérbeli eloszlast a
Pi(z,y;1) = P{Yl(t)EA(lx’ »}
P,(z; 1) = P{y,(t)€ 45}

Py(y;1) = A{y (1) 4D}
valészinilségek irjak le. A folyamat ergodicitdsa azt jelenti, hogy a (3), azaz a

.Pl(x’y) = hmP(x9ya t)
t— oo
P,(2) = lim P,(z; t)
1= o=
Py(y) =t1imP3(y,t)

hatarfiiggvények tetszSleges kezd8 eloszlas mellett, azok specidlis valasztasatol
fiiggetleniil, léteznek. Valasszuk ki most a folyamat valamelyik regeneracids pont-
jat, mondjuk 7t az id§ kezdSpontjaként. Majd véve X = r;,, —r;-t, definialjuk a

V() = P{y, (1) €450, X>1}
(16 Vi (6) = P3 (1) €495 X=1) .
Vo () = Py, (1) €49 X>1}

figgvényeket. SMITH [4] dolgozatanak 2. tételében bebizonyitotta, hogy az
M{r;., —r;} <o esetben (amelyhez sziikséges és elégséges, hogy M(y;+8;) < o),
a (3) hatarértékek léteznek, hacsak a (16) fiiggvények tetszGleges véges idSinter-
vallumon korlatos variaciéjuak. Ugyancsak SMITH [4] dolgozatdnak 2. lemmaéjara
tdmaszkodva konnyen verifikdlhaté a (16) fiiggvényekre vonatkozd koévetelmény
teljesiilése. A mi esetiinkben az emlitett lemma allitasa a kovetkezGképpen fogal-
mazhaté meg:

Legyen A az AT, AP, A halmazok kéziil valamelyik. Jeloljik S,-val
azon idSépontok halmazat, amelyekre y,(t) € 4, tovabba jeldlje I'(S,) az S, hatar-
pontjainak halmazat, ¢( ) pedig a zardjelben 4116 halmaz szidmossagat. ¢, legyen
a folyamat els regeneracids pontja, azaz a t =0-hoz legkbzelebb 4llé javitas befe-
jezddési pillanata. Majd tekintsiink egy
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véges idGintervallumot s ennek az I;SI részintervallumain értelmezett {Y(/)}
valdszin(iségi halmazfiiggvényt. Ha most ez a halmazfiiggvény olyan, hogy

a) barmely NI, =g, I;,I,cI mellett.
YN+ Y(L) = YT, + 1),

b) l-valosziniiséggel
M{Y(D)/ty, 7,(0)} <o,

c) tetszSleges I; I mellett
P{c[;NAT(S)]=YUT)/to, y1 (O} =1,

akkor a
Ya(t)=P{y,()€A, X>1}

fiiggvény az (a, b) szakaszon véges variacidji.

5
Valasszuk most az Y(J;) halmazfiiggvényt a > e; Osszegnek, amelyben az
&~k jelentései a kovetkezdk: L

g — az I; id8intervallumbeli érkezések szima,
&, — azon kiszolgalasok szdma, amelyek az I; idGszakaszban fejezGdtek be,
g3 — az I; id6kozbe es8 regeneraciés pontok, azaz javitdsbefejez6dési pil-
lanatok szama,
&, — pedig azon javitisok szdma, amelyek az I; id6kozben kezdddtek el,
végiil
&5 — az I; szakasz azon pontjainak szdma, amelyekben a

{{O=x}, {n(=y} {e(=2,v()=z}
események koziil legalabb egy bekovetkezik.

5
Konnyii ellenSrizni, hogy az Y( )= D ¢, halmazfiiggvény az a), b), c) kovetelmé-
1

nyeknek eleget tesz. Kovetkezésképpen fennall az alabbi tétel:

2. TETEL. Ha a H(x) és G(x) (c>1 esetben a H(x), F(x) és G(x)) eloszldsok
koziil legaldbb egy nem rdcsos eloszlds és M(n;+6;) <-<o, akkor a y,(t) folyamat
ergodikus, azaz léteznek a (3) alatti hatdrériékek.

2.§

Virakozas, ha a késziilék hibatlan — elvész az igény,
ha a késziilék hibas

1. A PROBLEMA FELVETESE. Az alkalmazasok kiilonboz§ teriiletein el6fordulnak
olyan helyzetek, amelyeknél egy meghibasodhaté késziilékre bizonyos homogén
funkcidk elvégzése harul. Emellett a munkaszervezés olyan, hogy amig a késziilék
hibatlan, a kiszolgaland6 egyedek torlédhatnak a késziilék el6tt, azaz ha valamely
egyed érkezési pillanataban a késziilék hibatlan ugyan, de foglalt, az egyed sorba
all, varakozik. Az esetben viszont, amikor a késziilék meghibésodik, a rendszerben
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tartézkodo osszes igény megsziinik, elvész s hasonléan megsz(innek azok az igények
is, amelyek a késziilék javitasi ideje alatt lépnek fel. Az el6z6 § eredményeinek fel-
hasznalasaval erre az esetre is konnyen kiszamithatok a =; valdsziniliségek. Ezek a
mennyiségek viszont meglehetGsen gyengén jellemzik a rendszer effektivitasat.
A rendszer részletesebb tanulmanyozasanal Gjabb karakterisztikdk vizsgalatai me-
rilnek fel, kdzben olyanoké is, amelyek az Gn. abszolit megbizhaté késziilékek
esetében fel sem vetGdhettek. A jelen §-ban vizsgalni fogjuk a rendszerben tartoz-
kodo személyek szamanak eloszlasat. Tovabbi karakterisztikak vizsgdlataval egy
kovetkezd dolgozatban foglalkozunk.

2. A RENDSZERT LEfRO MARKOV-FOLYAMAT. Tekintsilk az 1.§ 1. pontjiban
leirt egycsatornas kiszolgald rendszert az elvesztési elv el6z6 pontban vazolt médo-
sitdsaval. Ha tehat egy igény akkor érkezik a rendszerbe, amikor a késziilék hibat-
lan, de egy korabban érkezett igény kiszolgalasaval mar foglalt, akkor ez az igény
most nem vész el, hanem sorba all, varakozik, mig a késziilék meghibasodasi pil-
lanataban a rendszerben tartézkodd, s a javitasi id§ alatt fellépd igények mind
elvesznek. Az w(?) folyamat a jelen esetben is az 1. adbran vazolt trajektériahoz
hasonlé tipust realizacidkkal fog rendelkezni. A kiilonbség csak az, hogy azok a
peridodusok, amelyekben a késziilék ii. b. tartaléka ¢ =1 sebességgel csdkken, most
altaldban hosszabbak lesznek. Egy ilyen periddus nem mas, mint egy abszolut meg-
bizhaté késziilék megfelel§ feltételek melletti foglaltsagi periddusa. Ennek értel-
mében, azon id3szakaszok, amelyekben a késziilék ii. b. tartaléka ¢ =1 sebesség-
gel csokken, fiiggetlenek és

(1) D(x) = ";: / e-*“('ln—u!)nD*(“)(x——u)dF(u)

koz6s eloszlasfiiggvénnyel rendelkeznek. Sziikségiink lesz az (1) eloszlasfiiggvény
Laplace— Stieltjes-transzformaltjara, melyet a kovetkezGkben I'(s)-sel fogunk je-
I6lni. Az irodalombél ismeretes (lasd pl. [6]), hogy I'(s) Res>0 mellett eleget
tesz a

res) = o[s+i(1=r(s)]

fliggvényegyenletnek, s ennek a I'(=)=0 és a |I'(s)| <1 feltételeket kielégits egy-
értelmii megoldasa.

Az 1. §-ban értelmezett =; valosziniiségeket jelen esetben is az 1.§ (12)-es for-
muldja adja, csupan az F(x) fiiggvényt kell helyettesiteniink D(x)-szel s ennek
megfelelen az L. (u) helyett olyan €.(u) fiiggvényt kell venniink, amelynek Lap-
lace-transzformaltja

"

A
Vel = T =T’
A tovabbiakban a rendszerben tartézkodé egyedek (igények) szdmanak sta-
cionirius eloszlasaval kapcsolatos kérdéseket vizsgaljuk. Pontosabban, megmu-

tatjuk, hogy az F(x), H(x) és G(x) eloszlasfiiggvényekre vonatkozo 1. §-beli felté-
telek mellett 1éteznek a

t—s oo

a t idGpontban a rendszerben tartézkod6 egyedek
szdma k

9 III. Osztdly Koézleményei XV/3
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(k=1) hatarvaldsziniiségek, majd meghatirozzuk az R(z)= > P,z* generator-
1

figgvényt.
E célbdl bevezetjiik a
y2(0) ={e(n), v(1)}

sztochasztikus folyamatot. Az e(#) komponens értéke k, (k=0) ha a ¢ pillanatban
pontosan k egyed tartézkodik a rendszerben, mig akkor, amikor a késziiléket javit-

jak, legyen e(t) = —1. A masodik komponens aszerint értelmezddik, hogy e(?)
milyen értékeket vesz fel. Az e(#) = —1 esetben v(¢) a soron levd javitds ¢ id6pil-

lanatig eltelt ideje, az e(t) =0 esetben v(#) =#(¢), ahol #(¢) a késziilék ii. b. tartalé-
kéanak a 7 pillanatig torténd csokkenésével kapcsolatos, pontosan #(¢) = w(r;+0)—
—w(t), hol r; a t-hez bairdl legkbzelebb all6 javitasbefejez8dési pillanat. Végil
e()=1 esetben v(¢) egy kétdimenziés vektor {&(1), n(£)}. A masodik komponens

n(t) az elgbb definidlt mennyiség, £(¢) pedig a soron levs kiszolgalasnak at pilla-
natig eltelt idGtartama. Feltevéseink értelmében 7y,(z) homogén Markov-folyamatot
alkot.

Tetsz8leges ¢ idSpontban a folyamat fazistérbeli eloszlasit a

P_(z;t) = Ple(t) = —1,u(t) = z}
2 Po(y; 1) = Ple(t) = 0,n(1)=z}
Pu(x,y;1) = Ple(t) = k, (D =x,n()=y} (k=1)

val6szinliségek irjak le. Ugyanazokkal a meggondoldsokkal, amelyeket az 1.§ 4.
pontjaban alkalmaztunk, igazolhatd, hogy a y,(¢) folyamat a 2 tétel feltételei mellett
ergodikus. Ennek értelmében, barmilyen legyen is a kezdGeloszlas, egyértelmiien
léteznek az alabbi hatarfiiggvények:

» Py(@) = limP_y(z;1),

t—> oo
€) ‘ Po(y) = lim Po(y; 1),

Pk(xay) = hm Pk(-xyy; t)'
1 oo

A folyamat stacionarius eloszlasdnak megkeresésénél (az ergodicitds kovetkezté-
ben ez egyuttal a (3) hatarfiiggvények meghatarozasat is jelenti) az 1. §-hoz hason-
16an feltételezziik, hogy a folyamat kezd§ eloszlasa sima. Ez azt jelenti, hogy ha
a kezdd eloszlas a P_,(z;0), Py(y; 0) és P.(x,p;0) fiiggvényekkel van megadva,
akkor léteznek a

op_ . (z; 0 OP(»;0 2P, (x,¥;0
por(z;0)= 2L gg ), o) =2 (ayy ), Pk(x,y;m:é‘;iayy)

un. siirliségfiiggvények. Feltételezziik még tovabba, hogy a

p (z 0) T Po(y;0) oy (%, 30)
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normalt siirliségfiiggvények elsérendben differencialhatéok. Konnyii verifikalni, hogy
ez esetben a y,(¢) tetsz8leges ¢ pillanatbeli eloszlasat leird (2) fiiggvények is hasonld
tulajdonsagokkal birnak. Tovabba a kezdd eloszlas ilyen valasztasa mellett a (3)
hatarfiiggvények is rendelkeznek a

_ 0P_,(2) _ a_Po(_J’) _ 0*P(x,y)
p1(2) = —a Po(y) = TR Pe(x,y) = “axdy

sirlségfiiggvényekkel és a megfelelS p*,(2), p§(x) és pk(x,y) (k=1) fiiggvények
differencialhaték. Az 1.§ (11) alatti eredményébsGl most kovetkezik, hogy

Po(y) = o % eM1-H]

p-1(2) = ¢[1-G(2)],

ahol ¢ a megfelel6 normalé konstans, £.(w) Laplace-transzformaltja pedig ¥ (s).
Az 1. § (5) egyenleteinek levezetésénél alkalmazott meggondolasokkal az alabbi
osszefiiggéseket kapjuk:

1~ F(x) 1—H(y)

Pi(xy;t+4)=pi(x—4,y—cd; t)(l—M)l_F(x,_A)- T—HO —cd) +o0(4)
(k=2)
1— -
Pu 14 4) = = A,y (1 = 1) gt A O
1 F(x) 1-H(y)
+/1Apk_l(x—A,y—cA,t)l_F(x_A)- T—H(Q—cd) +o(4)

1-H
PO, y;t+4) = Mpo(y—A;t)1 )

—H-4 T

A
c

+Af pa(x,y—cd; 1) IdF(x) 1-H(y)

—FG)'1—H(y—cd)

to(d) (k=2)

y

i 1-H dF(x
P(0,y;t+4)4 = 4 fpk_,(x,y—cA;t) ; » (x)
0

—H(y—cd) 1—F(x—A4)

+o0(4).

EzekbGl a megfeleld normaias, majd a A -0 hataratmenet elvégzése utan a
pi(x,y; t) fiiggvényekre a kovetkez8 végtelen tagh parcidlis differencial egyen-
letrendszert nyerjiik;

opt  opt | opt , ,
W+W+c7+ipl—o.

a * >k >k
opic | opk O

P X ox oy _ -
ot T ox 3 +A(PE—pi-1) =0 (k=2).

9*
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A peremfeltételek az alabbiak lesznek:

¥
PEQ,y; 1) = w0+ [ p5e p; ) dF(x)
0
A
POyt = [ pra e yndF)  (k=2).
0

3. A STACIONARIUS ELOSZLAS. Barmely, a folyamat kezdd eloszlasdra meg-
kovetelt tulajdonsdgoknak eleget tevd staciondrius eloszlés normalt siiriségfiigg-
vényei szitkségképpen kielégitik a

¥y

p10,) = p5(»)+ f P3(x, y)dF(x)
[v]

4
Ed
PO,y = [ pres (o ndF(x)  (k=2)
0

peremfeltételd .

opt | ot ., o«

E +c 7}7 + /11)1 =0
(5)

W‘}'CW"_)‘(pk_Pk—l)—o (k=2)

egyenletrendszert. A p¥(y) fiiggvényt mar ismerjitkk, Laplace-transzformaltjat a

1 1
0 ¥l = ¢ T )]

formula adja meg. Legyenek most

R4

@) = [ pEE)dFx)  (k=2)
0

P(x,y,2) :é; pi(x,¥)z*,  Q(y,2) =k§ qi(y)z-.

A [8] dolgozatban igazolt, hogy ezek a végtelen sorok tetszbleges x, y mellett a
[z]=1 korben abszoliit konvergensek. Vegyilk most észre, hogy az (5) egyenlet-
rendszer ekvivalens a

oP 0P
g—}c5+l(1—z)P =0
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egyenlettel és hogy a (4) peremfeltételek értelmében
0(y, 2) = zP(0, y, 2) — 2p (y) 2.
Az utobbiak figyelembevételével kapjuk, hogy

P(x,y,2) = e7*1=2"P(x, y—cx, 2)
6

1
— g~ A1-2x [lp’g(y—CX)Z+ i oy —cx, z)] .

Kovetkezésképpen az (5) egyenletrendszer (4) peremfeltételek melletti megoldasahoz
elegendd meghatarozni a Q(u, z) fiiggvényt, vagy annak Laplace-transzformaltjat

O(s,2)= f Q(u, 2)e~*du-t. Q(s, z) meghatarozisa érdekében Osszefiiggéseket ke-

resiink a qk(u) fiiggvények ko6zott. (6) jobb oldalat z hatvanyai szerint haladé vég-
telen sorba irva, kapjuk:

k
e-*1- z)"[lpo(y cx)z+— Q(y—cx,z)] = e-”‘[l+'1b|€ + ... +(A]:') +]

AAPE(y—cx)+ 42 (y— ez + g3 (y—exX) 22+ .+ g (Y —ex) 2+ .} =

_.e—zx{a(y—cx)+[a(y—69~) 4 g3(y— Cx)]zz+ -+

)k 1 )k 2 Ax
[a(y cx)(k 1)! +q3(y Cx) (k 2)' e +qk(y_cx)ﬁ+qk+l(y—cx):|zk+ "'}'

Itt a(y)-nal a Ap§(y)+q,(y) Osszeget jeloltitk. (6) alapjan

Ax)k—1 Ax
pi(x,y) = e-“[a(y—CX)((kxz 1)!+---+qk(y—CX)ﬁ +qk+1(y—cx)].

Innen viszont a ¢q,(u) fiiggvények definicigja értelmében

¥

"N ak)= f [a(y—cx) i

-t

Az u=cx helyettesités elvégzése utan a

;. +qk+1(y—cx)] e~ dF ().

€D ah
9(y) = f[a(y u)%-{---.-}—%n(y—u)]e dF[%)

osszefiiggést kapjuk. Ha most bevezetjiik az a(s) = f e~ %a(Wdu, G.(s)= f e s q (wydu
1] [
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Laplace-transzformaltakat, akkor egyrészt O (s, z) = > g.(s)z* és (7) alapjan
k=2

Gu(s) = () 57 (D1 04 D(es + )+ 45(9) Ye=2 =2 (cs + A) +

(k 1)' (k 2)'( !

A
+ .. +q_k(s)'ﬁ(_ D' W (es + D)+ Gy 1 () Pcs + 4),

tovabba

0(s,2) = [5(5)% (=D oD (es+ )+ G5 () P(es+7) |22 +

2
+ [d(s);—'(— 120 (cs+ )+ g (S)Tllv(_ DTED(es+ A+ Go(s)Ples+ A) | 23+
+ [ 124+
Az 0Osszegezési sorrend felcserélésével nyerjiitk, hogy

0(s,2) = d(s)zkz:; ()]f!)k (1 d®(es+ A) + g5(s) 22 é:; %(— 1) d® (cs+ )+

o G(s) 21 é%')j(—l)"d?(")(cs+}.)+ .

oo K
Itt most a > (—l{% (= 1fd®(cs+2) sor a ®[es+A(1 —z)] fiiggvény z hatvinyai
K=o k!

szerint haladd Taylor-sora, ennck kovetkeztében

0(s, 2) = 2a(s){@[es+ (L — 2)] — D(es + 1)} + bles+ Al -z)]kiq,,(s)zn— =

=z[a(s)— §,(8)] P [es+ A(1 — 2)] — zd(s) P(cs + A) + %(D[cs—i- A1 =2)10(s, 2),
s innen

222p5(5) Ples + A(1 — 2)| — 22 P(es + AP () + G2 ()]

® 0O(s,2) = z—Ples+ A(1—2)]

(8)-ban még ismeretlen a ¢,(s). Ennek meghatarozasanal felhasznalhatjuk azt a
tényt, hogy O(s, z), Res=>0 mellett a |z] <1 egységkdrben analitikus fiiggvény.
Ennélfogva (8) jobb oldala nevezGjének a |z| <1 koOrbe esd zérushelyei sziikség-
képpen a sz4mlalo zérushelyei is. Mar emlitettiik, hogy w=T(s) a

O[s+A1—w)] =w

egyenlet egyetlen létez6 megoldasa. Emiatt a (8) jobb oldala nevez8jének egyetlen,
a |zl <=1 egységkorbe esd zérushelye z=TI(cs). Marmost innen szamitasokkal azt
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kapjuk, hogy

qz(s) — po(s)%_) = Q[pc(s) F(Cg (C:Z_(C;:S')'i‘ )-)

és
- A — —
060 = artp (o HEEHUAT )

Az R(z)= D P,z* generatorfiiggvény
1

y

oo

R@= [{[ Pty o0~ F@ldxll—HON | dy = [ Uy, 211~ H(y)ldy
4] 0 o]

alakba irhatd. (6) szerint
E4
c ) ) 1
UG, = [ em-ax{ips(r—en)z+ 4 Q(y—ex D 1l - Fwldx =
0

¥y

_ _1(1_7_)1 1 } [ (W)] dW

= ¢ 3ApE(y — - — — —1 =
Ofe {po(y Wz +—0(y—wa|1=-Fl<]|-,

s innen

0(s,2) = e U(p,2)dy =

o

Ples+A(1—2)]—T'(cs) | 1 —@[es+A(1—2)]
©) :{Q'pc(s)“z‘pc(s) Z— ®les + (1 —2)] } s+i(l—z)

_ z—T(cs) 1—-®[es+ A(l —2)]
Iy ey T s Rerornyy g S

Eredményiinket a kovetkezd tételben foglalhatjuk Ossze:

3. TETEL. A 2. tétel feltételei mellett az R(z)= D, Pz* generdtorfiiggvény
1

oo

R@ = [ U(.ol-HG)dy
4]

alakban adhaté meg, ahol az U(s, z) = f e=U(u, z)du transzformdltat a (9) formula
0

szolgdltatja.
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4, PELpA. Elemezziik most az
F(x) =1—e#, Hx)=1—-e", G(x) =1—e 5

esetet. Ekkor
p+A+s—V(A+s—p)? +4s;t

_ _H
¢(s)""#_*_sa F(S) 2}.
Vo(s) = A _ 24 .
¢ s+ A[1—T(es)] At Q—0)s—pu+V(@A+es— )2+ desp
és
0= 1
T 1 1 c—1 )
Frata VO
Az R(z) generatorfiiggvény pedig
A _ I'(co)—z
R(Z) - U((Z,Z) - Q‘/’c(a)z ).ZZ—(ﬂ+Cd+/1)Z+[l

alakd, mig a n;-valdsziniiségek az alabbiak lesznek:

m1 = R()= 0, )= (@) LD,

=t m=eg ).

A c¢=1 esetben

B _ 1—-T(x) R
o= a+ﬁ ”1—)~”3“—T‘, ﬂz—a—_}_-ﬁ,
_af 2
a+f Ata—p+V(A+a—p?+4ap
€s
_ r@-—z r')—:z
R(Z)_M3Z/Izz—(u+a+l)z+u (z z))(z—2y)°
2
ahol 7, = AratRt V(';;“ WA e z,= ().
Végeredményben tehat '
oo k
R(z)=m, =n3 2> i] zt,
k=1 \Z1

és igy
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5. Az ;=T (KONSTANS) ESET VIZSGALATA c¢=1 £S T MELLETT. Legyen
c=1¢s
" 0, ha y<T
() = 1, ha y=T.
Ekkor

T

R@) = [ U(r2=V(T,2).

0

Vizsgaljuk most a Py + R(z) = V(T, z) viselkedését T —=o esetén. (9) és

1 1 A
CSY(s) =
s S _u I'(es)—1
alapjan kovetkezik, hogy s—0 mellett
06, 2) 1 yl .l—cb(l(l—z))z z—1
AT eITr0) Ad—2) Z—OA -2
Minthogy
‘ , . A _
—O=1—3; 1—11*'(0)““)0’
ezért
1—@[A(1-2)] z—1

- 1
Vea~y ety “2-ena—a1"

Innen egy Tauber-féle tétel értelmében ([10] 4. tétel 192. old.) kovetkezik, hogy
T — o mellett
1-?[A(1 —2)]
V(T,Z)~To(T)P, Sz >

Mivel pedig

(D)= p ! ’
o [ 1-Gldu+T
igy végil is °
. _ 1-0[A(1—2)] |, (1=2)2[A(1—2)]
(10) TITE,[PO—*_V(T’Z)]_}_)O [I+WZ =P, OA(l—2)—z

A vizsgalt ¢ =1 és T hatareset lényegében azt jelenti, hogy a késziilék abszolit
megbizhaté. Eppen ezért (10) megegyezik TAKAcs L. [6] 72 old. (67)-es eredmé-
nyével.
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