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6. fejezet
A REGRESSZIO PROBLEMAIJA

6. 1. Regresszio a fiiggvénytérben. A hipotézisvizsgalaton és a becslés problé-
majan kivil réviden foglalkozni kivinunk még a statisztikai kovetkeztetések két
mas tipust feladataval, és meg fogjuk mutatni, hogy vissza lehet Gket vezetni a
regresszio elméletére, amely a matematikai statisztikanak régoéta jol kidolgozott
fejezete. Ezekkel a feladatokkal kapcsolatban gyakran lesz dolgunk feltételes valo-
szinfliségeloszlasokkal; minden esetben fel fogjuk tételezni, —— amint ezt néhanyszor
eddig is tettiik —, hogy ezeket a feltételes eloszlasokat tgy lehet definialni, hogy
1 valdszinliséggel valdsziniiségeloszlasok legyenek.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik az x(¢) sztochasztikus folyamatnak a 7 idGszakasz-
ban megfigyelt értékeit, és ezeknek az adatoknak az alapjan akarunk valamilyen
kovetkeztetést levonni egy olyan y valdsziniiségi valtozéra, amely valdsziniiségi
kapcsolatban all az x(¢) folyamattal. Tegyiik fel, hogy eleve ismerjitk az {y,x(¢); t€ T}
egyiittes valoszintliségeloszlast, amely ezt a statisztikai kapcsolatot meghatarozza.
A folyamat észlelt realizcidjat w-val jeldlve, bevezetjilk az y mennyiség P{ylw}
feltételes valosziniiségeloszlasat. Ha ilyen esetben az w realizacié ismerete alapjan
ki akarunk jelolni y szdmara valamilyen valdszinil értéket, kozelfekvs e célra a
P(yjw) eloszlasnak egy centralis értékét valasztani. Ha y-nak létezik véges varhato
értéke, akkor célszerli y becsléseként az

y*=Ely|o]

feltételes varhatd értéket tekinteni. Ahhoz, hogy tovabbjuthassunk, konkretizal-
nunk kell, milyen valdsziniiségeloszlasokat akarunk tekintetbe venni. Tegyiik fel,
hogy tudomasunk van réla; hogy a folyamat és az y valdszinliségi valtozé normalis
eloszlastiak zérus atlaggal (az egyiittes eloszlast is beleértve), és hogy x(¢) kozép-
ben folytonos. Jeloljitk az x(¢), € T, folyamat altal generalt Hilbert-teret a szokasos
moédon L,(X)-szel, és ezen tér projekcids operdtorat Py, x,-szel. Legyen

. Yi=Pr,xy
€S
y=ytz
* Stochastic processes and statistical inference, Arkiv for Matematik, 1 (1950), 195—277.

A forditas els6 része az MTA I11. Oszt. Kizl., 15 (1965), 51 —87. oldaldn, a masodik rész a 125—164.
oldalakon jelent meg.
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Ekkor z | x(¢), t€ T, tehat z és x(¢) figgetlenek egymastol, mert az 6sszes tekintetbe
veendG valodsziniiségeloszlasok normalisak. Ezért majdnem biztosan

Elylo] = E[ylo]+ Elzlo] = y,(0)+Ez = y, (o).

De y, felfoghaté, mint az L,(X) térnek az ||y — x|| kifejezést minimalissa tevS pontja.
Ezért ésszerilinek latszik y,-et az y becslésének tekinteni még abban az esetben is,
amikor a valoOsziniiségeloszlasokrdl semmit sem tudunk. Az |y—x|| kifejezést
minimalizalé y, mennyiségnek az E[y|w] feltételes varhatd értékkel valé egybe-
esése egyszerlien annak a ténynek az altalanositasaként tekinthet8, hogy a tobb-
dimenziés normaélis eloszlasok esetében a regresszié mindig linearis.

6. 2. Eldrejelzés mint regresszio-probléma. Tegyiik fel, hogy x(f) mindazokkal
a tulajdonsagokkal rendelkezik, amelyeket az el6z6 szakaszban feltételeztiink, és
hogy normalis eloszlasi. Vegyiik y valdsziniiségi valtozonak az x(c) értéket, ahol
c§ T. Azt a feladatot, hogy x(c)-re becslést adjunk x(2), £€ T alapjan, az el8rejelzés,
vagy extrapolacié feladatanak nevezik. A 6.1. szakasz eredményeit kozvetleniil
alkalmazhatjuk erre a problémara. Allitsuk el§ az x(z) folyamatot (amint az el5z8k-
ben ezt mar tobbszor tettiik) az alabbi atlagban konvergens sor alakjaban:

s . (1)
x()=2z,—=—~, €T,

1 ]/Av
(az itt szereplé mennyiségek jelentését lasd az 1. 3. pontban). Konnyen belathatd,
hogy L,(X) itt egybeesik a z,, v=1,2, ... ortonormalt vektorrendszerre kifeszi-
tett Z térrel, tehat a folyamatnak a ¢ idGpontra vald elGrejelzéséhez csupan az

x*(¢) = Pyx(t) = 2 z,Ez,x(c)
1

sort kell képezni. De

Ez,x() = VL Ex(©) [ x(0)9.0) dr = VI, [r(e.)gu() dt,

és mivel s€ T esetén

A, [ r(s,09,()dt = 9,5,
T

ezért természetes feltevés, hogy

¥*
Ez,x(c) = q_)v_(__C)
Va,’
ahol a @7 (c) kifejezések a folyamathoz tartozé r(s, t) magl integralegyenlet sajat-
fiiggvényeinek a ¢ pontig vett folytatasai. Igy tehat a legjobb elGrejelzést az

= @¥c)
x* (C) = ;‘ 2y (p‘/)’_c

képlettel adhatjuk meg. Az x*(c) becslésnek ez az elGallitasa, amely abbdl indul
ki, hogy a legjobb elSrebecslést az L,(X) térnek y-hoz legkdzelebb esS pontja adja,
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KARHUNEN-tG6l szarmazik. Az egyik iranyban végtelen 7=(—=e, @) intervallumon
megfigyelt stacionarius folyamat fontos esetére WIENER [1] dolgozott ki olyan spe-
cialis modszert, amellyel ténylegesen meg lehet szerkeszteni a legjobb linearis elGre-
becslést.

6. 3. Példa. Ha a folyamat nem normalis eloszlasu, akkor a legjobb linearis
eldrebecslés altalaban nem esik egybe a feltételes valdsziniliségeloszlas varhato
értékével. Vizsgaljuk azt a nem-normalis eloszlasu egyszerii folyamatot, amellyel
mar a 4.11. szakaszban foglalkoztunk. Legyen T =(a, b), ekkor x(c¢) szamara a
kovetkezd feltételes eloszlasfiiggvényt kapjuk:

F(x|lw) = e-#®-9¢g[x — x(b)] + [l —e-#¢-9d(x),
ahol ®(x) a normalis eloszlasfiiggvény. A feltételes varhaté érték tehat
E[x(0)lw] =x(b)e~# =9,

ez pedig azonos azzal az eredménnyel, amit a legjobb linearis elGrebecslés meg-
szerkesztése Utjan kaptunk volna.

6. 4. Elorejelzési tartominyok. Egyes esetekben az lehet kivanatos, hogy a
folyamatnak kés6bbi idSpontokban felvett értékei szamara ne egyetlen pontot,
~hanem egy tartomdnyt adjunk meg, amelybe ezek az értékek varhatéan esni fognak.
A kérdésnek ilyen modon vald felvetése teljesen analdg a konfidencia tartomanyok
alkalmazasaval a becsléselméletben (lasd a 2. 3. pontot).

Tegyitk fel, hogy valamilyen folyamatot az (a, b) id8szakasz folyamin meg-
figyeltiink, és jeloljiik az észlelt realiziciot w, ,€ Q, s-vel. A folyamat (c, d) inter-
vallumdhoz tartozd 8sszes w, , realizicidinak Q,, terében meg akarunk hatarozni
egy olyan n tartomanyt (amely o, ,-t6l fiigg), hogy ésszeriien elvarhaté legyen
az w, 4 realizicionak ebbe a 7 tartomanyba vald esése, vagyis olyan n tartomanyt
akarunk meghatarozni, amelyre a P(n|w, ;) feltételes valdsziniiség lehetSleg nagy.
Hogy két kiilénb6z6 tartomany koziil valasztani tudjunk, bevezetiink egy m mérté-
ket Q-ban ugy, hogy Q. , véges m -mértékii halmazok legfeljebb megszamlalhato
Osszege legyen. Rogrzitett w, , esetén a

P(Slwgp); ST,

feltételes valdsziniiség 1 valdsziniiséggel valGszintiségeloszlas. Az additiv halmaz-
fiiggvények felbontasidra vonatkozé LEBESGUE-tételnek megfelelGen

: P(Slo,, 1) = P(XS|o, ) + [F(0,, do,, dm(w,, ),

ahol X=X(w, ;) a feltételes eloszlas szingularis része. Keresiink egy n€ Q_, hal-
mazt, amelyre rogzitett m(n) esetén P(n|w,,) maximalis. Ez a feladat formalisan
megegyezik azzal, amelyet a 4.1. szakaszban vizsgaltunk, és az ottani eredménynek
megfelelGen

= X(wa,b)+{f(wc,d|wa,b) = k}wc,d = Qc,d’

ahol a k allandot tgy kell megallapitani, hogy m(n) a megadott értékii legyen.
A © tartomdnyt a legjobb eldrejelzés tartomdnydnak nevezik m-re nézve;, amint ldttuk,
el lehet dllitani a maximum likelihood médszer egy egyszeril vdltozata segitségével.
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A legjobb eldrejelzés ilyen modon kapott tartomanya nyilvanvaldan fiigg a
valasztott m mértéktSl. Markov-folyamatok esetére megmutatjuk e mérték meg-
valasztasdnak két lehetséges madjat.

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor x(n) stacionarius, normalis Markov-folyamat
zérus atlaggal és 1 szérassal, és a folyamatot az egész szamid (..., —1,0,1,...)
idépontokban figyeljitkk meg. A korrelacios fliggvény ebben az esetben

r(n) = e"bin,  B=0
alaku (a $=0 és f=oo trividlis esetekkel nem foglaikozunk). Legyen
!
(a,b) = (—N, —=N+1,...,0)

és a (¢, d) intervallum alljon az egyetlen ¢t =7 >0 pontbdl. Mivel Markov-folyamat-
tal van dolgunk, azért adott x(—N), x(—N+1), ..., x(0) esetén x(r) feltételes
valdsziniisége csupan x(0)-t6l fiigg. Legyen m a — oo <Xx(7) <= tengelyen értelme-
zett Lebesgue-mérték. Szingularis X-rész ebben az esetben nincsen, €s

1 x@—eFrx(O)P
f: ce 2 1—e-2f8%
fgy tehat a legjobb elSrejelzés tartomanyat itt a
—k < x(t)—e?x(0) < k

egyenlStlenségek adjak meg. Ha a (c, d) intervallum nem egyetlen pontbdl allna,
hanem pl. a (r,7+1,...,7+Vv) pontokat foglalnA magiban, akkor ugyanilyen
meggondolassal az x(1), x(t + 1), ..., x(r +v) koordinatak altal meghatarozott euk-
lideszi térnek egy (v + 1)-dimenzids ellipszoidjat kapnank. Ilyen elSrejelzési tar-
tomdny azonban az alkalmazdsok céljaira nem el8nyds, helyette célszerlibb a
{a, < x(t+w) < b,; u=0,1,...,v} (v+1)-dimenzi6s intervallumokra szoritkoz-
ni, és megkisérelni kozilik olyan intervallum kivalasztasat, amelynek régzitett
LEBESGUE-térfogat esetén legnagyobb a feltételes valdszinlisége. Konnyid belatni,
hogy ekkor a feltételes valoszinliség-stirliség

_1 »@ip1—eiy)?
22 1-0f
f=ce “ ¢ ,

ahol

Yo = x(0)
¥ =x(r+i—1), i=1,2,...,v+1
és
0o = e Fr
0; = ek, i=1,2,...,v.
A problémat tehat visszavezettiik olyan, rogzitett térfogata (v+ 1)-dimenzids in-
tervallum kikeresésére, amelynek a legnagyobb a valdsziniisége az adott sfirliség-
fiiggvényre nézve.
Az m mérték megvalasztdsdnak més lehetSsége, hogy Q. ,ben a P abszolut

(nem feltételes) valdszinfiséget vesszilkk m-nek. Vizsgaljunk megint egy diszkrét id6-
paraméterli folyamatot és egyszeriliség kedvéért tegyiik fel, hogy az eloszlas foly-
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tonos tipusu. Ha S« @, ,, akkor ebben az esetben
P(Slo, ) = [f(@., do, do
s
PS) = [ (@, v,
s

ahonnan a P-mértékre nézve legjobb alabbi n eldrejelzési tartomanyt kapjuk:

_wa%o>} M%M@M%D>}
. { Fed =T fonof@es = F

{ f(wa,bﬂ c,d) = k
S (@, )f(@e, ) —

gy tehat adott w, b esetén a n(w, ;) tartomanyt ugy kapjuk, hogy Qc 4-ben kiva-
lasztunk olyan pontokat amelyekben az f(w, ylo. 4) feltételes siirliség ' nagy.

Tekintsitk példaként a fentebb vizsgalt Markov- folyamatot. Ugyanolyan jel6lé-
sekkel

} = {f(wa, sl®e, o) = kf (W0, )} S Q. 4-

Y Giv1—eiy)?
2 1-—-p#
flo, dw,, ) = ke “° 74

b, 1 y@isi—oiy)?
flog =ke > 27 104
€s
y1—eoyo)*

f(wc, dlwa, b) {ﬁ yl}
o i

Ezek szerint a jelen esetben

= {Ix@ -0 < k}.

Ez a tartomany kiilonbozik a Lebesgue-mértékre nézve legjobb elGrejelzési tarto-
manytdl annyiban is, hogy az x(t+1), ..., x(t +v) értékeket semmiképpen sem
korlatozza.

6. 5. Sziirés mint regresszio-probléma. Végezetiil alkalmazni akarjuk a 6. 1.
szakaszban ismertetett mddszert a stacionarius folyamatok sziirésének probléma-
jara. Ezt a feladatot részletesen vizsgalja WIENER [1], azonban csupan ,egyoldala
szlirGkkel” foglalkozik, vagyis olyan sziirGkkel, amelyek csak a ,,malt”-t6l fiiggnek.
Noha ez sok miiszaki alkalmazas szamara természetes feltevés, elgondolhatd, hogy
a matematikai statisztikaban elSforduléd észlelési sorozatok sziirése esetén nincsen
semmi okunk csupan a folyamat multban észlelt értékeinek a hasznalatira szo-
ritkozni. Ennek megfelelGen azt az esetet fogjuk vizsgalni, amikor a realizicidt
olyan id&intervallumban ismerjiik, amelyet végtelen hosszinak lehet tekinteni a
folyamat effektiv spektrum-szélessége altal meghatarozott természetes idGegység-
hez képest.
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Akar normalis eloszlasunak tételezziik fel a folyamatot és a feltételes valoszini-
ségeloszlasoknak megfelel§ varhaté értéket vessziik, akar pedig a legjobb linearis
sz{irGt hatarozzuk meg, formalisan ugyanazt az eredményt kapjuk. Legyen y(t)
egy stacionarius folyamat zérus atlaggal és

r() = [ evif,(Rydi

— oo

korrelaciés fiiggvénnyel, ahol f,(1) az egész (— <o, o) tengelyen integralhaté nem-
negativ fiiggvény. Az y(¢) folyamat legyen 4(z) additiv zajjal eltorzitva; ez utébbi
legyen szintén stacionarius folyamat zérus atlaggal és

oo

@)= [ eif2) di

— oo

korrelacids fiiggvénnyel. Eszleljik az x(¢) = y(¢)+6(¢) folyamatot. Tegyiik fel
el@szér, hogy a zaj nem koherens, vagyis 6(¢) és y(¢) k6zott nincs kolesonds korre-
lacié. Becslést kivanunk adnt y(f)-re x(¢)-nek — o < f <o folyaman észlelt érté-
kei alapjan. Tekintsiik a linearis kombinacidk alabbi sorat:

oo

=3 e x(t) = / > e et” dz(2) = / 72 (DdZ(2),
: 1 1 ’

— oo

ahol Z(A) az x(t)-hez tartozd ortogonalis (korrelalatlan novekményii) folyamat
(lasd az 1. 3. pontot). Annak, hogy a z, sorozat atlagban konvergaljon egy z€ L, (X)
elemhez, szitkséges és elegendd feltétele, hogy 7,(A) a&tlagban konvergiljon egy
y.(2) € L, (F) fiiggvényhez, ahol

) i
FW =EzW? = [ ,0)+f0) di
és

z= [yWdz).

A 6.1. pontban ismertetett mddszernek megfelelGen az y(7) mennyiség becslése-
ként a z=P;,xy(T) kifejezést valasztjuk, amely minimalissd teszi a |z —y(T)|
,Htavolsagot” a z€ L,(X) mellékfeltétellel. De

oo oo oo

=y = [yWdz,m+ [ dzyd— [ emaz,0).

-0 — ea — oo

tehat

lz—y(DI* = [ h@—-e™25,0) di+ [ pDRf(R)dA
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Azonban az
[ (v @) =T 21, + Iy D125} d

mennyiség értéke akkor minimalis, ha

fy('l) eiT/l
L)+ f4) 7
mert minden A-ra y(4)-nak éppen ez az értéke teszi az integral alatti kifejezést mi-

nimumma. Ez a y(A) tovabba L,(F) eleme, mert [y(A)| =1. Ilyen sziirGvel a hiba
négyzetes atlagat a

y(A)=

N e
Iz =D = / 5+

kifejezés adja meg. A legjobb sziir§ tehat az

— fy(l) eiT
Yol = f Royenm ¢

képletnek felel meg. ElSfordulhat, hogy ez a kifejezés tilsdgosan bonyolult; ez
esetben meg lehet kisérelni y§,(T) approximalasat egyszeriibb kifejezésekkel. Nyil-

vanvalod, hogy ez egyenértékid az fiiggvény megkozelitésének feladata-

R A Shr A
5D+
val az f, +f; silyfiiggvény altal megadott négyzetes metrikaju fiiggvénytérben. Ha
példaul

S ¢ gt ISP
T F (D +£5(2)
alakt approximaciot alkalmazunk ugy, hogy

eiav4 — ____fy()')

i+ fm| AT HAldi<e

legyen, akkor egy ,,majdnem legjobb” yu.(T) sztir6t kapunk:

N
y:ppr(T): 12‘ ¢, x(T+a,),

amelyre
"ygpt(T) - y:ppr(T)llz <é&.

6. 6. Egy altalanosabb sziirési probléma. Vizsgaljuk most a kovetkez8 esetet,
amely teljesen anal6g a véges dimenzidju térre vonatkozd szokasos regresszios

10 TII. Osztdly Kozleményei XV/3
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feladattal. Legyenek x(t) és y(t) stacionarius folyamatok az

oo

()= [ef.() da

o

n@)= [ef,) d

— oo

korrelacios fiuggvényekkel. Tegyiik fel, hogy az
re() = Ey@x(s+0)= [ e, (3) di

kolesonos korrelacios fiiggvény altal meghatarozott stacionarius valoszinliségi kap-
csolatban allnak. Ez a kifejezés azt az egyetlen korlatozast feltételezi, hogy a kol-
csonds korrelacios fiiggvénynek abszolut folytonos spektruma van.

Becslést keresiink y(T) értékére az x(¢) folyamatra hatd linearis szilirG alak-
jaban. Legyen

(= [v(®dz»),

akkor L
Iy*(T)—y(D? = y* (DI + | y(T)*—2ReEp*(T)y(T) =

= [h@PRr@dit [f()di—2Re [y(e-1Tif, (Aydh.

Koénnyen belathatd, hogy a
Iy (T) —y(D|

négyzetes kozéphiba akkor lesz a legkisebb, ha a y(4) fiiggvényt a kovetkez8képpen
valasztjuk:

(A
-;,* (,1)=]f:‘: ((/1)) elTl.
Ugyanis nyilvanvaldan
S 2
2Reye-mif,. = 20VFL 22 | = e L2,
amibdl kovetkezik, hogy
2
2= 2Re ye-imif, = — 1D

azonban a
fyx ()') ei TA

07w
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valasztott becslésiink kovetkeztében érvényes a
* 2 % l —iTA i . |f}’x(j’)]2
[Y*(DI*f(A) —2Re y* (e~ T*f, (1) = i

A

egyenlet. A y*(A) fiiggvényt lehet szlir§ szerkesztésére hasznalni, mert (lasd CrA-
MER [2], 3. tétel):

- - ) -
/ [y (DI f(H)dA = Q;ﬁf(%)'—d,lg / f,(Aydh< oo,

— oo

Az ilyen sziir6 alkalmazasakor fellépG hiba négyzetes kozépértéke

Iy*(T) = p(T)2 = / RGOV

£

A 6. 5. szakaszban targyalt feladat a most vizsgalt feladat egy specialis esetének
tekinthet§. Ha ugyanis koherens zaj esetében a kolesdnds korrelacids fiiggvény

oo

ra(0) = [etf,0) = Ey(s)8(s+1),

akkor a spektralis slirliségek a kovetkezSk:

x(¢) folyamat: D) +1:(D+2Re f,5(4)
y(¢) folyamat: 5L
x(t) és y(t) kapcsolata: f,(4)+ f,5(A).

Ekkor a sziir6fiiggvény

YA =

LA6P)
S (D+1(A) +2Refys() -

Lathaté tehat, hogy f,;=0 esetén a korabban kapott eredményhez jutunk.

Megjegyezzilk még, hogy ha a T értéket paraméternek tekintjilk, akkor az
igy kapott szlir6k az x(¢) folyamat stacionarius linearis transzformacidinak felel-
nek meg KARHUNEN [2] definicidja értelmében.

A. M. JAGLOM KIEGESZITESE U. GRENANDER -
~SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ES STATISZTIKAI
KOVETKEZTETESEK” CIMU DOLGOZATAHOZ

A kovetkez8 kiegészitésben utalunk néhany, az utébbi években megjelent
munkara, amelyeknek a targya szoros kapcsolatban van GRENANDER munkajanak
a tartalméval. Irodalmi utaldsaink, és még kevésbé az idézett konkrét eredmények
nem tartanak igényt a teljességre; csupdn arra torekedtiink, hogy az olvasénak
segitséget nyujtsunk mind magiban a GRENANDER-féle dolgozatban vald tijékozo-

10*
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dashoz, mind pedig az alkalmazasok és a dolgozatban foglalt gondolatok tovabb-
fejlesztése tekintetében.

L. fejezet

A sztochasztikus folyamatok matematikai elméletének kimeritd és korszerii
targyalasat foglalja magiaban DooB részletes monografiaja [1¥].

3. fejezet

Ramutatunk még egy, a sztochasztikus folyamatok elméletének korszerii
miszaki alkalmazasaiban nagyon fontos koordinata-tipusra. Legyen x(¢) olyan
staciondrius sztochasztikus folyamat, amelynek F(Z) spektralfiiggvénye azonosan
alland6 a |A] < 2n(W —¢) savon kiviil valamilyen ¢=>0 esetében (s6t ezt a feltételt
valdjaban még kissé gyengiteni lehet). Ebben az esetben minden rogzitett f,-ra és
a folyamat majdnem minden realiziciojara (vagyis egy valGszinfiséggel) teljesiil az

k
sin2nW|t—ty— =
< k ( 0 ZW)
XN)= 2 x [ro+2W]

= — oo

)

Osszefiiggés (lasd pl. BELIAJEV [1*]), amibdl kovetkezik, hogy az x(t) realizdciot

2nW(t—t0—

k
ekkor az egész — >~ < t < tengelyen teljesen meghatdrozza az x, = x|ty +—~ W

k=0, +1, +2,... megszdmldlhatéan végtelen sok koordindta. Ezt a tényt mar
1933-ban észrevette KOTELNIKOV [1*] (szigori bizonyitds nélkiil); l4sd még PETER-
SON, BIRDSALL, Fox [1*], ahol hasonlé el8allitas talalhatd olyan x(¢) folyamatokra,
amelyeknek a spektruma a 2zW, < |A| < 2rn(W,+ W) savra korlatozodik. Lehet

L k
még az x, = X (t0+ koordinatak helyett az x,, = x[to—l— W] s Xapig =

2W
=x (to—{— 7;) , k=0, +1, £2, ... koordinatakat is hasznalni; még tobb ilyen

jellegli valtozat 1étezik.

Az x(t) folyamat koordinataiként a #, € T pontok egy megszamlalhato, min-
deniitt sfiri halmazan vett x(t,) értékek valasztasat illetGen lasd még a STRIBEL [2*]
munkdajira vonatkozd megjegyzest a 4. fejezet 4. 2, szakaszdhoz tartozd kiegészi-
tésben.

4, fejezet

A sztochasztikus folyamatokra vonatkozd statisztikai hipotézisek vizsgalata-
nak kérdése az utdbbi években igen nagy jelentGségre tett szert a kovetkezd gyakor-
lati feladattal kapcsolatban. Tegyiik fel, hogy valamilyen s(z) ,,jel”’-nek a jelenlé-
tét kell megéllapitani olyan megfigyelt adatok alapjan, amelyek ismert valészinii-
ségeloszlast sztochasztikus folyamatot alkotd n(t) ,,zajjal” vannak eltorzitva. Igy
tehat a ténylegesen megfigyelt x(¢) folyamat vagy az s(¢) +n{t) Osszeggel (ha a jel
valoban jelen van!), vagy csupan az n(¢) folyamattal azonos. Meg kell allapitani

! Csupan azzal a legegyszeriibb (€s legfontosabb) esettel foglalkozunk, amikor a zaj additiv,
vagyis egyszerllen hozzdadddik a jel értékeihez. Elvileg természetesen semmi sem valtozik azok-
ban az esetekben sem, amikor a zaj valamilyen mds ismert modon torzitja el a jeleket.
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az x(t) folyamat egy realizicidjanak a véges (0, T) intervallumon (vagy némely
esetben megengedhetd végtelen intervallum is) torténd megfigyelése alapjan, hogy
a Hy: x(t)=n(z) hipotézis igaz-e, vagy pedig a H;: x(¢t) = s(t)+n(t) hipotézis.
Ekkor abban az esetben, amikor az s(¢) jelet pontosan ismerjiik (vagy pedig a jel
ismert valdsziniiségeloszlasti sztochasztikus folyamat), két egyszerii hipotézis Gssze-
hasonlitdsaval van dolgunk; ha viszont a jel tobbféle értéket vehet fel (példaul egy
vagy tobb ismeretlen paramétertSl fiigg), akkor tobb alternativat tartalmazé hipo-
tézisvizsgalatrol van szo.

Az itt leirt feladat: ,,jel detektalasa zajhattérben”, igen nagy fontossagu a gya-
korlatban (els6sorban a radidlokatorok technikajaban); ezért az utdbbi években
nagyon sok munka foglalkozik vele; bizonyos eredményekre a késGbbiek soran
még visszatériink.

JO bevezetdiil szolgalhat ebbe a feladatkorbe DAVENPORT és Roor [1*] kony-
vének 14. fejezete, amely a kérdést mérnokok szamara alkalmas moédon targyalja
és kilondsen GRENANDER jelen dolgozata 4. fejezetének jelentGs részét szamukra
hozzaférhetvé teszi. Némileg specialisabb jellegli PETERSON, BIRDSALL és Fox [1%*]
nagyobb szabasu attekint6 munkaja (lasd alabb, a 4. 4.—4.12. szakaszokra vonat-
kozd kiegészitéseket). Ide tartozik még az [1*] cikkgyiijtemény és HELSTROM [1%*]
monografidja is.

4. 2. Ennek a szakasznak a fG tétele lényegileg a martingalok elméletének egy-
szerli kovetkezménye — erre a koriilményre utal implicit médon pl. Doos [1%]
konyve VII. fejezetének 9. paragrafusiban. Ugyanis teljesen vildgos, hogy ha a
Py(x, ..., x,) n-dimenzids eloszlds minden véges n-re abszolut folytonosa
Po(xy, ..., x,) eloszlasra nézve, akkor m=n esetén

In(xls (AR xn)=M0 [lm(xl 3 ey xm)lxla LERE} xn]'

Ebbdl kévetkezik, hogy az I (xy), l,(x;, x3), ... nem-negativ valdsziniiségi valto-
20k sorozata (ahol az x,, x,, ... mennyiségek eloszlasa P,) martingdl. Ezért az

l.(w) = lim [, (w)

n— oo

hatarérték létezése majdnem mindeniitt P,-ra nézve (tehat P,-re nézve is), koz-
vetlen folyoménya a Doos [1¥] konyv VII. fejezete 4.1. tételének. (Ugyanennek a
konyvnek a 312. oldalan lev8 megjegyzés szerint ezt az eredményt a szemi-martin-
galok konvergencijarol sz616 altalanos tétel alapjan is le lehet vezetni a Py (xy, ..., X,
eloszlas Py(xy, ..., x,)-re nézve abszolit folytonossdginak a feltevése nélkiil is.)
Ha most a P, eloszlas a végtelen dimenziéji Q térben abszolit folytonos Py-ra

nézve (vagyis a 4. 2. szakasz A esete all fenn), akkor

Mof(w):M0%=l & az 1), (@), ..., f(®)

mennyiségek martingalt alkotnak; ebbdl a DooB kdnyv ugyanezen 4.1. tétele alap-
jan kovetkezik, hogy I.(w)=f(w) majdnem mindeniitt Py-ra nézve. Ezzel az A4 eset
vizsgilata befejezGdott. A B és C eseteket ezek utan vissza lehet vezetni az A4 esetre,
ahogy ezt GRENANDER teszi, de lehet a martingalok elméletét kozvetleniil is alkal-
mazni ezekre az esetekre.
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Ha x(f) a véges vagy végtelen T intervallumon megadott sztochasztikus folya-
mat, és x,, X,, ... koordinatdkként szamara a T-n mindeniitt siird D=(z,, t,, ...)
megszamlalhatd halmazon felvett értékeit hasznaljuk, akkor a fent bizonyitottak-
bol kovetkezik, hogy (feltéve, ha az A esettel van dolgunk)

(D)
lim [, () = dﬁ L fO0)

n—oco

majdnem mindeniitt P$”-re nezve, ahol P$” és P a megszamlalhaté dimenzigju
QD ={x(¢,), x(t;), ...} tér véges dimenzids intervallumai altal szarmaztatott Borel-
halmaztesten megadott mértékek. EbbSl a szempontbdl érdekes STRIBEL [2*] egy-
szerli eredménye, amely szerint, ha az Osszes valds fiiggvények Q terén a minden
lehetséges véges dimenzids intervallum altal generalt Borel-testen megadott, az

x(1) folyamathoz tartozd P, mérték abszolut folytonos a megfelel§ P, mértékre
2

nézve, akkor a D halmaz barmely valasztiasa esetén a —— -~ derivalt Py-ra nézve

dP(D)

. . . dp ., A ) .

majdnem mindeniitt azonos a 31_'71 derivalttal. Ez az eredmény jogossa teszi az
0

x(¢y), x(£,), ... koordinatak hasznalatat (ahol (7., ¢,, ...) tetsz8leges, 7-n mindeniitt

siirli, megszamlalhato halmaz) minden valdszin{iségben folytonos x(¢) sztochaszti-

kus folyamat esetében.

A 4.2 szakasz legvégén peldakent szerepel az az eset, amikor az xy, X,, ...
koordinatakat tigy lehet megvalasztani, hogy fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk
legyenek mind a P,, mind a P; valdsziniiségi mértékre nézve. Az erre vonatkozo
megjegyzésben egy kis pontatlansag van: vilagos, hogy a ,,nulla vagy egy” térvény-
nek e példara valo alkalmazasahoz még meg kell kovetelni, hogy az x, mennyiség
P,-eloszlasa, P abszolut folytonos legyen a megfelel§ P,-eloszlasra, PY-re nézve.
Egy masik mddszert annak bizonyitasara, hogy az emlitett feltétel teljesiilése esetén
a végtelen dimenzidji Q térben megadott P, eloszlas vagy abszolut folytonos a
P, eloszlasra nézve, vagy pedig teljesen olyan H halmazon Osszpontosul, amelyre
Py(H)=1, mar KAKUTANI [1*] alkalmazott egy viszonylag régi munkajiban, amely-
ben egyszer( feltételt sikeriilt taldlnia az 4 és B eset megkiilonboztetésére. Azt
bizonyitotta ugyanis, hogy P, Py-ra nézve abszoliit folytonossigdnak sziikséges és

elegendo feltétele, hogy a
(")
X n
/[ (n)( )] ()( ) =0

egyenlotienség teljesiiljon; ha viszont a széls8séges szingularis eset all fenn, akkor
az itt felirt végtelen szorzat feltétleniil nullahoz tart. Abban a specialis esetben,
amikor mindegyik Pg') () eloszlas normalis, tovabba Po és PE") varhaté értékei
egyenlSk, a fenti feltételt a kovetkez$ alakra lehet hozni:

n (o.gn) _ 0'(1"))2

PO
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ahol 63 és o3’ a P és P{" eloszlasok szérasai. Konnyen érthetd, hogy a normalis

eloszlas esetében ez utdbbi feltétel sziikséges és elegend§ P, abszolut folytonossaga-
hoz Py-ra nézve, anélkiil, hogy barmit is ki kellene kotni P(l")-nek Pg')-re nézve
vald abszolut folytonossagira vonatkozdan, ha csak megallapodunk abban, hogy
_ 2
(0%611)_ = 1, amikor oy=0,=0 (és végtelen, ha a o,, 0, mennyiségeknek

001 :
csupan az egyike nulla).

KAKUTANI eredményeit tovabbfejlesztette KRAFT [1*], aki egy végtelen di-
menzids téren definialt két mérték szélsGséges szingularitasanak érdekes altalanos
feltételét fogalmazta meg, és ezt a feltételt a statisztikai hipotézisek ellenGrzésének
feladatara alkalmazta. KAKUTANI idézett eredményével kapcsolatos egyéb mun-
kakrol lasd alabb a 4. 4.—4.12. szakaszokhoz tartozé kiegészitéseket.

4. 4. A jelek zajhattérben vald felismerésének elmélete szempontjabdl az ebben
a szakaszban targyalt problémat lugy lehet felfogni, mint két, ismert alakii — ad-
ditiv normalis zajjal eltorzitott — jel (amelyek koziil az egyik pl. azonosan nulla
is lehet) megkiilonboztetésének a feladatat (vo. DAvIS [2*], DAVENPORT és RooT [1*],
14—15. paragrafusok). Az itt bevezetett feltétel, amely meghatarozza, hogy az
A regularis esettel, vagy pedig a C szélsOséges szingularis esettel van-e dolgunk,
nyilvinvaléan kovetkezik a 4.2. szakaszhoz tartozd kiegészitéseinkben idézett
Kakurani-féle eredménybdl is.

STRIBEL [2*] munkajaban az I, (w) és f(w) likelihood hianyadosok mas alakjat
alkalmazza, amennyiben a folyamat koordinataiként nem az x,,y,, v=1,2, ...
mennyiségeket hasznédlja, hanem az x(¢,), v=1,2,... mennyiségeket, ahol a
(t,, t5, ...) megszamlalhat6 halmaz mindeniitt siirii az (@, b) intervallumon. Ebben
az esetben /,(w) explicit kiszamitisahoz nem kell az r(s, t)-magi integralegycnletet
megoldani, azonban ehelyett invertalni kell az |r(z;, 7)), i,j=1, ..., n matrixot,
aminek a tényleges végrehajtisa szintén csak kivételes esetekben lehetséges.

Tovabbi, a 4. 4. szakasz tartalmaval szorosan kapcsolatos eredmények talal-
haték PitcHER [1*], BETHOUX [1*], CHOVER és FELDMAN [1*], valamint HANEN
[1*, 2*] munkaiban.

4.5.—4. 6. Ezeknek a szakaszoknak minden eredményét egészen konnyen
at lehet vinni arra az esetre, amikor az x(r) folyamat atlaga a H, hipotézis szerint
tobb ismeretlen paramétert§l fiigg az alabbi modon:

Hl: Mal, ...,a,.x(t) = Zaimi(t)s
i=1

ahol m(¢), ..., m,(t) ismert fiiggvények (v6. példaul GRENANDER, ROSENBLATT [1%],
7. fejezet; STRIBEL [2*].
Az egyetlen ismeretlen paramétert tartalmazd esetet:

H,: Myx(1)=0, H,: Mx(t)=am(t),

(—oo < o <oo)

részletesen targyalja HAJEK [3*] a Hilbert-terek elmélete alapjan. Kimutatja, hogy
ha az 6sszes Xe¢x,(t) alak véges linearis kombinaciok H, halmazahoz hozzicsa-
tolunk minden olyan x valdsziniiségi valtozdt, amelyre fennall, hogy valamilyen
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x,€H,, n=1,2,... sorozatra minden « esetén érvényes a lim M,|x —x,|>= 0

Osszefiiggés, akkor a H, Hilbert-térhez jutunk ((x, y)=M, xj skalar szorzattal),
és minden P,, —oo < o <o ecloszlast Hy-ban definialt eloszlasként foghatunk
fel. Ekkor Hy-ban létezik olyan u val6sziniiségi valtoz6, (amelyet az M, (ux(1)) =
= m(t)-Mu* Osszefiiggés egyértelmlien meghataroz), hogy az wu-ra ortogonalis
H,c H, altérben az Osszes P, eloszlasok pontosan egybeesnek; ebbdl kovetkezik,
hogy x€ H, esetén az

dP,(x)
dP, (%)

Jo(¥) =

likelihood hanyadost vissza lehet vezetni az x,=(x, u) mennyiségek két egydimen-
zi6s Gauss-eloszlasinak a hanyadosara. Vilagos, hogy ekkor vagy a regularis,
vagy a széls@ségesen szingularis esettel allunk szemben, attdl fiigg8en, hogy az u
mennyiség szérdsa nullandl nagyobb-e, vagy pedig nulla; a fontos specialis esetek
egész soraban talalni lehet HAJEK eredményei alapjan teljesen hatékony kritériu-
mokat a H, és H, hipotézisek Osszehasonlitasara.

4. 6. Abban a specidlis esetben, amikor r(s, 1) = r(r—s) egy racionalis f, (1) =
= F’(1) fuggvény Fourier-transzformaltja, az ebben a szakaszban az f(¢) fiiggvényre
kapott integralegyenletet vissza lehet vezetni allandé egyiitthat6jii differencial-
egyenletre és explicite meg lehet oldani (lasd pl. DAVENPORT és RooT [1%*], 2. fiig-
gelék, vagy LANING és BATTIN [1*], 8. fejezet). Az igy kapott megoldds azonban
altalaban elfajult fiiggvényeket tartalmaz: a o-fiiggvényt és derivaltjait; annak a
feltétele, hogy létezzék f(t)€ L,(T) megoldas, itt egyenértékii azzal a feltétellel,
hogy f(¢) kifejezése ne tartalmazzon ilyen elfajult fiiggvényeket.

A feltételeknek az ebben a szakaszban adott alakja és a jel/zaj-viszonyt maxi-
malizald sz(irGk konstrualasanak feladata k6zotti GsszefiiggésrSl 1lasd DAvis {2*];
DAVENPORT és Root [1*¥], 14—15. paragrafusokat. ‘

4.7. Ennek a szakasznak a f6 eredménye kozvetleniil adodik KAKUTANI ered-
ményeibdl, amelyekrSl a 4. 2. szakaszhoz tartozd kiegészitésekben szoltunk.

4. 8. Ennek a szakasznak az elején utalas torténik arra, hogy az r(s, )-magi
integralegyenlet megoldasa bonyolult feladat. Ezzel kapcsolatban szem el6tt kell
tartani, hogy ha (s, t) = r(z —s) racionalis fiiggvénynek a Fourier-transzformaltja,
akkor a hozza tartozo egyenletet hasonldoan lehet megoldani, mint ahogy megold-
haté az f(¢)-re a 4. 6. szakaszban levezetett egyenlet (lasd DAVENPORT és Roor [1*],
SLEPIAN [1*], GELFAND és JAGLOM [2*]). Itt azonban a A, sajatértékek és ¢, ()
sajatfiiggvények végsG meghatarozasa egy transzcendens egyenlet megoldasara
(amelynek éppen a 4, értékek a gyokei) vezetddik vissza, ezt az egyenletet pedig
csak kozelit6 numerikus modszerekkel lehet megoldani.

4.10. Pélya-folyamatnak (POLYA GYORGY-r6l) olyan pontfolyamatot nevez-
nek, amelynél az esemény megjelenésének a (z, t + At) intervallumban

p()At +o(4r)
14 fn

14 BAt
id8ben tortént események szima. Ebben azesetben a (0, ¢t) id8ben tortént események

a valdsziniisége, ahol p(t) = , B és A rogzitett allandok, n pedig a (0, 1)
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szamanak a valOszinliségeloszlasa az Un. Polya-eloszlas:

PO)=(1+pr) ¢

A 1(+p) ... (1+ (n—1)P)
1+/3,1:] n! PO).

Ha B0, akkor a Poélya-eloszlas a Poisson-eloszlashoz tart, a Pdlya-folyamat
pedig a Poisson-folyamathoz.

GRENANDER csak a A=1 esettel foglalkozik, amelyre az altalanos eset az id6-
Iépték egyszeril valtoztatdsaval visszavezethetd.

4.11. Az a tény, hogy nincs olyan f(z)¢€ L,(T) fiiggvény, amellyel a feltételt
ki lehetne fejezni, abbdl is belathatd, hogy az

P(n)=[

T

[ e-su=siprydi=1

0

integralegyenlet megoldasara alkalmazott szokasos modszer (lasd DAVENPORT és
Root [1#*], 2. fiiggelék) az
: B 1 1

f@) = 7+55(t)+ > o(t—T)

eredményre vezet, amely -figgvényt tartalmaz.

STRIBEL [2*] és HAJEK [3*] kimutatjak, hogy a Hy: Mox(t)=0¢és Hy: M x(t)=
=m(t) altalanosabb hipotézis-dsszehasonlitis esetében, ha az x(¢) normalis folyamat
korrelacids fiiggvénye

r(s, )= Mx(s) — Mx(s)][x(£) — Mx(¢)] = e~Plt-sl,
akkor az flw) likelihood-fiiggvény alakja:
m’(0)
i

m’(T)
B

_%mZ(TH /x(t)[ﬁm(t)—%(;)] dt——;—o/ [ﬁmz(t)+ m’;(t)Jdt}

) .

f(@) = exp {% [x(O)[m(O)— ]+x(T)[m(T>+ ]—%m2(0>—

(ahol feltessziik, hogy az m(z) fiiggvény kétszer differencialhato).

A 4.11. szakasz eredményeinek egy masik altalanositisa talalhaté SEGUCHI
és IKEDA [1*] munkéjaban, ahol a Hy: Myx(¢)=0 és H,: M;x(t)=m hipotézis-
osszehasonlitds feladatot az (4ltalAban nem stacionarius) x(¢f) normalis Markov-
folyamatok olyan osztilyinak esetére tirgyaljak, amelyet az y(¢) Wiener-folyamat-
bdl az iddléptéknek a z-ponttdl fiiggl valtoztatasaval és a folyamat altal felvett
értékek megfeleld normalasaval lehet szdrmaztatni. Ebben a munkaban az f(w)
likelihood-fiiggvényre kapott altalanos kifejezés alakja hasonlé a 4.12. szakaszban
kapott specialis kifejezés alakjihoz.

4.4.—4.12. Ezeknek a szakaszoknak a f6 tartalma olyan valogatott példak
gylijteménye, amelyekben az f(w) likelihood-fiiggvényt explicit alakban lehet meg-
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hatarozni (és ezen az titon meg lehet taldlni a vizsgalt hipotézisek megkiilonboz-
tetésének a leghatékonyabb kritériumait), tovibba meg lehet adni annak a felté-
teleit, hogy a regularis 4 esettel, vagy pedig a szélsGségesen szingulris C esettel
van-e dolgunk (a kozbens§ B eset ezekben a példakban egyszer sem fordul el8).
A jelen kiegészitésben még néhany hasonlé jellegli példat kivanunk bemutatni,
és roviden kitériink a példakkal kapcsolatos altalanos eredményekre is.

Els6ként egy specidlis példat targyalunk, amelynek jellege nagyon kézel all
a 4.4.—4.11. szakaszokban foglalt példakéhoz, de még kozvetlenebbiil érinti a
radiolokacio gyakorlati feladatait. Legyen

Hy: x(t)=n(1), H,: x(t) = Acos(wt+9)+n(t),

ahol n(t) stacionarius normalis folyamat nulla atlaggal és r(s, ) = o?e~=I*~sl kor-
relacios fiiggvénnyel, 4 ismert paraméter, ¢ pedig a 0=%<2rn intervallumon
. . o dP

egyenletes eloszlast valdszindiségi valtozé. Az ehhez a feladathoz tartozd f(w) = d—Pl
V]

likelihood-hadnyadosra REICH és SWERLING [1*] explicit kifejezést vezetnek le oly
moddon, hogy kiszamitjak a siirfiségfliggvények x, =x lin~ ,k=0,1, ..., n helyeken

vett értékeinek az /,(x,, ..., x,) hinyadosait és azutin képezik az n - o hatarérté-
ket. Ebben az esetben adddott, hogy az f(w) fiiggvény csak az x(0), x(7),
oo T .
fx(t)cos wt dt ésfx(t) sin wf dt  mennyiségektSl fiigg; az a—oo, ¢%2-—oo,
T (4]
2
07—» K = konst. hataratmenet utan (azaz a ,fehér zaj” esetében) f(w) fiiggése
x(0)-t0l és x(T)-t6l megsziinik és ebben a hataresetben a leghatékonyabb krité-
rium az alabbi nagyon egyszerii alakot olti:

2

=k.

| T
i fe"“"x(t) dt
0

REICH és SWERLING munkajukban megmutatjak az f(w) fiiggvény meghataroza-
sinak altalanos mddszerét az n(t) ,,zaj” szamos mas alaku r(s, t) korrelacios fiigg-
vényeinek az esctére is.

PETERSON, BIRDSALL és Fox {1*] munkajukban néhany olyan feladatot vizs-
galnak, ahol az n(¢) zaj ,,normalis, korlatos spektrumi fehér zaj”, azaz olyan foly-
K i
W k=0,1,...,2WT idG6pontokban
vett értékei (valamilyen W =0 esetén) fiiggetlen valoszinliségi valtozok nulla at-
laggal és egyenlG szérasokkal. Igy tehat ezekben a feladatokban az x(¢) folyamatot
rogzitett véges szamu x,, X,, ..., X, koordinatakkal megadottnak tekintik; vilagos,
hogy az ilyen feltevés alapjan kapott kritériumok kozelit§ jelleglick a GRENANDER-
dolgozat 4.12. szakaszaban kifejtett értelemben.

Hipotézisek megkiilonboztetésére vonatkozd, konkrét miiszaki problémakbol
eredG tovabbi feladatok talalhatdok az [1*] cikkforditas-gyiijteményben, tovabba
DAVENPORT és Roor [1*], valamint HELSTROM [1*] kdnyveiben.

tonos normalis folyamat, amelynek a 7, =
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Abban a specialis esetben, amikor P, az Gn. Wiener-mérték, amely a Wiener-
folyamatnak felel meg — vagyis azon normalis x(t) sztochasztikus folyamatnak,
amelyre x(0) =0, Mx(¢)=0 é Mx(s)x(t)=min (s,t) —, P, pedig a Wiener-mér-
tékbsl néhany specialis jellegli egyszerii transzformaciéval szdrmaztatott mériék,

dpP, .. ..
meg lehet hatarozni az f(w):ﬁ likelihood-hanyadost CAMERON, MARTIN és
0

mas szerz6knek a Wiener-mérték szerinti integralok kiilonféle valtozo-helyettesi-
tésekkel végzett atalakitisainak szabalyaira vonatkozé eredményeibdl. Igy példaul
a CAMERON és MARTIN [1*], CAMERON [1*] és SEGAL [1*] munkakban kimutattak,
hogy a Hy: Mx(t)=0 és H,: Mx(t)=m(t) hipotézisek Gsszehasonlitisa esetén, ha
x(t) olyan folyamat, hogy az x(f) — Mx(t) killonbség Wiener-folyamat, akkor

T T
—% f['"'(!)lzdl'Fofm'(t)dx(t)»

f(w)=e ° ’

feltéve, hogy m(t) olyan abszoltt folytonos fiiggvény, amelyre m’(t)<L,(T); az
ellenkez8 esetben a P, és P; mértékek diszjunkt halmazokon &sszpontosulnak,
tehat a szélsGségesen szingularis C eset kovetkezik be. A CAMERON €s MARTIN [2%],
SEGAL [1*] és SEIDMAN [1*] munkakban azt az esetet vizsgaljak, amikor a P; mér-
téket a P, Wiener-mértékb8l az Q fliggvénytéren végrehajtott linearis transzfor-
macidkkal szarmaztatjak, a CAMERON és MARTIN [3*], valamint a CAMERON és
FAGEN [1*] munkadkban pedig ezeket az eredményeket kiterjesztik a nem-linearis
transzforméacidk néhany tipusara (lasd még e tekintetben GELFAND és JAGLOM [1*]
osszefoglald dolgozatat.

A Wiener-folyamat normalis, fiiggetlen névekményii Markov-folyamat, és
kitiinik, hogy a rea vonatkozé eredményeket Altalanositani lehet az olyan folyama-
tok viszonylag tag osztalyara, amelyek e hirom tulajdonsig koziill legalabb az
egyikkel rendelkeznek. Legel8sz6r is megjegyezziik, hogy ha mindkét eloszlas
— Py és P, —, normalis, akkor KAKUTANI {1*] eredményének értelmében (lasd
még a GRENANDER-dolgozat 4.2. szakaszanak a végén talalhaté megjegyzést)
az varhatd, hogy csupan csak az A regularis eset vagy a szélsGségesen szingularis
C esct lehetséges (ugyanis itt a folyamat koordinatait ugy lehet megvalasztani, hogy
kolesondsen fiiggetlenek legyenek mind a Py, mind a P, mértékre nézve; e célra
csupan diagonalis alakra kell hozni egyszerre két pozitiv definit kvadratikus alakot,
amelyeket az Myxy és M,xy varhat6 értékek hataroznak meg, egy végtelen di-
menziészamu térben). Ennek a ténynek a szigor bizonyitasa (a regularis és a szin-
guldris esetet jellemz6 feltételekkel egyiitt) megtalalhat6é két, tjabban — egymastol
fiiggetleniil — megjelent munkaban: FELDMAN [1*] (amely 1ényegében SEGAL [1¥]
régebbi altaldnos eredményeit alkalmazza) és HAJEK [1*]. A P, és P, normalis
mértékek regularitisara (illetve szélsGséges szingularitisara) e két munkaban kapott
szilkséges és elegendd feltételek kiilsS alakjukban erdsen kiilonbéznek, valdjaban
azonban egymasra vissza lehet 8ket vezetni. A normalis mértékek regularitasanak
és szingularitdsanak altalanos feltételeit még egy masik alakban adta meg Szkoro-

HOD [3*], ezenkiviill megmutatta az f(a))=ﬂlikelihood-hényados altalanos elg-
allitasat a regularis esetben. dPy

Sajnos, FELDMAN, HAJEK, és SzZKOROHOD 4altalanos feltételei nem eléggé
konstruktivak — nagyon nehéz (ha éppen nem lehetetlen) adott esetekben meg-
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772t

gy6z8dni rola, hogy teljestilnek-e. Ezért igen nagy a jelentGsége azoknak a regu-
laritasra vagy a szingularitisra vonatkozd specidlisabb elegendd feltételeknek,
amelyeket hatékonyan lehet alkalmazni a sztochasztikus folyamatok egyes fontos
osztalyaira. A szingularitis legfontosabb elegendd feltételei azok, amelyek az x(t)
folyamat realizacidinak valamilyen ,,majdnem biztos” tulajdonsagaival kapcsolato-
sak. Ha ki lehet mutatni, hogy az x(¢) folyamat realizacidja valamilyen meghataro-
zott tulajdonsiggal bir 1 valdsziniiséggel a P, mértékre nézve, és ugyanannak a
tulajdonsagnak 0 a valdsziniisége a P; mértékre nézve, akkor ebbdl azonnal kovet-
kezik, hogy a P, és P, eloszlasok a fiiggvénytér diszjunkt halmazain &sszponto-
sulnak, és ekkor a folyamat egyetlen realizicidja alapjin 1 valdsziniiséggel meg
lehet allapitani, hogy a H, vagy a H, hipotézis igaz-e. Példaul az analitikus szto-
chasztikus folyamatok fontos osztilya esetében (amelyekre vonatkozéan lasd
BELJAJEV [1*] munkajat) a folyamat egyetlen realiziciojanak az id6tengely barmilyen
rovid szakaszan vald ismerete alapjan meg lehet hatarozni 1 valdszinliséggel ennek
a realizacionak az egész tengelyen felvett értékeit. A stacionarius, metrikusan tran-
zitiv x(¢) folyamat esetén ebbdl maris kovetkezik, hogy a realizacié barmilyen
rovid szakasza alapjan 1 valdsziniiséggel meg lehet hatirozni a folyamatnak meg-
felels P, mértéket. Ennek az eredménynek egy specialis esete az a tétel, amely sze-
rint két tetszbleges, egyméstél kiilonb6z8, normalis stacionarius mérték szingu-
laris, ha akar csak egyikiitk is metrikusan tranzitiv, stacionarius, korlatos sp.,kt-
rumu folyamatnak felel meg (vo. SLEPIAN [2¥]).

A nem-analitikus normalis sztochasztikus folyamatok esetére HunT [1%*],
Lotve [1*], BAXTER [1*], BELJIAJEV [2*], GLADUSEV [1*] munkai a folyamat reali-
zacidinak szdmos olyan ,,majdnem biztos” tulajdonsidgira mutatnak ra, amelyeket
az r(s, t) korrelacios fiiggvény vagy (a stacionarius esetben) az F(1) spektralfiiggvény
kiilonféle tulajdonsidgai hataroznak meg. Ezekbdl a tulajdonsagokbol kiindulva,
két normalis P, és P, mérték szingularitasara sokféle elegendd feltételt lehet meg-
adni; ezek koziil itt csupan a kovetkezSt idézziik: ha két, tetszileges véges T inter-
vallumon megadott normdlis staciondrius folyamathoz (vagy staciondrius novek-
ményii folyamathoz ) tartozé P, és P, mértékek, amelyeknek az dtlaga zérus és a spekt-
rdls:’irz’iségei fo(A) és f1(2) olyanok, hogy 14| -~ esetén () = C;A=% [1+0 (A-?)],

i=0, 1, (ahol C; és «; valés dllandék, C; =0, a;=>1) és li

folD
és P1 mértékekre a szélséségesen szinguldris C eset dll fenn (SLEPIAN [2*], GLADUSEV
{1*].

Ami két normalis P, és P; mérték regularitasanak hatékony feltételeit illeti,
ilyen irdnyll eredmény még nagyon kevés ismeretes. A legfontosabb ilyen jellegii
bebizonyitott tény az, hogy nulla varhaté értékii és raciondlis fo(1) és fi (1) spektrdl-
siiriiségii normdlis, staciondrius folyamatoknak megfelelé P, és P, mértékek abszolut

Jfolytonosak egymdsra nézve, feltéve hogy lim S
3] fo(4)

2 Azt az esetet, amikor a Po és P; mértékek azonos (de nem feltétleniil nulla) virhato érték(i
folyamatnak felelnek meg, kozvetleniil vissza lehet vezetni az €l6z6 esetre, ha pedig az mo(2) és
m (¢) varhato értékek kiilonboznek, akkor elegendd e célra potldlag a 4. 4.—4. 5. szakaszok ered-
meényeit alkalmazni. Megemlitjiik még, hogy a fenti &llitas értelmében a Po és P1 mértékekre fel-
tétleniil a szélsGségesen szinguldris eset all fenn, ha a spektrdls{irliségek ugyan racionalisak, de

N )
im
[PYJ fz())

=12 (lasd pl. PISZARENKO [1*]
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mérndki szintnek megfelel§ szigorfisaggal irt munkajat, valamint GIRSZANOV [1¥*]
dolgozatat, amely néhany olyan &ltalanos eredményt tartalmaz, amelyeknek a fent
idézett tény a kovetkezménye, tovabba PINSZKER [1*] monografidjat, amelyrsl a
kovetkez8kben még sz6 lesz).
. . . . dpP, .
PISZARENKO munkajaban még az alabbi szabalyt adja meg az f(w):b'}Tl like-
0
lihood hinyados el8allitasara két ilyen P; és P, mérték esetében:
T
-1 [ souo-vor
flwy=4e ° ,

ahol A valamilyen allanddé (amelyet meghatirozott mddon lehet kiszamitani),
u(t) és v(¢) pedig a vizsgalt sztochasztikus folyamat x(¢) realizicidjaval az
T T

f ro(t—s)u(s) ds = x(t), frl(t—s)v(s) ds = x(t)
0

0o

integralegyenletek utjan kapcsolatos fiiggvények (ro(f —s) és r (¢ —s) az x(¢) folya-
mat korrelaciés fiiggvényei a P,, illetve P, mértékre nézve). Abban a specialis eset-
ben, amikor

1 . 1
ro(t—s) = _a_e—a]r_s[ é r(t—s) = ?e-m:-sh

[tehét f"(’l):n(a—ziraz_) és f1(1)=,,(,1i21+ﬁ7)

a fentiekbd8l kdnnyen kovetkezik, hogy

pr-a B-=
_dPl -2 Ofxz(t)dt+ 1

[x2(0) + x%(T)]

Ezekhez kozelalld eredményeket lehet még talalni a GELFAND és JAGLOM [2%],
valamint PINSZKER [1*] munkaiban, amelyek informacidelmélettel foglalkoznak.
A dolog lényege, hogy a T intervallumon megadott x,(¢), x;(¢) sztochasztikus
folyamatok egyikében a masikra vonatkozé informécidmennyiség értéke

dP
I(x0(2), x,(2)) = My, log “m,o—;,l}*;lj,

ahol P, és P, az x,(2), illet6leg x,(t) folyamatoknak megfelelé mértékek, Py, az
xo(t) és x,(t) értékek egyiittes valdszinliségeloszlasat a figgvényparok terében
meghatarozé mérték, P X P, a fiiggetlen x,(z) és x,(f) esetének megfeleld mérték
ugyanebben a térben, és M, a varhat6 érték a Py, mértékre nézve (lésd GELFAND
és JAGLoM [2*]). Ennélfogva az I(x,(t), x,(t)) mennyiség kiszdmitasa szoros kap-
01
d(P,XP))
a feladattal, hogy Osszehasonlitsuk az x,(¢) és x,(¢) folyamatok adott egyiittes

csolatban all a likelihood-hanyados meghatirozasival, vagyis azzal



332 U. GRENANDER

valoszinilségeloszlasanak megfelel6 H, hipotézist azzal az alternativ H, hipoté-
zissel, hogy ugyanezek a folyamatok kolcsondsen fiiggetlenek; I(xo(z), x,(¢)) csu-
pan akkor lehet véges mennyiség, ha a két hipotézis Osszehasonlitasa a reguldris
esetnek felel meg. PINSZKER [1*] munkijaban bevezeti még az x,(¢) sztochasztikus
folyamatnak egy masik x,(t) folyamatra vonatkoztatott ,,entropiasiiriisége” fogal-

dP,
log ap,
varhato érték a P, mértékre nézve (a B vagy C szingularis esetben definicidé szerint
h(xo(2), X (£)) ==). A h(x4(z), x,(¢)) mennyiség kiszdmitisinak a feladata magi-
tol értet6dGen nagyon kozel all sztochasztikus folyamatokra vonatkozo két hipo-
tézis Osszehasonlitisinak a feladatdhoz. Példaul PInNSzKER eredményeibSl azon-
nal kovetkezik, hogy ha a P, és P, mértékek véges intervallumon. megadott normdlis
staciondrius folyamatoknak felelnek meg, amelyek dtlaga nulla és f, (1), f, (1) spektrdl-
stirliségeik koziil legaldbb az egyik -olyan raciondlis fiiggvénye A-nak, amelynek
nincsenek valés gyokei, akkor a Py és P, mértékekre vagy az A reguldris eset, vagy
a C szélséségesen szinguldris eset dll fenn, attol fz'iggé’en, hogy az aldbbi két integrdl

1o £1)
/ [foa) l)dl N R e g

mat, amelyet a h(xo(2), x,(1)) =M, Osszefiiggés hatiroz meg, ahol M, a

egyszerre konvergens-e vagy pedig nem. PINSZKER eredményei magukban foglalnak
még néhiny altalanosabb esetet is (példaul azt az esetet, amikor az x4(7) és x, ()
folyamatok varhaté értékei nullatdl kiilonboznek, vagy amikor a folyamatok tobb-
dimenzi6sak, vagyis ha xo(t)=(xo1(2), ..., Xom(?)) és hasonléan x,(¢)).

Térjiink most at arra az esetre, amikor P, és P, Markov-mértékek (vagyis a
nekik megfelel§ sztochasztikus folyamatok Markov-folyamatok).

A legegyszeriibb ismert eredmény itt a kovetkezG: ha xq(¢) és x,(t) diffuzis-
tipustt Markov-folyamatok, amelyekre x,(0)=x,(0) és amelyeket a Fokker— Planck
egyenletek irnak le, ahol a by és b, diffuziés egyiitthaték dllanddk és az ay(x, t),a,(x, t)
dtviteli egylitthaték kielégitenek valamilyen természetes regularitdsi feltételt, akkor
by #b, esetében a P, és P, mértékek a fiiggvénytér diszjunkt halmazain dsszponto-
sulnak, viszont a by=>b, esetben e mértékek abszolit folytonosak egymdsra nézve
és P, siiriisége Py-hoz viszomyitva

Fle) = dP1 _ e4b° {of [e2(x@), £)-az(x ), t)]dr—zof [a.(x(z),t)—ao(x(t),t)]dx(t)}

(lasd pl. PrRoOHOROV [1*], 2. fiiggelék, tovabba a Wiener-mérték szerinti integralok
transzformacidira fent megadott irodalmat). Tegyiik most fel, hogy a by(x,t) és
by (x, t) diffazids egyiitthatok x-t8l és #-t8l fiiggnek (és e két valtozonak eléggé sima
fiiggvényei), akkor bo(x, t) #b,(x, t) esetén a P, és P, mértékek szintén szingula-
risak egymasra nézve a konnyen bizonyithatd

i 2 [ [(n—to)(kﬂ)] [(tl nzo)k” / bx(t), ) de

n—o k= n

to
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1 valdsziniiséggel érvényes Osszefiiggés kovetkezményeképpen.? Ezeknek az ered-
ményeknek tovabbi lényeges altalanositisai taldlhatok SzkKOrROHOD [2*] és GIRr-
SZANOV [1*, 2*] Gjabb keletli munkaiban. E munkéak koziil az elsd az xq(t) és x,(¢)
Markov-folyamatok igen altalanos tipusara (amely mint nagyon specialis esetet
a diffiiziés folyamatokat is magiban foglalja) megadja a P, és P, mértékek abszolut
folytonossdganak tag elégséges feltételeit, és e feltételekkel kapcsolatban eldallitja
az egyik mértéknek a masikra vonatkoztatott siirliségét meghatirozd kifejezést.
A masodik munka hasonlé eredményeket tartalmaz a sztochasztikus folyamatok
egy masik érdekes osztalyanak az esetére, amely a Markov-féle diffuziés folyamatok
osztalyanak a természetes altalanositasa (ebben az osztalyban maguk az x(t) és
x,(¢) folyamatok nem kell hogy Markov-folyamatok legyenek, de olyan tipusu
sztochasztikus egyenletekkel kell megadva legyenek, mint ITO egyenlete a diffizids
Markov-folyamatokra). Végiill a harmadik munka a szingularitis és regularitas
feltételeit vizsgalja az olyan fliggvények terében megadott mértékek esetére, ame-
lyeknek értéktartomanya korlatos; ezek a mértékek kiilonféle hatarfeltételekkel
megadott korlatos tartomanyban értelmezett Markov-folyamatokhoz tartoznak.

Végil két fliggetlen .ndvekményli xq(z) és x,(z) folyamat esetére SZKOROHOD
[1*] munkéaja adja meg a P, mérték Py-ra vonatkozd abszolit folytonossiginak
dpP,
dP,
ezeket az eredményeket pl. lényegesen felhasznélja [2*] munkajaban).

altalanos feltételeit és a megfeleld f(w)= siirliség kifejezését (ugyanez a szerzg

v 5. fejezet

A midszaki alkalmazasok szempontjabol a becsléselmélet alapfeladatat a ko-
vetkez8képpen lehet megfogalmazni: Legyen x(¢) a vett jel, amely néhany, sza-
munkra ismeretlen paramétertSl fiigg és ezenkiviil tartalmaz néhany véletlen para-
métert, amelyeknek a valoszinliségeloszlasa ismeretes, tovabba eltorzitjak véletlen
zavarok (,,zajok™). A folyamat véges T intervallumon megfigyelt x(z) realizacidja
alapjan becslést kell adni az ismeretlen paraméterek értékeire. Az igy kitlizott fel-
adat rendkiviil fontos a radidlokacié céljaira; lasd pl. DAVENPORT és RooT [1%#]
konyvét és SLEPIAN [1*], YOULA [1¥], SWERLING [1*] és HANEN [1*] munkait,
amelyek kozvetlen gyakorlati fontossagi konkrét becslési példikat foglalnak ma-
gukban.

5.1. A minimalis Dyt szérasu torzitatian ?(w) becslés szerkesztésére lasd pl.
SWERLING [1*] munkajat és az ott idézett matematikai irodalmat. A Poisson-folyamat
paramétereinek a becslése tekintetében lasd még MORAN [1*]-et.

5.4, Az itt levezetett

Mm*x(@)=C, a=t=b

3 Az itt megadott Osszefiiggés helyett abbol is ki lehet indulni, hogy a

im Ix(t+h)—3_6(t)|

h-+0 Y2k log log h~-*

osszefiiggés 1 valosziniiséggel érvényes (Iisd MAaRUYAMA [2*]). Ehhez csupdn annyit kivanunk meg-

jegyezni, hogy mindkét idézett Osszefliggés csak annyit mond, hogy a szélsGségesen szinguldris

C eset feltétleniil bekovetkezik, ha bo(x, fo)= b1(x, to) valamilyen to€ T-re és x minden lehetséges

értékére (pl. ha bo(r) és b1 (¢) nem fiiggnek x-t6l és bo(fo)7= b1 (20)); ha azonban x-nek csupan egyes

értékei esetén igaz, hogy bo(x, to)#= b1 (x, t0), akkor csak annyit lehet kimondani, hogy a P1 mérték
nem lehet abszolit folytonos Po-ra nézve a fiiggvénytér valamilyen részében).

= [2b(x(), ]*



334 U. GRENANDER

feltételnek, amely egyértelmilien meghatirozza a minimalis szdrasu torzitatlan
linearis m* becslést, egyszeri geometriai értelmezése van. Tekintsitk az L,(Y; a, b)
Hilbert-teret; vilagos, hogy az m atlagnak minden lehetséges torzitatlan line-
aris p* becslése ebben a térben valamilyen M hipersikot t6lt be, amely nem
megy keresztiil az L,(Y; a, b) tér O kezdGpontjan. A p* becslés szorasa |jul|?2 —m?;
ezért a legkisebb szdrashi becslésnek az O ponthoz legkdzelebbi m* € M pont felel
meg. Ez a legkozelebbi pont az O-bol M-re bocsatott merdleges talppontja; tehét
m*-ot egyértelmiien meghatarozzak a kovetkezS feltételek: m* € M, és hogy min-
den m*— u* vektor merSleges m*-ra (ahol p* € M tetszGleges torzitatlan becslése
m-nek). Az dsszes torzitatlan becslések helyett elegend csupan a u=x(o), a=a=b
tipusl becsléseket tekinteni, és éppen ezen az \iton juthatunk a GRENANDER altal
levezetett feltételhez, egyszersmind megkapjuk, hogy ¢=Dm*.

A 137—138. oldalakon m* legjobb becslését adja meg arra az esetre, amikor
x(t) olyan stacionarius folyamat, amelynek a spektralsiiriisége egy | szamlaléju
racionalis tortfiiggvény; semmit sem kozdl azonban arrdl, hogyan taldlta meg ezt
a becslést. Az eredmény levezetésének egy lehetséges modja az m* mennyiség egy,
— GRENANDER kés8bbi [1*] munkdjiban megadott —, el8allitasanak a felhasz-
nalasa. E dolgozat szerint stacionarius x(¢) folyamat esetén a legkisebb szérasu
m* becslést az alabbi alakban lehet elGallitani:

A

1
* — 1y *
m —/}1_{11 24 x*(¢)dt,
-4

ahol t¢ T esetén x*(¢) az x(¢) értékeinek a t € T-re adott x(¢) értékek alapjan szer-
kesztett legjobb linearis torzitatlan elGrejelzése; €T esetén pedig természetesen
x*(t)=x(t). Ugyanebben a munkaban bizonyos regularitasi feltételekkel egy to-
vabbi, még alkalmasabb képletet vezet le:

me=y [x@)d,

ahol x(z) az x(¢) értékeinek legjobb linearis elGrejelzése az m =0 feltétellel, y pedig
egy allandé (amelyet az m* becslés torzitatlansiganak a feltétele egyértelmiien
meghataroz). Az 5. 4. szakaszban vizsgalt specialis x(¢) folyamat esetében az utobbi
képletbsl nagyon egyszeriien kaphatunk explicit kifejezést m*-ra (az X(¢) elSrejel-
zést itt ugyanis nagyon konnyen és igen egyszerii alakban lehet elSallitani; lasd
JagLom [1*]).

Egy masik médszer m* explicit képletének az elGallitasara e mennyiség alabbi
alaka formalis kifejezésén alapul:

b
me = [ fl0)x(@)dr.

Ebbdl f(t) szdmara az
b

[rs,0f@di = ¢
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integralegyenletet kapjuk (lasd az 5. 2. és 4. 6. szakaszokat), amelyet explicite meg
lehet oldani, ha az r(s,t) = r(t—s) korrelaciés fiiggvénynek racionalis Fourier-
transzformaltja van (lasd a 4. 6. szakaszhoz tartozd kiegészitésekben idézett iro-
dalmat). Az igy kapott megoldas altalaban tartalmazza a §(r—a) és o6(t—b)
S-fiiggvényeket és azok derivaltjait, a legjobb m* becslést tehat a folyamat megfigye-
Iési intervallumanak a hatarain vett értékeibdl és minden létez8 derivaljanak ugyan-
ott vett értékeibSdl képezett linearis kombinacidknak és az x(¢) ezen az intervallu-
mon valamilyen folytonos sulyfiiggvénnyel vett integraljanak az Gsszege allitja elG.
A 136—137. oldalon vizsgalt specialis esetben ez az eljaras az ott megadott képletre
vezet. : :

Végiill még egy mddszer m* legjobb becslésére stacionérius x(t) folyamat ese-
tén abban 4ll, hogy m*-ot

me = [®()dz ()

alakban allitjuk el§ és vizsgaljuk Z(1) viselkedését komplex A értékekre; ezzel a
modszerrel szintén egyszerii mdédon le lehet vezetni a 138. oldalon megadott kép-
letet, és altalanositani lehet tetszSleges racionalis spektrumu stacionarius folya-
matok esetére (lasd JAGLoMm [2*]). Ezzel kapcsolatban példaul kénnyii bizonyi-
tani, hogy tetszSleges ilyen folyamatok esetében

m*
lim
T oo T

= h(0),

ahol k() az x(¢) folyamat spektralsiir(isége; ebbGl kdzvetleniil folyik, hogy ebben
az esetben a szidmtani kozép szerinti becslés aszimptotikusan efficiens a linearis
becslések osztalyaban. _

A racionalis spektralsiiriiségii stacionarius y(z) sztochasztikus folyamat allandé
m atlaganak a becslésére vonatkoz6 legtobb eredményt minden nehézség nélkiil
altalanositani lehet az o, ..., a, paraméterek becslésére abban az esetben, amikor
az My(t)=m(t) varhatd érték

m(t) = 3 amy(1)
i=1

alakban firhatd, ahol m,(¢), ..., m,(¢z) ismert figgvények. Az m* becslés elballitasara
az el6z8kben megadott mindkét moddszert (az integrilegyenletek moddszerét és a
& (1) figgvény vizsgalatanak a mddszerét) alkalmazni lehet az o; paraméterek becs-
Iésére szolgald explicit képletek szerkesztésére is (v6. LANING és BATTIN [1%], 8. fej.;
BETHOUX [2*]). Egy hasonlé folyamat specialis esetét, az

»(t) = x(t) +m(t)

folyamatot — ahol r(s,t) = Mx(t)x(s) = e~lt=sl —, vizsgaltadk MANN és Mo-
RANDA [1*], és STRIBEL [1*]. Ezekben a munkakban az «,, ..., a, paraméterek mi-
nimalis szérasu torzitatlan of, ..., oF becslésein kiviil vizsgaltak még a ,,legkisebb
négyzetek moédszerével valé becslést” (amely nem fiigg az r(s, 1) korrelacios fiigg-
vény explicit alakjatol, és az m(t) = Za,m,(¢) alakil varhaté érték esetében ugyanaz
a szerepe, mint az m(t) =m =konst. esetben az m paraméter szamtani k6zép sze-

11 Iil. Osztdly Kozleménvei XV/3
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rinti becslésének), és kimutattdk, hogy az aszimptotikus efficiencia fogalmanak
ésszerli altalanositasa esetén a legkisebb négyzetek moédszerével igy kapott becs-
lések aszimptotikusan efficiensek a linedris becslések osztalyadban, feltéve, hogy
m(t) ismeretlen egyiitthatéji polinom vagy trigonometrikus polinom, de nem ren-
delkeznek az aszimptotikus efficiencia tulajdonsaggal a legtobb mas esetben.

5. 5. A sztochasztikus folyamatokra ebben a szakaszban kirétt feltételek nem
elényosek a gyakorlati alkalmazas céljaira, mert az f(4) fiiggvény viselkedésére
vonatkoznak, amelynek a kiszamitasa mindig nagyon nehéz feladat, kivéve a racio-
nalis spektralsiirliség esetét. KésGbb GRENANDER [1*] munkajaban kimutatta, hogy
diszkrét idSparaméteri x(¢) sztochasztikus folyamatok (sztochasztikus sorozatok)
esetén e feltételek helyett pl. azt a kovetelményt lehet tamasztani, hogy az x(¢)
folyamat regularis legyen, spektralsiiriisége h(4) = F’(4) pozitiv legyen és a spekt-
ralsiiriiségnek 1étezzék folytonos elsG két derivaltja. Folytonos idGparaméterd
x(t) folyamatokra vonatkozd, hasonld jellegli, de er8sebb eredmény talalhatd
CHIANG Tse-PEI [1*] munkajaban, aki ennek segitségével pl. kimutatta, hogy az
S. 5. szakasz f6 eredménye, az m mennyiség szdmtani kozép szerinti becslésének a
linearis becslések osztalyaban valé aszimptotikus efficienciajarol szol6 tétel érvényes
marad minden olyan regularis sztochasztikus folyamat esetében is, amelynek /(2)
spektralsiirlisége pozitiv és folytonos a =0 pontban. CHIANG TSE-PEI egyszersmind

egy altalinosabb erdményt is kapott, amely szerint m(¢) = 2 a,e** alaku varhato
v=1

ért€kek esetén (ahol 4., ..., 4, ismeretesek) az «,, v=1, ..., n paramétereknek a

legkisebb négyzetek maddszerével kapott becslése aszimptotikusan efficiens e para-

méterek torzitatlan linearis becsléseinek az osztalyaban minden olyan regularis

stacionarius x(¢) folyamat esetében, amelynek spektralsiirisége pozitiv és folyto-

nos a A=4,, v=1,...,n pontokban. -

A stacionarius sztochasztikus folyamatok egy masik osztalya, amelyre kimu-
tattdk a varhatd érték szamtani k6zép szerinti becslésének aszimptotikus efficien-
cidjat az Osszes linearis torzitatlan becslések osztilyaban, azokat az x(¢) folyamato-
kat foglalja magaban, amelyeknek r(¢) korrelacids fiiggvénye konvex (lasd HAJEK
[1*]*). Erre az esetre azt is kimutattik, hogy a minimalis szérasu torzitatlan m*
becslést minden 7=0 esetén eld lehet allitani az alabbi alakban:

T

= [ x()dF(),

0

T
ahol F(t) olyan nem-cs6kKend fiiggvény, amelyre f dF(t)=1.
(V]

5.6. Az y(t) = x(t) + m(t) alakli normalis folyamatok tag osztalyara — ahol

Mx(t)=0, és m(t)= > a,m,(t) —, STRIBEL [2*] munkdjaban kimutatta, hogy az
v=1

o, paraméterek o¥ maximum likelihood becslése efficiens; ugyanebben a munkaban

altalanos képleteket is ad (amelyek Aaltalaban a gyakorlati hasznalatra kevéssé

4 Ezzel kapcsolatban megjegyezziik, hogy az olyan folytonos konvex r(¢), 0=¢< fiiggvé-
nyek, amelyekre r(#)~0, ha ¢t~ =, mindig valamilyen reguldris stacionarius folyamat korrelacids
fiiggvényei.
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alkalmasak) ezeknek az of becsléscknek a kiszamitisira (v6. a 4. 4. szakaszhoz
tartozo kiegészitéseket). Az 5. 6. szakasz utolsd eredményének az Aaltalanositisa
néhiany nem-stacionarius normalis Markov-folyamatra megtalalhaté SEGUCHI és
IKEDA [1*] munk4jaban (v6. a 4.11. szakaszhoz tartozo kiegészitéseket).

SLEPIAN [1*] munkajaban az m(1) =V cos (wt + @) rezgés V amplitidodjara
ad maximum likelihood becslést, amelyet az y(r) = x(¢) +m(z) folyamat egy reali-
zacidjanak véges intervallumon megfigyelt értékei alapjan szerkeszt meg (ahol
x(t) normalis stacionarius ,,fehér” vagy ,,Markov-"zaj és Mx(¢)=0). Altalanosabb
eset az Mx(t)=am(t) a-paraméterének o* becslése, ahol m(r) ismert fiiggvény;
ezzel az esettel HAJEK [3*] munkaja foglalkozik, amelyr8l mar sz6 volt a 4. 5.—4. 6.
szakaszokhoz tartozd Kiegészitésben.

5.9. Ennek a szakasznak az eredményeibd8l a gyenge fiiggésii valdsziniiségi
valtozokra vonatkozé kozponti hatdreloszlastétel értelmében (lasd pl. VOLKON-
szkiy és Rozanov [1*]) az is kozvetleniil folyik, hogy a megadott feltételekkel a
maximum likelihood becslés aszimptotikusan normalis.

5.10. Az x(t) normalis, stacionarius folyamat metrikus tranzitivitisinak sziik-
séges és elegendd feltételeirdl szolo tételt mar MARUYAMA [1*] bebizonyitotta, vala-
mivel korabban, mint GRENANDER. Nem-normalis stacionarius x(¢) folyamatok
metrikus tranzitivitasira vonatkozd néhany elégséges feltétel talalhaté LEONOV
egy djabb [1*] megjegyzésében; ezeket a feltételeket a folyamat karakterisztikus
funkcionaljara, illetve a szemi-invaridnsaira vonatkozd korlatozasok alakjaban adja
meg.

5.14. Ergodikus staciondrius sztochasztikus x(¢) folyamat korrelacids fiigg-
vényének a becslése a folyamat egy realizacidja alapjan (vagy ami ugyanaz, a spekt-
ralfiiggvény, illetve spektralsiirfiség becslése) rendkiviil fontos gyakorlati probléma
és kiterjedt irodalma van. Lasd e tekintetben az alabbi monografidkat: BARTLETT
[1%*], 9. fej. és GRENANDER és ROSENBIATT [1*], 4. és 6. fej., amelyek f6leg a diszkrét
paraméterii folyamatokkal foglalkoznak. Lasd még BLACKMAN és TUKEY [1*] kis
terjedelml konyvét, amely a folytonos paraméterii x{¢) folyamatokat targyalja.
Ezekben a konyvekben tovabbi irodalmi utalasok talalhatdk.

6. fejezet

Ez a fejezet roviden targyal néhany, a sztochasztikus folyamatok elGrejelzésé-
nek (prognoézisanak, extrapolacidjanak) és sziirésének el6szor KoLMOGOROV [1*, 2%]
és WIENER [1*] altal kidolgozott elméletére vonatkozd kérdést, éspedig ennek az
elméletnek az alkalmazasat a —e < ¢ < T féltengelyen megadott stacionarius x(r)
folyamatokra. A KOLMOGOROV—WIENER elmélet f§ tételeinek szigori matematikai
targyalasat az alabbi munkakban lehet megtalalni: Doos [1*] monografidja, 12. fej.;
lasd még JaGLoM [1*] Gsszefoglald miivét, DAVENPORT és RooT [1*] kdnyve, 11. fej.;
LANING és BATTIN [1*] kdnyve, 7. fej.; SZOoLODOVNYIKOV [1*] konyvét. Ezekben
szamos példa és folydirat-cikkekre vald utalas talalhatd. A véges intervallumon
megadott stacionarius és azzal rokon sztochasztikus folyamatok extrapolacidjara
€s sziirésére vonatkozo feladattal foglalkoznak: ZADEH és RAGAZZINI [1*] és JAG-
LOM [2%, 3*]; lasd még LANING és BATTIN [1*], 8. fej. és SzorLopovnyikov ([1%],
8. fej. A tetszbleges sztochasztikus folyamatok elGrejelzésére és sziirésére vonatkozo
feladatoknak a 6. 2. szakaszban vazolt altalinos megkozelitését jelentSsen tovabb-
fejlesztették Davis [1*] és PuGAcsov [1*] munkai.

11*
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