A MEGBIZHATOSAG NOVELESENEK EGY OPTIMALIS
ELOSZTASAROL

frta: DOBO ANDOR $é; SZAJCZ SANDOR

Bevezetés

Tegyiik fel, hogy valamilyen berendezést bizonyos irdnyban fejleszteni kivanunk.
A fejlesztés iranydnak lényeges szempontja legyen az, hogy, az Gjonnan konstrudlt
rendszer megbizhatdsdga nagyobb legyen a kordbban tervezett rendszer megbizhato-
saganal. Tételezziik fel, hogy a fejleszteni kivdnt rendszer fiiggetlen soros rendszer,
melynek # részrendszere van, s ezek R,, R,, ..., R, megbizhatésdggal miikodnek!;
ekkor a rendszer ered§ megbizhatosdga:

R=R,-R,---R,.

A fejlesztés legyen a megbizhatosdg szempontjabol olyan irdnyd, mely szerint
€lére megadjuk a tervezend§ rendszer elérend6 megbizhatdsdgdt. Legyen R a konstru-
dlandé rendszer el8irt (megkovetelt) megbizhat6sdga, ahol R > R. Ahhoz, hogy
az R megbizhatdsigu rendszer elérje az R megblzhatosagu szintet, alrendszerei koziil
legaldbb egynek miikodési megbizhatosdgdt kell6 nagysdgh értékre kell ndvelni.

Egy-egy alrendszer megbizhatosdganak a noOvelése bizonyos munkardfordi-
tdst igényel, amelyet kiilonbdz8 mddon lehet az egyes alrendszerek kozott felosz-
tani. A munkardforditds mértéke szdmos tényezd fiiggvénye lehet. Igy példdul ez
a mérték fugghet a vizsgdlatok (kisérletek) szdmdtdl, a rendelkezésre dll6 munka-
eszko6zok szinvonaldtdl, a kutaték szdmétol és szellemi kapacitdsdtSl. fejlesztési
koltségtdl és egyéb itt fel nem sorolt szdmos mds tényezGtal.

Felmeriil mdr most az a kérdés, hogy az R értékének az R értékre valdé ndve-
lése sordn mi a teend@nk, ha ezt minimdlis munkardforditdssal szeretnénk elérni.
Tulajdonképpen itt egy minimalis munkardforditdst igényl6 mddszer keresésérdl
van szé.

E kérdéskérnek matematikai megfogalmazdsa gyakorlati szempontbdl a Ne-
hézvegyipari Kutatdé Intézet Automatizdldsi Osztdlydn merilt fel.

A megbizhatSsdgelmélet irodaimdnak tanulmanyozdsa soran vettiik észre, hogy
ugyanezen problémaval foglalkozik Davib K. LLLoyp és Myron Lipow [I] alatt
idézett konyvének 267—270. oldala. A szerz8k szerint az dltaluk ko6zoslt eljdrds
A. AUBERTtS! szdrmazik. (A. ALBERT, ,,A Measure of the Effort Required to Inc-
rease Reliability,” Technical Report No. 43, November 5, 1958, Applied Ma-
thematics and Statistics Laboratory, Stanford University, Contract No. N 6 onr-
25140 (NR 342—022).)

1 Definici6 szerint ha & az i-edik alrendszer meghibdsodasinak az id6pontja, akkor R.=
= R(t) - 1—Fir), ahol Fi(t)=P(&<r). Vizsgilataink sordan r értékét rogzitettnek tekintjiik.
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[I]-ben a probiéma matematikai modclljének feitételei, tovdbbd az ez alapjdn
kapott eredmény (bizonyitds nélkiil) k6zdlve van, ezért lehet8ség adddott A. ALBERT
¢s az dltalunk kapott eredmények Osszehasonlitdsdra.

Az Osszevetés sordn azt taldltuk, hogy az dltalunk kapott eredmény megegye-
zik A. ALBERT eredményével annak ellenére, hogy a kiinduld feltételek kozétt el-
térések mutatkoztak.

A kérdéskor gyakorlati szempontbdl jelentds, ezért Ggy véljik nem érdek-
telen vizsgdlataink kozzéaddsa.

Természetesen a problémdnak teljesen dtfogd és egzakt megolddsdt minden
igényt kielégitGen nem lehet megadni, mdr csak azért sem, mert ha térténetesen
ismernénk is a fejlesztés sordan kozrejatszo tényezdket, akkor sem lennénk képesek
elfogadhatéan ezek hatdsainak filiggvényét megadni. Ennek ellenére a kérdéskér
viszonylag =léggé dltaldnos feltételezések mellett térténé vizsgdlata is mdr némi
eredményt biztosit, s az a gyakocrlat szdmdra els§ kozelitésként hasznos lehet.

A probléma matematikai modellje

Vizsgdljunk egy tetszés szerinti alrendszert, melynek miikodési valosziniisége
legyen x(0=x<1). Jelolje M(x, y) annak a munkardforditasnak a mértékét, melyet
akkor végziink, amikor az alrendszer megbizhatosiganak értékét x-r6l y-ra noveljlik
(x<y; 0=y<1). A tovdbbiakban az M(x,y) fiiggvényt munkardforditdas-fiigg-
rénynek vagy roviden rdforditds-fiiggvénynek nerezziik.

M (x, y)-ra az aldbbi kikétéseket tessziik:

1° 0<M(x,y)<e (Osx=<y<l)

2° M(x, )+ My, z2)=M(x, z),
ha 0=x=y=z=1. (Ez mds szoval azt jelenti, hogy amegbizhatésdgnak x értékrdl
z értékre vald novelésekor sziikséges munkaraforditds megegyezik azoknak a munka-
raforditdsoknak az Osszegével, amelyekkel a megbizhatésdgot elGszor x értékrdl y

értékre, majd y értékr6l z-re noveljilk.) Kénnyen beldthatéak az M(x, y) fliggvény
aldbbi tulajdonsdgai; (x <y <z):

1. M(x,y)<M(x, z)

2. M(x,z)>M(, z)

3. M(x, x)=0

4. M(x,y)=M(0, y)— M0, x)

Bevezetve az M(0, x) = H(x)-jeldlést a 4. alatti tulajdonsag egyszeriibben igy irhato:

4. Mx,y)=H(y)— H(x).
Nyilvdnvald, hogy e tulajdonsag meg is fordithato, azaz ha M(x, y) a 4. alakban
dllithato el8, akkor arra teljesiil az 1° és 2° feltétel.
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A munkardforditds-fiiggvény kovetkezé tulajdonsdgdt — melyet egy (jabb
feltétel megaddsa mellett vizsgdlunk — madr bizonyitani fogjuk.

1. SEGEDTETEL: Ha

3 Mx,x+e)<M(y, y+¢)

minden x <y és tetszés szerinti ¢ >0 esetén, akkor a H(x) fiiggvény konvex.
Bizonyitds: Minthogy
H(x+e)—H(x)<H(y+e)— H(y),

igy tetszlleges x; <x, esetén, ha x=x,,y= %1 ‘2|“Xz , €= xZ;x‘ , akkor
X +X X +x
oy ).

ahonnan
[-xl+x2 H(x1)+1-1(x2)
HIX 8 IOPNC it TR b S 74
Q.e.d.

A tovabbiakban sziikséglink lesz a konvex fliggvények egy jol ismert tulajdon-
sdgdra, melyet a teljesség kedvéért — az eddig kozoltek figyelembevétele mellett —
bizonyitani fogunk.

2. SEGEDTETEL: Ha az M (x, y) fiiggvény eleget tesz az 1° — 3° feltételeknek, akkor-
az M(0, x)= H(x) fiiggvény a 0=x <1 intervallumban folytonos.

Bizonyitds: El8szor kimutatjuk azt, hogy

(1) lim M(x,x+h) =0

h—+0

tetszGleges x€[0, 1) esetén.
Tegyiik fel az dllitdssal ellentétben, hogy létezik olyan ¢=0, amelyhez tetszg--
leges & =0 esetén van olyan =0 és x€[0, 1), m¢]yre
M(x,x+h=¢
annak ellenére, hogy 0<#h <4. Tekintsik a d,= % sorozatot; akkor feltevéslink.
értelmében tetsz8leges d,~hez taldlhatd olyan h, <4,, melyre

M(x,x+h,)=e.

Vilasszuk ng értékét olyan nagynak, hogy az

1
x+— <l
ny
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egyenlStlenség mar teljesiiljon. Legyen k tetszlleges pozitiv egész szdm és n=kn,,
akkor a 2°, valamint 1. és a konvexitds kovetkeztében

(2) M(x,x+i)=M(x,x+LJ+M{x+l,x+£]+...+ :
, ng n n n
k—1 i 1 ,
+Mx+—— . x+—|=kM|x, x4+ —|=kM(x, x+ h,) = ke.
n no . n

Mivel k tetszés szerinti nagy érték lehet és £=0, ezért M(x, x+ n_) <oo folytdn k
0

megvalaszthatd ugy, hogy

1

k£>M[x, X+J.
Ny

Ez viszont ellentmond a (2) alatti egyenlStlenségnek.
Az [°, valamint a konvexitds kovetkeztében

O<M(x—h,x)<M(x, x+1N),
gy az el6bb kapott eredmény felhaszndlasaval kapjuk, hogy

(3) lim M(x—h,x)=0
h—+0

tetszdleges x € (0, 1) esetén.

Az (1) és (3)-bol, valamint a 4. alatti tulajdonsdgbol dllitdsunk mar kovetkezik.

Mint ismeretes, ha az f(u) fliiggvény a [0, 1] intervallumban eleget tesz a Lipschitz-
feltételnek, azaz létezik olyan ¢=>0 szdm, hogy minden u" és uw”€[0, 1] esetén
| fW)—fW") <clu’ —u”|, vagy ha f(u) a [0, 1)-ban monoton, akkor az f(u) fliggvény
teljes valtozdsa

i(4) Vi (0,1) = sup{filf(uk),—f(uk_l)l} O=ug<u;<..<u,=1)

k
eleget tesz az 1° és 2° feltételnek. Nevezetesen
(5) Vix, )+ Viy, 2)=Vx, 2) O=x<y<z=1)

Ennélfogva az f(u) fiiggvény teljes valtozdsa munkardforditds-fiiggvénynek tekinthetd.
Tovabbi példa munkardforditds-fliggvényre az

lnf(y, ab, ... uw

=x=y=1
f(x,a, b, ... u) ha O=x=y

(6) M(x, y) = a, b, ..., u bizonyos paraméterek

0 ha x=y

Osszefliggés alapjan értelmezett filiggvény, ahol f(x, a, b, ..., u) értelmezése olyan,
hogy a vele valé szdmolds nem mond ellent M(x, y) tulajdonsdgainak. Ha pl.:
f(x,a,b, ..., u)y=(ax+b)¥, ahol a, b, u=0, akkor, mint arrél kdnnyen meggy6z6d-
hetiink, az ez alapjdn szdmolt M(x, y) fliggvény valdban rdforditds-fiiggvény.



A MEGBIZHATOSAG NOVELESENEK EGY OPTIMALIS ELOSZTASAROL - 431
’ .

Megemelitjiik, hogy a DANIEL BERNOULLI felfogdsdt igazold WEBER és FECHNER-
féle pszihofizikai térvény levezetésénél alkalmazott bizonyos analdg feltételezésekkel
is nyerhetiink munkaraforditds-fliiggvényt. (Vo.: [2] 240—241. o0.) Eszerint, ha egy
alrendszer miikodési megbizhatdsdga x és p a valdszinlisége annak, hogy Ax-szel
novelni tudjuk a megbizhatosdgat, akkor a munkaraforditds mértéke ardnyos a
Ax-szel és a p valdsziniiséggel, tovdabbd forditott ardnyban &ll 1 —x-szel. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha a megbizhatdsdg p valdsziniiséggel x-r8l y-ra emelkedik, akkor
a munkaréforditds mértéke:

¥
dx I—x|
(7 \ M(x,y)_pfl_x~ln[]_y].

Ha y—1, akkor M(x, y)—=.

~

A probléma megoldasa

Jeloljilkk M(x;, y)=H(y;)— H,(x;)-vel az i-edik alrendszer raforditds-fligg-
vényét (i=1, 2, ... n). Feltételezve, hogy a fejleszteni kivdnt rendszer fiiggetlen soros
rendszer, ezért ered§ megbizhatdsdga:

X=X Xy +o0 X,.

Legyen y=>x a konstrudlando rendszer elGirt megbizhatosdaga. A kozolt elGz-
mények utdn a minimdlis munkardforditdst igényl mddszert a kovetkezG matema-
tikai meggondoldssal nyerhetjiik :

Keressiik a

(8) _an Mi(x;, y))

- 0sszefiiggés minimumdr az

9 Y1Va - Yn=Y

feltétel mellett.?

A feladat megolddsa esetenként a LLAGRANGE-féle multiplikdtoros eljdrdssal is
torténhet. Az aldbbiak sordn viszonylag eléggé dltaldnos feltételek mellett, a gya-
korlat szempontjdbol elsé kozelitésként jol felhaszndlhatd tételt bizonyitunk.

Tétel: Ha M (x;, x;+¢&)=M(x;, x;+¢;) minden i=1, 2, ..., n-re, tovdbba ha az
M(x;, x;+¢,) fiiggvénvre teljesiil az 1°—3° feltétel, akkor a ~

M:

(10) M(xiaxi+81)

i=1

2 Ha az Mi(x:, y:) fiiggvény bizonyos paraméterekkel adott fiiggvény (paraméter pl.: a fej-
lesztési ido ¢, fejlesztési koltség k stb.), akkor elképzelhetd, hogy a paraméterekre tett bizonyvos
megszoritasok mellett (pl. r=7T, k=K) is kell keresniink a széban levdé minimumot.

2
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fiiggrénynek a [0, 1 —9) intervallumban — ahol 6 esetektdl fiiggben megrdlasztharo
kis pozitiv érték® — az ¢; =0, tovabbd

n
(11) [l (xi+e)=y
i=1
feltételek mellett rogzitett x; = x; , értékek esetén minimuma az

j

(I2) ’ Si: ‘/___))__._x'

I Xj+ 1 "ee x"
i=1,2,..jé58;,=...=¢,=0 értékek mellett van, ahol a j index a
(13) Vi <YEVi,
egyenlbtienség dltal van definidlva, s itt

i
(14) Vier = ["f—*—*—J v
X
és s
(15) V=X Xy s X Vee =14

Bizonyitds: A bizonyitdst tobb 1épésen keresztiil végezziik. Nyilvdanvald, hogy a
(16) 2 M x4
fiiggvénynek rogzitett x; értékek esetén ott van feltételes minimuma, ahol a
a7) 3 Hxr e
fiiggvénynek feltételes minimuma van®,

1. Allitds: Ha a (17) alatti fiiggvény az x;+e;=x;+2; (i=1,2, ... n) helyen
veszi fel a feltételes minimumdt és x;,, =0, akkor

.\‘H]-{—O(Hléxi-l—ai (i=1,2,...n—l).

n

3 A & megvalasztasanal sziikséges feltétel a max (xa, }/J_«')<1—5 egyenlotlenség teljesiilése..

1 E tétel eredménye — mint jeleztiik — megegyezik A. ALBERT-nek az 1°,2°, 1., 2. tovdbba
{H (x

¢ ) fiiggvénynek a O0<x=<1 intervallumon valé hatarozott ndvekedésének feltételezése

az x

mellett kapott eredményével. Mint lattuk, 1. és 2. az 1° és 2° feltétel kovetkezménye, a H(x) differen--

cialhatosagat és x monotonitasanak feltételezését pedig esetiinkben az ennél kézenfekvobb
2° feltétel helyettesiti.
5 Mivel a 2. segédtétel szerint a H(x) folytonos a [0, 1) intervallumon, ezért tetszbleges kicsiny

n n
pozitiv d esetén H(x)a [0, 1 —d] zart intervallumon is folytonos, igy a ZH(xi L)+ A (]7 (xi + &)— Y)
i=1 i=1
fiiggvénynek ezen intervallumon van minimuma.
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Tegyiik fel az dllitds ellenkezGjét, vagyis hogy valamely rogzitett k& index esetén
(I=k=n—-1) o, ,=>0, de

‘ O+ X <Oy g +Xggq-

Vezessiik be a

Be=Xis1+ 01— X — o

jelolést. Az indirekt feltevés folytdan f, =0. Legyen
(18) wk:min(ak“,&J.

2
Mivel 0 <oy, és 0 <~ ﬁ" , igy O =w,, tovibbd w, =y, €zért az x;, + o4 ér-

téket w,-val csc‘ikkenthetjuk“. Ez esetben
H(xpp 1+ ) = H(Xpq g+ 01 — @)

értékkel csokken a k+ l-edik alrendszernél a munkaraforditds értéke. Ha uf‘;yan-
akkor a k-adik alrendszer megbizhatdsdgdt ;-val noveljilk gy, hogy J, értékét az

(g o) oo G+ +8) (Kt + %1 — @) - (X, + )=y
egyenletb8l hatdrozzuk meg, akkor kapjuk, hogy

Xp+1 T 0+ — Wy

a9 Oy =

Oy
Az o, értelmezésébdl kovetkezik, hogy

i O < B =Xy F st — X — 0%,
mnen
X+ 0 < Xpey g T 0y y — Wy B

Ez alapjdn pedig mdr nyilvdnvald, hogy
O <y,

igy a H(x) fuggvény szigorii monotonitdsa, valamint konvexitdsa miatt fenndllnak
az aldbbi egyenlGtlenségek:

20) H(x, + o+ 6,) — H(x + o) < Hx + oy + @) — Hx + o) =
S=HXpq g+ %) = HXpp (+%p 1 — ).

Ez az egyenlGtlenség egyben azt jelenti, hogy ha az ¢; = «; értékek mellett van a (17)
alatti fliggvénynek feltételes minimuma, akkor az x, + o <X 4, + o, egyenlétlen-
ség nem teljesiilhet, mert ha teljesiilne, akkor a (20) szerint az Gsszmunkaréforditds
csokkenthetd volna.

Kovetkezmeény: o, =«;. Ugyanis a;,; >0 esetén o, =x;—X;;, +0;=a;,
ha pedig o;,, =0, akkor a tétel feltétele folytdn «;,, =a; teljesiilése nyilvdnvald.

8 Ez azt jelenti, hogy az xi+1 értéket o +1— wx-val ndveltiik.
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1. Allitas: Ha a (17) alatti fiiggvénynek az x;+e;=x;+; helyen van a felté-
teles minimuma (i=1, 2, ... n), akkor

Xt =X H %,
tovabbad o, | =0 esetén
X+ =Xip g+
Tegyiik fel, hogy valamely rogzitett k index esetén (1=k=n—1)
Xp 0 > Xpeg g Oyt -
Vezessiik be a
V=X T 0~ Xppg — gty

jelolést. Az indirekt feltevés folytdn y,>0. Az x,=x,,(, valamint oy, =a,
(k=1,2, ... n—1) egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy

ykéaks

ezért az x, + o, értéket %-Vel csokkenthetjilk, ugyanakkor az x,,, + o, értéket

@1 Ly = Xir 1+ %t Ve _ Yk
Ve 202
Yt o=y

értékkel novelhetjiik ugy, hogy az ered6 megbizhatosdg értéke valtozatlan marad,
mig az Gsszraforditds értéke csdkken. Ezen utdbbi allitds beldtdsa ugyantgy toértén-
het, mint ahogyan azt kordbban madr tettiik. Mivel ellentmonddsra jutottunk, ezért
fennall az

X O =X T g

egyenlftlenség. Ezt az eredményt Osszevetve az 1. dllitds eredményével kapjuk, hogy
%;+1 >0 esetén

X+ =X+

Rdtérve a tétel bizonyitdsara, jeloljik j+ l-gyel az o, =a, = ... =«, sorozat

null tagjai koziil a legkisebb indexiit, vagyis azt, melyre o; >0; de a;, , =0. (Ha o, >0,
akkor j=n.) Ezen jel5lés mellett az 1. és 1. dllitdsok eredménye, valamint az I. dlli-
tds kovetkezménye alapjdn fenndlldé O=o;,; =a; ,= ... Za,=0 egyenlStlenség
folytdn

(et ayxjpg oo X, =0,
azaz

J

7‘)" o s s
% = - — X (i=1,2,...j).
‘/Xj+1...xn ])

J

Xj<‘l/"*’l' .
Xj+l...x"

Tekintettel az x; 4 a;=x;,,; egyenlStlenségre kapjuk, hogy

Mivel «; =0, igy

J -

x]'+1...xn
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azaz azt, hogy
XXjer o X<y =X X 02 o X
A tételben szereplS v; jelolések mellett ezen egyenlStlenség a
V,<YEViy
alakban irhato, igy a tételt teljes egészében bizonyitottuk.
Megjegyzések: 1. Ha x} =y, akkor a tételt 1ényegesen egyszerlibb meggon-

doldsokkal is bizonyithatjuk. Tudniillik mivel a H(x) fiiggvény a 0=x=1 interval-
lumban konvex, igy a JENSEN-féle egyenlGtienség folytdan

X{+E& 4+ X+ &,

(22) nH
n

= H(x +¢&)+ ... + H(x,+¢&,)

Figyelembe véve, hogy H(x) monoton ndvekedd fiiggvény, ezért az egyenldtlenség
baloldaldnak ott van feltételes minimuma, ahol az

X1+&+...+x,1+¢,

(23) ‘
n

Osszefiiggésnek feltételes minimuma van. A LAGRANGE-féle multiplikdtoros moédszer
alkalmazdsdval, vagy akdr a mértani és szamtani kézépre vonatkozd egyenlGtlen-
ség felhaszndldsdval kapjuk, hogy (23)-nak a (11) feltétel mellett szélsG értéke az

24) ;= Vy —X;

vdlasztds mellett van. Minthogy &; 4+ x; = Vy = konstans, ezért ez egyben azt is jelenti,
hogy a (22) alatti egyenlGtlenség baloldalan allo fiiggvénynek ugyanott van feltételes
sz€ls6 értéke, ahol a jobboldalon &lié fiiggvénynek. Tudniillik ebben az esetben az
egyenlotlenseg egyenl@ségbe megy 4t, azaz a jobboldalon dll6 fiiggvény értéke is

nH (Vy) Mivel a baloldal nH(Vy) nal kisebb értéket nem vehet fel, igy a jobboldal
sem lehet ennél kisebb, ugyanis az egyenl6tlenség minden szébajohetd értékre fenn4ll.

I1. A (7) alatti raforditds-fliggvény eleget tesz e tétel feltételeinek, igy a vele
valé szamolds csak akkor igényel kiilon vizsgdlatot, ha p értéke alrendszerenként

valtozik.

11l. A probléma nldtemdtlkdl szempontbdl egyszeriibbé valik, ha redunddns
elemek beiktatdsdvai kivanjuk a megbizhatdsdgot novelni. (Ez esetben a rendszer
elGallitasi koltségének feltételes minimumadt célszerli meghatdrozni.)

IV. Kéziratunk lektordldsa sordn KovAcs LAszLG hivta fel a  figyelmiinket
arra, hogy a

—lIn(x;+¢&) =8

Jelolés bevezetésével a vizsgdlt probléma dltaldnosan gy is megfogalmazhato, hogy
keresendé bizonyos f; fiiggvényekre vonatkozdan

(25) min [£1(8,) +/2(82) + ... +/(3,)]
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az aldbbi feltétel mellett:
(26) \91+92++9n = W. (ﬁié_lnxi)

Ezen 4tfogalmazds segitségével pedig mar megoldds nyerhetd WiLLiAM K ARUSH
— a konvex programozds korébe vagd —- [3] dolgozatdban ko6z6lt modszerének
alkalmazdsdval.

Megjegyzend§ azonban, hogy a KarusH dltal kozolt algoritmus alkalmazdsa
feltételezi az f; fliggvények ismeretét. Természetesen a (25), (26) feladat az f;=f
(i=1, 2, ...,n) esetben megoldhaté a jelen dolgozatban koézolt modszerrel s,
s ekkor, mint lattuk, nem feltétleniil sziikséges ismerni az f fiiggvény konkrét
alakjat.
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