KORLATOZOTT HOZZARENDELESI
PROBLEMA ES MEZOGAZDASAGI ALKALMAZASA

irta: KOVACS LASZLO BELA*
¢és NAGYKALNAI ENDRE**

A hozzdrendelési probléma megolddsa — melyen a jelen dolgozat alapszik —
H. W. KuHN amerikai matematikus nevéhez fliz6dik, aki ezt az eredményt a [7]
dolgozatdban tette kbzzé. Felhasznalta EGERVARY JENG [2] és KONIG DENES [5] dol-
gozatdnak eredményeit, ezért mddszerét ,,magyar moédszer”’-nek nevezte. KésGbb
a modszert EGERVARY JENG tovdbb fejlesztette [3] dolgozatdban és igy alkalmassd
valt szdllitdsi feladatok megoldasdra is.

Jelen dolgozat témdja egy olyan hozzdrendelési probléma megolddsa, amelyben
nem minden permutdciés Osszeg vdlaszthaté, hanem csak azok koziil kell meg-
taldlni a minimalisat, amelyek bizonyos korldtozé feltételeknek eleget tesznek.
A feladat egy mezGgazdasdgi probléma vizsgdlata sordn meriilt fel, amelynek rovid
leirdsa az 1. pontban taldlhat6. A matematikai megfogalmazdst tartalmazza a 2. pont.
Igy egy 0—1 egészérték(i programozdsi feladathoz jutunk, amely elvben megoldhatd
a GOMORY-féle algoritmussal (ldsd pl. [4]-et), azonban az egészértékili vidltozok
nagy szdma miatt — n X n-es mdtrix esetén n> — ez az 1t gyakorlatilag jdrhatatlan.

A feladatot dtfogalmaztuk egy olyan hozzdrendelési problémdra, amelyben a per-
mutdcids Osszegek koziil csak azok jonnek szdmitdsba, amelyeknek megfeleld
permutdcids Osszeg egy mdsik mdtrixban egy adott korldt alatt marad.

Az igy kapott feladat egy kielégité megolddsdt kapjuk meg az 5. pontban leirt
madtrix-keverési eljardssal. A kovetkezd pontban a megoldds pontossdgdnak becslése,
valamint az eljdrds végességének bizonyitdsa taldlhato.

Végiil a dolgozat utolsé hdrom pontja a konkrét felhaszndlds elGkészitését,
valamint egy megoldott feladat mez8gazdasdgi elemzését tartalmazza.

1. Egy mezdgazdasdgi probléma

A mezdgazdasdgi lizemek tobbsége meghatdrozott termelési feladatokat 1dt el,
igy egy-egy termelési ciklusban a termelend$ novények fajtdi és vetésteriilete rog-
zZitett.

Az lizemek vezetdi tobbnyire tisztdban vannak az egyes ndovényeknek a kiilon-
b6z6 tdbldkon (ez természetesen kiilonb6zé foldmindséget, szdllitdsi tdvolsdgot,
réaforditds igényt stb. jelent) vald termeléséhez sziikséges erdforrasokkal, valamint
az ezuton elérhetd termelési értékkel és jovedelemmel.

* MTA Matematikai Kutaté Intézet.
** FM Agrdrgazdasdgi Kutatd Intézet.
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4 KOVACS L. B. ES NAGYKALNAI E.

Egyes tabldkon a ndvények tobbsége egyardnt kivdlé eredménnye! termelhetd,
mig mdsokon ugyanezek a novények rendkivill sildny eredményt adnak. Ez a tény
a mezbgazdasdgi tudomany jelenlegi modszerei szerint gyakorlatilag lehetetlenné
teszi a ndvénytermelés olyan teriileti elhelyezését, amely szamol a kiilonféle termelési
kapacitasok (kézi munkaerd, gépimunka, fogatmunka, miitrdgya, szervestragya
stb.) korldtaival és a jovedelemoptimumot megkdzeliti.

A gyakorlat dltal felvetett esetek tobbségében elégséges egyetlen termelési
kapacitdssal mint korldtozé tényezével szamolni, mivel a legritkdbb eset, hogy két
eréforrds is adott id&szakban tényleges korldtozdst jelentsen. Szamitdsainkban mi
a kézi munkaerdt tekintettiik korldtozé tényezdnek.

A probléma egyszer(ibb megfogalmazdsa érdekében a novénytermelés tdbldit
azonos méretiicknek (pl. 1 kataszteri holdasaknak) tételezhetjiik fel, mivel az egy-
séges méretet megfelelGen kicsire valasztva minden, konkrét lizemben el&forduld
tdblanagysdg tObbszorozéssel elddllithatd. A konkrét szamitdsok elvégzésénél
ezt a felosztdst mar nem sziikséges elvégezniink (l. 7. pont).

2. A feladat megfogalmazisa egészértékii programozasként

Szdmozzuk megaz egyes ndvényeket (i=1,2,...,n),ill. ,tdbldkat” (j =1, 2, ..., n).
Lehetséges, hogy némelyik ndvény tobb szdmot is kap. (Ezeket nagyobb teriileten
vetjiik, mint a szdmitdsi egységiil vdlasztott tdblaméret.) A fold egyenld teriiletli
részekre van felosztva. A kovetkezd jeloléseket haszndljuk:

a,; az i-edik novénynek a j-edik tdbldn vald termesztésébdl szdrmazd tiszta
jovedelem.
b;; az i-edik ndvénynek a j-edik tdbldn vald termesztéséhez sziikséges munka-

erd. (Ezt esetleg csak munkacsicsban végzett munkdra szdmoljuk.)
k a szdmitdsi id6szakban rendelkezésre dll6 munkaerd a b;;-kel azonos
mértékegységben.
véltozo: értéke 1, ha az i-edik novényt a j-edik tdbldn termesztjiik és O,
ha masutt.

X

Az egyenleteket annak alapjdn irhatjuk fel, hogy mindegyik novényt egy
és csak egy tablan termeljiik:

@.1) Sxy=1 (=12 ..,

@.3) 3 S byx; = k.
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KORLATOZOTT HOZZARENDELESI PROBLEMA 5

Es végiil a cél: a fenti feltételek mellett keresendd

(2.4) max > 2 a;Xi,
j=1i=1
ahol ’
2.5) x;=0 vagy 1 (G,j=12,...,n).

A (2. 1)—(2. 5) feladat egy tiszta egészértékii O—1 linedris programozdsi fel-
adat. Ennek hagyomdnyos modszerekkel t6rténé megolddsa azonban (pl. GOMORY-
féle algoritmus) a vdltozok nagy szdamadra vald tekintettel mdr n =10 esetén remény-
telen. Ezért a dolgozat tovdbbi részében megadunk egy, a hozzdrendelési probléma
megoldé algoritmusat felhaszndlé modszert, amely feladatunknak egy kozelitd
megolddsat szolgdltatja. A megolddsnak az optimumtdl valé maximdlis eltérését is
kozoljiik.

El8szor rovid A4ttekintést adunk a hozzdarendelési probléma megolddsardl.
Errél bovebb ismertetés taldlhaté a [2], [3], [7], [I}[V] miivekben.

3. A hozzarendelési probléma és megoldisa

A (2. 3) feltétel elhagydsdval nyert (2. 1), (2. 2), (2. 4), (2. 5) feladatot hozzaren-
delési problémdnak nevezziik €s az attekinthet6ség kedvéért egy dtfogalmazdsat is
megadjuk. Adott egy

ayy Gy ... Ay,
3.H A=[%1 %2 - G2
dny Gz on Qpg

matrix. Ezen métrix egy permutdcids 6sszegének az

3.2) Ayp, +ayp,+ oo+ Ay, .

Osszeget nevezziik, aholap,, p,, ..., p, szdmok az 1, 2, ..., n szdmoknak egy tetszdle-
ges permutdciojdt jelentik. Mds szoval egy permutdcios 9sszeget gy kapunk, hogy
kivélasztunk az 4 madtrixbdl » elemet ugy, hogy minden sorbdl és minden oszlop-
bol pontosan egyet vdlasztunk, és ezeket Osszeadjuk. Jeldljik a (py, p,, ..., Pn)
vektort p-vel, és az 1, 2, ..., n Osszes permutdcidinak halmazdt P,-nel. Azt a tényt,
hogy p az 1,2, ...,n elemek egy permutdcidja, ugy fejezhetjiik ki, hogy p€P,.
Jelolje tovdabbd az 4 mdtrix egy permutdcids Osszegét

3.3 Ap)=a,,, +ay,+... +a,,,.
A hozzdrendelési probléma az, hogy keresendS egy adott mdtrix minimadlis
permutdcids Osszege. (Ha a maximalis permutdcids Osszeget keressiik, akkor ele-

gendé a — A métrix minimdlis permutdcidos Osszegét megtaldlni.)

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)



6 KOVACS L. B. ES NAGYKALNAI E.

1. MEGIEGYZES. Konnyen beldthatd, hogy ha az 4 mdtrix barmelyik sordnak
vagy oszlopdnak minden eleméhez ugyanazt a (pozitiv vagy negativ) szdmot adjuk,
akkor a permutdcids Osszegek nagysdg szerinti sorrendje nem valtozik, igy a mini-
mdlis permutdcios osszegnek megfeleld elemek Osszege az ij matrixban tovabbra is
minimdlis marad, mivel minden permutdcios Osszeg ugyanannyival ndtt vagy
csokkent.

2. MEGIJEGYZES. - Ugyancsak kénny{i beldtni, hogy egy matrixot egy tetszbleges
pozitiv szammal beszorozva a permutdcids Osszegek nagysdg szerinti sorrendje
véltozatlan marad.

A hozzdrendelési probléma megolddsdra szolgdlo ,,magyar médszer™ révid leirdsa

A fenti elsé megjegyzés alapjan feltehetjiik, hogy az 4 mdtrix elemei nem-
negativak. Ellenkezb esetben egy elég nagy szdmot hozzdadva minden elemhez,
ilyen mdtrixot kapunk. A tovdbbiakban minden 1épésnél {igyeini fogunk arra, hogy
az A madtrix ezen tulajdonsdga megmaradjon. El&szor is a mdtrix minden sordbdl,
majd az igy kapott mdtrix minden oszlopdbdl levonjuk az ottani legkisebb elemet.
fgy minden sorban és minden oszlopban szerepel legaldbb egy zérus. Ha ki tudunk
vdlasztani n darab fliggetlen nulldt (azaz n darab olyan nulldt, amelyb6l bdrmely
kett nincs egy oszlopban és nincs egy sorban), akkor ezek Gsszege minimadlis per-
mutdcids Osszeg lesz, mert a mdtrix elemei nemnegativok. A fenti 1. MEGIEGYZES
értelmében ezzel az eredeti mdtrixban is megkaptuk a minimalis permutdcids 6sszeget.

Ha zérus permutdcids 8sszeg még nincsen, akkor a KONIG—EGERVARY tétel
(I.: [2}, [5) segitségével folytathatjuk az eljdrdst. Ez a tétel azt mondja ki, hogy
barmely mdtrixban az Osszes zérusokat lefedd vonalak minimalis szdma megegyezik
a fiiggetlen nulldk maximadlis szdmdval. (Vonalon sort vagy oszlopot értiink.)

fgy, ha még csak r <n fiiggetlen nulla van a matrixban, akkor r vonallal (sorral
és oszloppal) lefedhetjiik azokat. Kivdlasztjuk a le nem fedett elemek koziil a leg-
kisebbet. (Ez természetesen nagyobb, mint zérus, hiszen az Osszes zérust lefedtiik.)
Ezutdn a mdtrix minden elemébdl levonjuk ezt a szdmot, majd, hogy a negativ ele-
meket eltiintessiik, minden lefedé vonal mentén 'minden elemhez hozzdadjuk ezt
a szamot. gy végeredményben a le nem fedett elemekbdl kivontuk, a kétszer lefedet-
tekhez egyszer hozzdadtuk a fenti szdmot, az egyszer lefedetteket pedig vdltozat-
lanul hagytuk. Ismét megnézziik, hogy van-e mdr » fiiggetlen zérus. Ha van, meg-
kaptuk a megolddst, mert a 2. MEGJEGYZES értelmében ,,megengedett” véltoztatdso-
kat végeztiink. Ha nincs, megismételjiik az utolsé 1épést. Beldthatd, hogy amennyi-
ben az A mdtrix elemei tetszOleges raciondlis szdmok, akkor a lefedési algoritmus
véges sokszor vald alkalmazdsdval megkapjuk a minimdlis permutdcidés Osszeget,
azaz véges sok lépés utdn egy olyan mdtrixhoz jutunk, melyben madr taldlhaté n
szam fiiggetlen zérus. A feladat optimdlis megolddsdt kapjuk, ha a fiiggetlen zérok-
nak megfeleld vdltozékat l-nek, a tobbit 0-nak vilasztjuk,

1 A maximdlis szamu figgetlen zérus, ill. a minimdlis szdma lefed6vonal megtalaldsara egy
egyszerii, elektronikus szamitogépre is alkalmazhatd algoritmust ad a [III] dolgozat.
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KORLATOZOTT HOZZARENDELESI PROBLEMA ¢

PELDA.

Keressiik meg a kovetkez6 madtrixban a minimadlis permutdcios Osszeget szol-
gdltatd elemeket:

6,12 S ook sy ST U 4

7. 14 10 14} =7 o7 3 7

1279 M A g 8 s 2

8 10 2. ) —27E 808

-5

S +1 - +1 e
—-1f1} 2 ¢ 4 —~1(0 [1] ¢ 3 0 0] o 2
—-1H—2—3—H+1 -—1/0 2 7 [0] 1 .4 :6
— 1830l +1° —1 +1 [9 0 9 [0]
~1[6 3 5 =11§ 2 4 5 140} 3

gy a megoldds: x,,=x,; =X3, =X,3=1, a tobbi zérus. A megolddshoz tartozé
célfiiggvény érték (a minimalizdlandé fiiggvény értéke az optimumndl):

alz +a22 +a34+a43 == 12+7+4+2 = 25

3. MEGIEGYZES. Az elmondottakbdl az is kideriil, hogy az utolsé mdtrixbdl
valamennyi optimdlis megolddst megkaphatjuk, ha minden lehetséges mdédon ki-
vélasztunk » szému fiiggetlen zérust. (A példdban nincs alternativ optimum.)

4. A korlatozott hozzirendelési probléma és kozelito
megoldisa

A (2. 1)—(2. 5) feladatot atfogalmazhatjuk a kovetkezSképpen:
Adott két mdtrix
dislrcodians B sichel
A=1: B=|: :
dii Ay LA N

Keresendé az 4 mdtrixban egy maximalis permutdcios Osszeg azok koziil a permu-
tdcidk koziil, amelyeknél a megfelelé elemek Osszege a B mdtrixban egy adott k
korldt alatt marad, azaz keresendd

4.1 max (@ip, £ g o F ),

ahol a py, p,, ..., p, az 1, 2, ..., n szdmoknak egy olyan permutdcidja, amelyre
4.2 PP o PR R R

A feladatot dtfogalmazzuk minimalizdldsi feladatra a

4. 3) C=(c;))=(—a;j+r)

MTA III. Osztdaly Kozleményei 18 (1968)



8 KOVACS L. B. ES NAGYKALNAI E.

mdtrix bevezetésével, ahol r; olyan pozitiv szdmot jelent, melyre —a;;+r;=0
minden j-re. Hasonléan a b;;=0 egyenlétlenségeket is feltehetjiik, ellenkezd eset-
ben ugyanis a B mdtrix elemeihez hozzdadhatunk egy elég nagy M pozitiv szdmot.
(Ekkor természetesen a k korldtot is meg kell novelni nM-mel, hiszen minden per-
mutdcios Osszeg ennyivel novekszik.)

(3. 3) szerint C(p), ill. B(p) (p€ P,) jeloli a C, ill. a B mdtrix egy-egy — ugyan-
azon permutdacidkbdl dll6, azaz egymdsnak megfeleld — permutdcids Osszegét.
Ekkor a feladat igy fogalmazhaté:

Keresend6 a
4.4) min C(p).

B(p)=k
PEPR

5. A matrixok keverése és egy kizelito megoldas megaddsa

A tovdbbiakban vizsgdlni fogjuk a
5.1 C+ 1B (0=A=o, 4 raciondlis)

alakd madtrixokat, ahol a A= esetben az (5. 1) kifejezés a B madtrixot jelenti.
A 2. MEGIEGYZES értelmében ugyanis a C-+ 4,B (4, — ) mdtrix minimalis Osszegii
permutdcidja megegyezik a T C + B minimdlis 0sszegli permutdcidjaval. Ez utobbi
azonban A, — oo esetén tart a B mdtrixhoz.

A (4. D)—(4. 2), ill. az dtfogalmazott (4. 4) feladat egy kozelité megolddsdhoz
jutunk az aldbbi eljdrds segitségével. Az (5. 1) mdtrix minimdlis permutdcids dsszegét
keressitk meg kiilonb6z6 A-k esetén. Jeloljik (C;, B;)-vel a A; esetén kapott mini-
madlis permutdcios Osszeget, azaz:

(5.2a) Ci+4B; = min C(p)+ 4, B(p).
pElfn

A J; sorozatot a kovetkezéképpen definidljuk:
Az (5. 2a) egyenlség annak kifejezésére szolgdl, hogy a jobboldali kifejezés
a minimumdt p=p'-re ériel és a

(5.2b) C)=C; B@p) =5
rovid jelolést alkalmazzuk.

A, =0. Azaz megkeressik a C madtrix minimdlis permutdcids Osszegét, ill.
Osszegeit, megoldva a hozzdrendelési problémdt a C madtrixszal. Amennyiben tobb
alternativ optimdlis megoldds van, akkor ezek koziil meghatdrozzuk azt, amelyhez
tartozé permutdcios Osszeg a B mdtrixban minimdlis a kévetkezd mdédon:

A 3. pontban taldlhaté 3. MEGIEGYZES szerint a megoldds sordn kapott utolsé
mdtrix tartalmazza az Gsszes optimdlis megolddst, minden lehetséges médon ki-
vélasztva n szdmu fiiggetlen zérust (és csak ezek az optimdlis megolddsok). Irjuk be
tehdt az emlitett végsS mdtrixba a zérusok helyére a B madtrix megfeleld elemeit
(az ugyanazon poziciéban lev6ket), minden mds helyre pedig o-t. (Gépi szdmitds
esetén egy elegendBen nagy szdmot, pl. a B maétrix elemei Osszegének kétszeresét.)
Az igy kapott mdtrixra ismét oldjuk meg a hozzdrendelési problémadt és az eredményiil
kapott permutdcidhoz tartozd osszegeket jeloljik (C,, B;)-gyel. Ha B, =k, meg-
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KORLATOZOTT HOZZARENDELESI PROBLEMA 9

kaptuk a (4. 1)—(4. 2) feladat optimdlis megolddsdt, ha B, =k, akkor A, =-eo,
azaz megkeressiik a B mdtrix minimdlis permutdcids 6sszegét. Ha B, =k, akkor
a feladatnak egydltaldn nincs megolddsa. Ha B, =k, akkor csak azok a permutdcids
Osszegek elégitik ki a feladat korldtozdsat (a (4. 2) feltételt), amelyekhez tartozd
B mitrixbeli permutdcids 6sszeg minimadlis, azaz k. Ezek koziil kell kivdlasztanunk
(ha egydltaldn tobb ilyen van) azt, amelyre nézve a C mdtrixbeli permutdcids dsszeg
a legkisebb. Ezt a A, =0 esetben leirtakhoz hasonloan végezziikk. A megoldds sordn
kapott legutolsé mdtrixban a zérusok helyébe az 4 matrix megfelelé elemeit, min-
den mds helyre egy elegendfen nagy szamot (mint fent) tesziink. Az igy kapott
matrixszal megoldjuk a hozzdrendelési feladatot, melynek eredménye a (4. 1)—(4. 2)
feladat optimdlis megolddsdt adja, a megfelelé permutdcids Osszegeket (C,, B,)-vel
jeloljitk. B, <k esetén hasonlé mddon hatdrozzuk meg a minimélis C, permutdcios
Osszeget (B-re nézve alternativ optimumok létezése esetén) azok koziil, melyek a B
matrixra nézve minimdlis permutdcidonak felelnek meg. Az igy kapott permutdcids
Osszeg-pdrt ebben az esetben is (C,, B,)-vel jeloljiik.
Vezessitk be a kovetkezd jeloléseket:

(5.3) (€3, B) = (Cy, By)

(CEI’ B%I) = (CZ, BZ)'
Legyen tovdbbd

Cl,—-CL, .
(5.4) Ai:m (l =3, 4,‘..),
és :
(C,, B), ha B, >k
I B — i i
(5 5) (Cl ’ Bl) {(Cil—ls BiI— 1): ha Bi <k

(C'I-I-u B 1), ha B;> k
n gy — i
(% B {(ci, B),  ha Bi<k

ahol (C;, B))-t az (5. 2) kifejezés szolgdltatja a A; ismeretében. Ha B;=k, akkor
a 2. Tétel b) pontja értelmében (C;, B;) az optimdlis megolddst szolgdltatja. Mivel
A3 kiszdmithatd (5. 3) segitségével, (5. 4) és (5. 5) rekurziven definidl egy A(C!, B}),
(CI, BIY) sorozatot. Ezt a sorozatot addig szamitjuk, amig a

(5.6) Cl+ 411 B = CHl4 A4 BIY = Ciyy + Aiv 1 Biss

egyenlGség nem teljesiil. (Az elsé egyenlGség természetesen 4, definicidja miatt
mindig fenndll.) Ekkor a (CF, BHY) permutdcids Osszegparokat, ill. a megfelel per-
mutdciét az optimalis megoldds kozelitésének fogadjuk el. A gyakorlati szamijtdsok
sordn tapasztaltuk, hogy ez az optimdlishoz igen kozel van, azonban a kiovetkezd
pontban egy szdmszer(i becslést is adunk arra, hogy a legrosszabb esetben mennyi
lehet az optimumté! vald eltérés. A kovetkezd pontban ezen kivill az algoritmus
végességével is foglalkozunk.

1. MEGIEGYZES. Amennyiben ismeriink egy A{ és A3-t Ggy, hogy a hozzd-
tartozdé (Ci, B}) és (Cj, B3) permutdciés Osszegpdrokra Bj >k és B;-<k, akkor
az algoritmust kezdhetjiik a (C%, BY)=(C1, B}), valamint a (CY, BI)=(C;, B})
mennyiségekkel. Ekkor az alternativ optimumok problémadja sem meriil fel!
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10 KOVACS L. B. ES NAGYKALNAI E.

2. MEGIEGYZES. Amennyiben a megoldds pontossdga nem kielégité (a tdrgyalt
gyakorlati problémdban 2—3%-os hiba elhanyagolhatéo a becslések pontatlan-
sdga miatt), akkor a feladat megoldhaté valamilyen kombinatorikus tipusi mod-
szerrel is (lasd pl. E. Baras [VI] és KovAcs L. B. [VII] munkdjdt). A moddszer
elektronikus szdmitdgép igénye (kapacitds, id6) elég nagy. Jelen dolgozatban sze-
replé6 moddszer haszndlatdval nyert eredmény hasznosithaté a kombinatorikus
algoritmus gyorsitdsdra.

6. A kozelité megoldas pontossaganak becslése és az eljards végessége
Az optimdlis megolddst jelsljiik (C*, B*)-gal. Ezt a
6.1) v C* = min C(p)

B(p)=k

pEPn
egyeniSség definidlja. Az aldbbiakban megbecsiiljiik a (CY, BM) megoldds hibdjdt,
amelyre (5. 6) teljesiil, és amelyet az optimalis megoldds kozelitéseként fogadunk el.

1. TETEL
a) A (CH, BYY megolddis hibdja
(6.2) CH—C* = Ay (k— B,

b) Amennyiben az eljdrds sordn bdrmely Aqre (a A, kivételével) B;=k adddik,
akkor a hozzdtartozé C; a pontos optimum értékét szolgdltatja.

Bizonyitds: Az (5. 6) egyeniGség annak figyelembevételével, hogy a minimalis
permutdcids Osszeg a C+4;, B mitrixban C;,; +4;.,B;+, a kovetkezGképpen
irhaté: '

(6.3) Cl+ Ay (Bl = Cl+ 2,41 B = Ciy 1 + A1 1 Byt = CX+ Ay BY

Innen azonnal kovetkezik B* =k miatt, hogy
6.4 ClM—C* = Ay (k— B

igy a tétel a) részét beldttuk.

Hasonléan beldthatjuk, hogyha valamely 4; - esetén B;=k, akkor az igy
addédoé permutdcios Osszeg a korldtozott hozzdrendelési probléma optimdlis meg-
olddsdt szolgdltatja. Legyen ugyanis (C,, B,) egy tetszOleges §sszetartozé permu-
tdcids-6sszeg pdr, melyre B, =k. Ekkor, minthogy

l’}gi},n {C)+4B(p)} = C;+ 4B,
fenndll a kovetkez6 egyenlStlenség:
(6. 5) Ci+iik=Ci+liBi§CO+liBO'

Innen azonban a By=k feltevésbdl kovetkezik, hogy C,=C;, amivel a tétel b)
részét is beldttuk. Az eljards végességét igazoljuk az aldbbiakban:
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2. TETEL. Az 5. pontban leirt eljdrds véges sok lépés utdn vagy az (5. 6) eset
eldforduldsdhoz, vagy a B;=k egyenloség teljesiiléséhez vezet.

Bizonyitds: Beldtjuk, hogy amennyiben a B;=k eset nem fordul eld, akkor
véges sok 1épés utdn az (5. 6) egyenldséget kielégité permutdcios Osszeghez jutunk.
Ehhez elegend8 beldtni, hogy a fenti esetben, ha (C;.;, B;+,)-gyel még nem ért
véget az eljards, azaz

(6.6) Cl+ A Bl = CHA-Jyy (B > Cii ( + Ais By

akkor a tovabbiakban a (C;, B) (j=1, 2, ...,i, de (C;, B)) #(C}, BY), (CH, BlY)
permutdcids Osszeg pdrok egyike sem fog fellépni ismét. Ez ugyanis azt jelenti,
hogy az (5. 6) egyenlGség teljesiilése eldtt nem fordulhat el a permutdcids Gsszeg
parok egyikének ismétlédése sem, és mivel ezek szdma véges, tovdbbd a (6. 6) egyen-
18tlenség miatt a (C!, Bf) és (CH, B parok koziil az egyik is bekeriil a nem ismét-
16d6k kozé az eljdrds végessége is igazolva van. Most bebizonyitjuk az dtfogalma-
zott dllitdst. Jeldljik Al-gyel, illetve All-vel azokat a A-kat, amelyekkel a (C}, Bl),
illetve (CM, BY) permutdciés Osszeg pdrokat kaptuk, ekkor természetesen

C}+ 2Bl < ClL+ A1 BR
6.7) Cl+ Bl > CH+ APBIL

Osszevetve a (6. 6) és a (6. 7) kifejezéseket, mivel Bl=>k > B, konnyen kiszdmit-
hatd, hogy

(6.8) M<dpyy < AL
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy
6.9 A=MN=...=l=s..="=. =M=

ahol az egyenl8séget azért kell megengedni, mert az egymds utdn kévetkezd (Cl, BY),
illetve (CH, BY) parok koziil bizonyosak megegyeznek. Vizsgdljunk most egy tet-
sz8leges (C;, B;) permutdciot (j=1,2, ..., i, (C;, B) #(C}, B)), (CI', BlY). Tegyiik
fel, hogy B;=>k, azaz (C;, B;) =(C}, Bj), ahol (f<i). Ekkor az A}<1], valamint a

(6.10) Cl+ 4Bl < C}+ A1 B}
6.11) Cl+ Bl = C}+ A} B}
egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy
6.12) B! < B}.
Legyen 4, egy tetszdleges késGbbi A (r =i+ 1). Ekkor A, =A! miatt
(6.13) (4, — AN Bf = (4, — M) B~
Ha a (6. 10) és (6. 13) egyenlStlenségeket Osszeadjuk, a
(6.14) C!+4,Bl < C}+A.B}

egyenlStlenség adddik, ami mutatja, hogy (C}, Bf) nem lehet semmilyen 4,-re
(r =i+ 1) minimdlis permutdcids osszeg. A B;<k eset vizsgdlata teljesen hasonloan
torténik, amivel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

MTA III. Osztdly Kézleményei 18 (1968)
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MEGIEGYZES. Természetesen nem kell az Osszes permutdciot megvizsgalni
a most leirt eljdrdssal. Mdr a 2. TETEL bizonyitdsdban is csak olyan (C;, B;) permu-
tdcids Osszegekhez tartozo permutdcidk szerepeltek, amelyekhez nincs olyan p€ P,
permutdcid, melyre

(C(p), B(p))=(C;, B;)) ¢ C(p=C;, B(p)=B,.

Az ilyen tulajdonsagi permutdcioknak is csak kis hdnyadat vizsgdljuk, mert min-
den 1épésnél a még szdmbajohetd permutdcidknak mintegy felét elhagyjuk.

7. Korlatozott szallitisi probléma

Ismeretes, hogy a 3. pontban leirt megoldds a szaillitdsi problémadra is alkaimaz-
hatd. Ennek 1ényege, hogy minden telephelyet annyi példanyban irunk fel, amennyi
az odaszéllitandé vagy onnan elszdllitandé mennyiség. Igy egy igen nagyméretii
hozzarendelési problémat kapunk. Ezt a felbontdst azonban csak elvben végezziik el.
Beldthatd ugyanis, hogy a filiggetlen nulldk lefedésekor amennyiben valamelyik
telephelynek megfelel$ sort (vagy oszlopot) lefedjiik, akkor le kell fedni a tobbit is.
fgy tehdt nem kell a fenti felbontdst elvégezni, hanem csak a lefedd vonalat annyi-
szorosan szamolni, amennyi az illet6 telephelyre, vagy onnan elszdllitandé mennyi-
ség. (Ldsd [3].)

A most elmondottak lehet6vé teszik, hogy kiilonbozd vetésteriiletek is szerepel-
jenek az 1. és 2. pontban leirt modellekben és azt ne kelljen azonos egységekre
bontani.

8. Blokk-diagram és az algoritmus leirdsa

A feladat a kovetkezd: Adott két nemnegativ raciondlis elemekbdl dllé nXn
madtrix:C és B. Keresendé a

(8. 1) min C(p),

B(p)=k
pEPn

ahol P, az 1, 2, ..., n szdamok permutdcidinak halmaza és
C(p) =C1Pl +62p2 + e +C,,pn.

Algoritmus a feladat megolddsdra.*

la) Hatdrozzuk meg a C mdtrixban a minimdlis permutdcios Osszeget a
,,magyar modszer”-rel, ezt jeloljik C;-gyel.

b) Hatdrozzuk meg az la) pontban nyert alternativ optimumok koziil azt,
amelyre a megfeleld permutdcids 6sszeg minimalis a B mdtrixban. Az la)
pontban kapott végsd madtrixban a zérdk helyére az azonos poziciéban
levé B matrixbeli elemet tegyiik, a tobbire pedig egy nagy szamot. (Pl. a
B mdtrix elemei 6sszegének kétszeresét.) Az igy nyert permutdcids Osszeget
jeloljiik B;-gyel.

* Az algoritmus a blokk-diagramon is kovethetd. Természetesen az algoritrnusban a ,,ma-
gyar-modszer” helyett tetszleges mds modon is megoldhatjuk a hozzirendelési feladatot.
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KORLATOZOTT HOZZARENDELESI PROBLEMA 13

Ha B, =k, akkor (C,, B,) optimdlis permutdciés-Osszeg pér, €s az la)—b)-
ben kapott p! permutdcid, melyre .

(8.2 (Cy, B))=(C("), B®"))
az optimdlis permutdcio, azaz a feladat optimdlis megolddsa:

(8.3) x

1 =X

1p} 1=...=xnp'1‘=1, Xi_,':O (J;éptl)

2p2
Ha B, =k, folytatjuk az algoritmust.

Hatdrozzuk meg a B mdtrixban a minimdlis permutdcidos Osszeget a
,,magyar modszer”-rel (B,). i
Ha B,=k a (8. 1) feladatnak nincs megolddsa. Ellenkezd esetben:
Hatdrozzuk meg a 2a) pontban nyert alternativ minimumok koziil azt,
amelyre a megfeleld C permutdcids Osszeg is minimadlis. (Mint 1b) pontban.)
Ha B, =k, akkor (C,, B,) optimdlis permutédciés-Osszeg padr, a megfeleld
optimadlis megolddst (8. 2)—(8. 3) mintdjira nyerhetjik. Ha B, <k:
Legyen i=3

(CZI’ B.’%) = (Cl’ Bl)

(Cél, B?) = (C25 BZ)
Legyen

2 = ctt -Cl,

" BL,—-BY,
Szdmitsuk ki a C+ 4;B mdtrix egy minimdlis permutdcids dsszegét, amely
példdul a p' permutdcidhoz tartozik:

min {C(p)+4B®)} = C(0)+4B(@)-
Ekkor legyen
C; = C(p)) és B; = B(p).
Ha B;=k, akkor (C;, B;) optimdlis permutdcids Osszeg par. A megfeleld
megolddst nyerhetjiik, mint (8. 2)—(8. 3)-ban. Egyébként:

Ha CM,+ ABR,=C;+,B;, akkor (CL,, BI',) a feladatunk kozelitd
permutdcids 8sszeg parja, a megfelel6 megoldds nyerhetd, mint (8. 2)—
(8. 3)-ban. Ha C* a feltételezett optimdlis megolddshoz tartozé permutd-
cios Osszeg, akkor a jelen megoldds maximalis hibdja:

CH—C* = A(k— BM.
Ha a fenti egyenldség nem teljesiil, folytatjuk az algoritmust:
Ha B; <k a 6a) pontban, ha B; >k a 6b) pontban folytatjuk az algoritmust.

Legyen
(Cil, BiI) = (CiI—l s Bi[—l)

(CiH) BlI[) = (Ci9 Bi)'
Folytatds a 7. pontban.
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14 KOVACS L. B. ES NAGYKALNAI E.

b)] Legyen
‘ (CL B) = (C;, B)

: (CH Bn) = (Cz 1 Billl)'

' Folytatds a 7. pontban.

7. Tegylink i helyébe (i+ 1)-et, és folytassuk az algoritmust a 4. pontban
Mlnt mdr korabban bizonyitottuk, az algoritmus véges sok lépés utdn véget ér:
vagy nincs megoldds, vagy egy optimalis megolddshoz jutottunk, vagy egy kozelitd
megolddshoz, ismert hibabecsléssel.

A (8. 1) feladat megolddsdinak blokk-diagramja

(START)
v
la) Ci:= gglPI:C(p)
v
lb) =
B,: C(E)mé. B(p)
p€Pn
_—
1c) (B =k?)—"" STOP
l igen (C,, B,) optimélis
2a) B,: = ;’Q}PB(I’)
_
. 2b) (B.=k2)—" STOP
igen Nincs megoldds
2c C e mi
) C,: pnin C(p)
PEP,
A
) (B.<k?)—""— STOP
igen (B,, C,) optimadlis
3) i:=3
(C%’ B2I) = (C15 BI)
(C3, BY): = (C,, By)
@
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®
¥
i PR e T
N Fhmisn t S i e
1
¥

min {C(p) + 4 B(p)} = C(p)+2B()
Sa) C: = Cp)y.: B;: = B(y)

5b) (Bi=k?)—=— STOP

(C;, B;) optimalis

¥
l nem
SC)( Cilll +liBilll — C‘+}.,B,? ) L

|

v

STOP
(CH,, BX ) kozelitSleg
optimadlis, hibdja:
CH, —Cx= A(k— BN

5d) (Bi<k?’

igen

l

(CLBY): = (CL,BL)) l ;
(CE, BI): = (C;, B) !

nem

6a

R

(CL, BY): = (C;, B)
(CP, BEY: = (CE., BE)
v

6b)

|
|
i

9. A konkrét alkalmazas elokészitése

A 2—7. pontban tdrgyalt matrixalgebrai rendszer j6 kozelitését nyujtja az 1. pont-
ban felvetett mez6gazdasdgi probléma megolddsdnak. Az aldbbiakban szeretnénk
néhdny mezdégazdasdgi érdekességre rdvildgitani egy hypotetikus iizem szdnto-
foldi novénytermelése elhelyezési problémdjanak megolddsa sordn. Alapfeltétele-
zéstink a szdnt6foldi ndvénytermesztés iizemen beliili 6nelszdmold helyzete.

Mdr a fentiekben részletesen tdrgyalt mddszer elsé 1épéseként olyan mélységet
kell feltdrni az iizem megismerése sordn, amely egymagdban is sok érdekes és hasznos
tandcsot szolgdltat az lizem vezet6i szdmdra. Torténetesen a gazdasdg tdblabeosz-
tdsdn és az egyes tdbldk termesztési adottsdgain [10] kiviil feltétleniil sziikségessé
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valik a kiilonféle novényeknek a kiilonféle tabldkon vald termesztésével elérhetd
hozam, rdforditds és jovedelem ismerete. Uzemeink gyakorlatdban ezek az adatok
csak hézagosan lelhetSk fel, hiszen képtelenség, hogy egyetlen tabldrol ugyanazon
feltételek mellett minden termesztésbe vont ndvényre vonatkozolag rendelkezésre
alljanak a hozam-rédforditds adatok. Az irodalom tanulmanyozdsa alapjan a hozam-
becslésnek a gyakorlat igényeit 1ényegében kielégitd modszerei ismeretesek [10], [11],
[12], [9], ugyanakkor azonban a termeléshez sziikséges raforditdsok becslése még
kordntsem eléggé differencidlt, bdr mdr itt is vannak eredményes probdlkozasok
[9], [13]. Mindezek arra késztettek benniinket, hogy részletesebben csak a rdfor-
ditdsok becslésével foglaikozzunk.

ElsG 1épésként az adott tdbla termesztési adottsdgai alapjdn meghatdrozzuk
a vizsgdlt novényeknél a konvenciondlistdl eltérd agrotechnikai miiveleteket, €s
azok gép, fogat és kézimunka igényét, amelyeket el6forduldsi valdszinliségiikkel
korrigdlva az dtlagosan sziikséges tételekhez [13] hozzdadunk. Ezekutdn a talajok
kotottségének [10] megfeleléen a kotottségtdl fiiggden tobb vagy kevesebb rafor-
ditdst igénylé tételeket helyesbitjiik, egyuttal elvégezve a kisebb vagy nagyobb szilli-
tdsi tdvolsag kovetkeztében mddosulod raforditdsok dtszdmitdsat is.

A természetes egységekben elvégzett szamitdsok utdn a normdlhold, kézi-
munkanap és lofogatnap igényt a gazdasdgban kialakult 6nkdoltségekkel szorozva,
majd a szorzatok Osszegéhez az egyéb, talajtdl fiiggetlen rdforditdsok (ndvény-
védbszer, vetdmag, miitrdgya, szervestrdgya stb.) [8] értékét hozzdadva megkapjuk
a rédforditdsok sordn felmeriilé koltségeket, illetve azok kozvetlen részét. A kozve-
tett koltségeket az lizemben kialakult részardnyban torténd beszdmitds utjdn
kaphatjuk meg. ’

Az eddigiekben elvégzett szdmitdsokat minden elhelyezést igényld novényre,
minden tdbla viszonylatdban elkészitjilk. Leghelyesebb, ha szdmitdsaink sordn,
mind az dttekinthetGség, mindpedig a késGbbi szdmitdsok gyors elvégzése érdekében
ezeket a kalkuldcidkat madtrixszerlien (tdbldzatosan) végezziik. Az eredményiil
kapott, 1 kataszteri holdra vonatkozé szamitdsi anyagot mint a rdforditdsok kiin-
dulé tdbldzatdt a kovetkezd években is felhaszndlhatjuk, hiszen ezeknek a tételek-
nek megviltoztatdsa csak a termelés és raforditds szinvonaldnak Iényeges modosi-
tdsa esetén sziikséges.

A tdbldnként és novényenként elérheté hozam még azonos raforditdsok esetén
is a nem raforditds jellegli tényezdk (pl: elévetemény) hatdsdra évenként eltéréen
alakulhat. Ezért a szdmitds tovdbbi részét, amely a hozamok kalkuldcidjdt és az
elérhetd jovedelem tdabldnkénti és novényenkénti kiszdmitdsdt célozza, évente Ujra
kell végezniink.

Miutdn az elhelyezéshez sziikséges Osszes kiindulé adat rendelkezésre &ll, a
tényleges tdblaméretek legnagyobb kozds osztdjanak nagysdgrendjére transzfor-
maljuk azokat, és ilyen nagysdgi egységekbdl allé csoportokat alakitunk ki az egyes
termelend8 névényekb6l is. (Mint a 7. pontban ldttuk, ezt az egyszerii egységesitési
miiveletet elkeriilhetjiik, ha vidllaljuk a valamivel bonyolultabb szdmitdsi eljdrds
végrehajtdsdt). A novények Osszteriiletének természetszeriileg meg kell egyeznie
a tdbldk oOsszteriiletével. Amennyiben a névények kozott vadlaszthatunk (egyeseket
esetleg nem sziikséges termeszteni), akkor un. fiktiv tdbldkkal egészitjiik ki a felada-
tot, amelyeken a rdforditds és a jovedelem egyardnt zérus. Ekkor a kotelezben el6-
irt novényeknek a fiktiv tdbldn vald termesztését kizdrjuk igen nagy rdaforditdsok
beirdsdval.
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KORLATOZOTT HOZZARENDELESI PROBLEMA 17

A vetésteriilet és szerkezet kialakitdsahoz mds matematikai (pl.: linedris progra-
mozds stb.) mddszereket alkalmazhatunk, vagy egyéb spekulativ Uton juthatunk
(szerzGdhetbség, hitelfeltétel, hagyomdny stb.).

Adott termelési szerkezet mellett konkrét esetben mindig adottak a termelés
korldtjat szolgdltatd legfontosabb tényez4k is. Szamuk tobbnyire alacsony, s6t
dltalaban elegend$ egyetlen tényez4 korldtozd szerepét figyelembe venni. Ennek
a tényezdnek természetes egységben késziilt mdtrixat a koltségekhez és hozamok-
hoz hasonldan szintén transzformaljuk a konkrét tdblaméret legnagyobb kézos osz-
téjanak megfelelGen.

10. A példaanyag megfogalmazisa és megoldasa

Az amugy is nagy terjedelem csOkkentése érdekében csak a hypotetikus iizem-
ben tényleges korldtot jelentd kézi munkaerdnek és a termelési célfiiggvényt nyujtéd
brutté jovedelemnek 70 kh-as legnagyobb kodzos osztdra redukdlt mdtrixdt kozol-
jik. (Lasd 1. és 2. tablazatok.) Ezek a madtrixok magukban foglaljdk mindazokat
az egyszerisitéseket, amelyek a modszer megértését nem zavarjdk, de ugyanakkor
nem terjednek ki azokra a tényezdkre, amelyek a mddszer sokoldala alkalmazhato-
sagdt reprezentdljak.

Feladat: A szantofoldon egyardnt 70 kh-as tabldkon termeljiik az Gszibuzdt,
rozsot, silokukoricdt, lucerndt, 8szi keveréket, burgonyit és cukorrépat, valamint
140 kh-on kukoricat. Helyezziik el a fenti teriiletii novényeket 9, egytntetiien 70 kh-
asnak vett tdblan, amelyek ko6zill a talajmindség szempontjabdl azonos a 3-as és
a 4-es, valamint az 5-0s, 6-0s és a 7-es jelzésii tdbla, a szdllitdsi tdvolsdg szempont-
jabol viszont az I-es, a 2-¢s és 3-as, valamint a 4-¢s, 5-0s, 7-es és a 8-as tdbla azonos.

A minimumra forditott (lasd 3. pont) jovedelem mdtrix (C) megolddsa a kézi-
munkanap fedezet és sziikséglet figyelmen kiviil hagydsdval 1616379 Ft bruttd
jovedelmet tesz elérhet6vé. Ezen permutdcidhoz azonban a kézimunkaerd mdtrixban
7092 kézimunkanap felhaszndlds tartozik, ami lényegesen tobb, mint a rendelke-
zésre 4llo 6850 kézimunkanap.

1. TABLA. A VARHATO BRUTTO JOVEDELEM ALAKULASANAK VARIACIOI
M.e.: Ft

Névény Blza Rozs Kukorica | Kukorica | Silokuko- | 1 cerna Oszi Burgonya ’Cukorrépa
Tica keverék |
Téblaszdm a | b c d e £ ] e h i

105,608 | 51,316 | 212,329 | 212,329 | 193,730 | 150,607 | 84,189 | 547,030 | 447,587
101,241 | 62,455 | 205,461 | 205,461 | 195,097 | 113,623 | 72,797 | 539,750 | 314,953
21,125 | 79,244 | 139,733 | 139,733 | 126,579 | 72,785| 16,451 | 127,394 | 282,250
23,2171 80,616 | 142,047 | 142,047 | 135,153 | 73,520 | 20,631 | 130,034 | 289,524
11,478 | 87,593 | 144,516 | 144,516 | 141,540 | 95,189 52,148 | 278,122 | 140,439
18,353 | 93,279 | 152,914 | 152,914 153,180 | 98,703 | 58,986 | 289,224 | 150,855
17,393 | 92,598 | 151,614 ! 151,614 | 148,183 | 98,097 | 55,970 | 287,131 | 148,629
—-3,485| 59,266 | 97,736| 97,736 | 81,203 | 82,507 2,756 | 279,819 | 75,004
-37,106 | 21,888 | 51,909 51,909 | 57,168 | 42,931 |—9,024 | 21,196 | 15,559

=R~ W WV I S S S
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2. TABLA. A KULONFELE NOVENYEK.TABLANKENTIKEZHAUNKANAPIGENYE
M. e.: 10 6ras kézimunkanap

I H ! . .
Noévény | Buza Rozs | Kukorica | Kukorica | Sitékuko- | [ ycerna Oszi | Burgonya Cukorrépa
| | rica keverék
Téblaszim a | b | ¢ d e f g h i

201 137 946 946 428 309 62 | 1618 2618
201 143 946 946 428 269 62 1618 2566
150 155 918 918 386 221 62 1276 2553
150 155 918 918 386 221 62 1276 2553

150 167 925 925 397 253 62 1413 2502
150 167 925 925 397 253 62 1413 2502
150 167 925 925 397 253 62 1413 2502
138 120 903 903 367 237 62 1413 2476
114 143 883 883 344 189 62 1173 2451

DO HBWN -

Az er6forrds mdtrix B megolddsa 6514 kézimunkanap végeredményhez vezet,
és igy bizonyitja, hogy létezik a korldtot tal nem 1ép6 megoldds, de a hozza tartozo
brutté jovedelem értéke csak 738 612 Ft.

Az 5. pontban leirt mdtrixkeveréses modszerrel kapott megoldds: x,9=Xx,;=
T X31 = Xg4 =X57=2Xgs =X75 =Xgy =Xgg =1 és a tobbi vdltozo zérus, azaz mezd-
gazdasdgi szempontbdl a tdbldk sorrendjében a kovetkezd elhelyezést adja: cukor-
répa, kukorica, 8szibiiza, kukorica, 8szi keverék, silokukorica, burgonya, rozs,
lucerna, mikdzben a kézimunkaer6 felhaszndlds értéke 6813 kézimunkanap, az el6-
allithaté bruttd jovedelem pedig 1 410 876 Ft lesz.

A 3. tdbldzat az algoritmusban leirt kiilonb6z6 2; értékeket és a hozzdjuk tar-
tozd permutdcids-Osszeg pdrokat tartalmazza. Az algoritmus dltal szolgaltatott
legjobb megolddsként kapott elhelyezés, mint lathatjuk, nem pontosan a korldtozo
tényez6 kapacitdsdnak megfelel6 nagysdgrend( felhaszndldst igényel, hanem anndl
kevesebbet, elvileg tehdt lehetséges, hogy a szamitottndl jobb, a kapacitdst tokéle-
tesebben kihaszndlé megoldds is létezik. A 6. pont szerint szdmitva az optimdlis
megolddstdl vald eltérés legfeljebb 39 960 Ft lehet, a jovedelem 2,8 %-a. Ez azonban
csak egy felsé becslés, lehetséges, hogy a feladatnak nincsen a fentinél jobb megol-
ddsa.

3. TABLA. A MATRIXKEVERESES MEGOLDAS RESZEREDMENYEI

i cl B} cH 1 B A
1 3130,054 7,092 — — 0

2 — — 3909,722 6,514

3 3130,054 7,092 3559,879 | 6,612 1,349
4 3136,685 6,997 3559,879 6,612 895
5 3136,685 6,997 3335,448 6,813 1,099
6 3136,685 6,997 3335,448 6,813 1,080

MTA I, Osztaly Kdzleményei 18 (1968)




KORLATOZOTT HOZZARENDELESI PROBLEMA 19

11, Az eredmények helyességének mezégazdasagi indokolasa,
modositasok

Elhelyezésiink sordn a cukorrépa buza-cukorrépa-lucerna talajra, a kukorica
buza-kukorica-voroshere és buza-napraforgo-szegletes lednek talajra, az Gszibuiza
buza-napraforgo-szegletes lednek talajra, az &szi keverék (rozsos-biikkodny), a sil6-
kukorica és a burgonya rozs-kukorica-baltacim talajra, a rozs rozs-burgonya-
somkord é€s a lucerna rozs-napraforgo-szoszosbiikkony talajra keriilt. Ebben az
elhelyezésben mezdgazdasdgi szempontbol két lényegesen kifogdsolhatd pont van,
az egyik a burgonydnak kukorica talajra helyezése, holott volt a vdlasztdsi lehetd-
ségek kozott burgonya talaj is, mikdzben a rozsot szamara kevésbé alkalmas talajra
szoritja vissza, a mdsik vdratlan eredmény a lucerndnak az esetiinkben el6forduld
legrosszabb talajra vald helyezése.

A burgonya a 7-es tdblan nagyobb jovedelmet ad, (7312 Ft-tal), mint a 8-ason,
ugyanakkor a rozs is a 7-es tdbldn ad nagyobb jovedelmet (33 332 Ft-tal), mint
a 8-ason. A bruttd jovedelem volumenének Gsszehasonlitdsa a rozs javdra valé don-
tést indokolja, de ugyanakkor a kézimunkaerd igény a burgonydndl mindkét tdbldn
azonos, a rozsnal viszont a 8-as tabldn a 7-eshez képest 47 kézimunkanappal ked-
vez6bb, kisebb. Ez a 47 kézimunkanap a 6850-es er6forrds kapacitds mellett mdr nem
teljesithetd (hiszen 6813 447 =6860), és igy a burgonya és rozs tdblacseréje bar
26 020 Ft tobbletjovedelmet hozna, nem hajthatd végre.

Hasonlé esetben rendkiviil fontos, hogy az iizem vezetdi a helyi ismeretek bir-
tokdban eldontsék, melyik megoldds adja a magasabb és biztosan elérhetd jovedelmet:

— a program nyujtotta elhelyezés, vagy -

— a kapacitds valamilyen médon valo felemelése — a hozzd tartozé aranytala-
nul nagy dldozattal — a helycsere kivdnta szinvonalig. (Korldtnak csak
az az erdforrds kapacitds nevezhet6, amelyet névelni csak a novelés mérté-
két lényegesen meghaladé dldozattal lehet!)

Esetiinkben nem kétséges a dontés, hiszen a kapcitds 10 kézimunkanappal (alkama-
zott, idGszaki munkds munkdbadllitdsa) valé emelése még az dltalunk elszamolt
bér (60 Ft/10 ords kézimunkanap) tobbszordsével kalkuldlva is kifizet6dik. A szd-
mitott optimum nyyjtotta 207,08 Ft/kézimunkanap brutté jovedelmet a kapacitds
azonos koltségszinten vald felemelésével egybekotott helycseréje 209,46 Ft-ra
emelheti.

Végiil egyetlen nyitott kérdés maradt, a lucerna elhelyezése. A legrosszabb
talajon (amennyiben alapmdtrixaink megfelelnek a feltételezett helyi viszonyoknak
€s az 1966. janudr elsején érvényes drakon kalkuldlt hozam-rdforditds ardnyoknak)
a lucernandl nagyobb jovedelmet csak a kukorica és a silokukorica nyqjt (8978,
illetve 14 237 Ft/70 kh-dal), de ugyanakkor a kézimunkanap igényiik lényegesen
(694, illetve 155 kézimunkanap/70 kh-dal) nagyobb, olyannyira, hogy helycsere
esetén a program végrehajthatatiannd vdlik. A burgonya-rozs helycserénél alkalmazott
mérlegelés a lucerna esetében a kapacitds korldt tovabbi névelése ellen dont. A lucer-
ndnak bdrmely mdsik ndvénnyel valé helycseréje az egy kézimunkanapra jutéd
jovedelmet — a korldt felemelésével jaré dldozatot nem is tekintve — rontand.
Mindezek az 1. és a 2. tdbla tiizetes vizsgdlatdval konnyen beldthatok.

A tovdbbiakban felmeriil annak lehet&sége (amely elSl természetesen nem zdr-
kézunk el példaanyagunk esetében sem), hogy az ilizemi adottsdgok, a rdforditds
és hozam mdtrixok Osszedllitdsa sordn az egyes ndvényeknek a kiilonféle tdbldkon
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valé termesztésének kalkuldcidja a becsiilt adatok, valamint a kiinduldst képezd
ismeretek kisebb-nagyobb mértékben téves informdcidi folytan hibds. Mdr viszonylag
kisebb eltérés is vezethet a fenti, mez&gazdasdgi szempontbdl érthetetlennek tiind
eredményre. A hibds, vagy részhibdt tartalmazd anyagbdl kiindulé barmely szdmitds
is csak hibds eredményhez vezethet. Itt kell tehdt felhivnunk a figyelmet arra, hogy
az alapmatrixok Osszedllitdsa sordn elkOvetett minden pontatlansdg, szub-
jektivitds a szamitds sordn nem kiiszobolhetd ki, igy a végeredményben is meg-
mutatkozik.

Osszegezve a fentieket, a mdtrix keverésen alapuld kozelitd megoldds a kor-
ldtozott hozzdrendelési probléma gyakorlat szamadra kielégitd megolddsdt nyujtja,
szdmitdsa kiillonosebb matematikai eldképzettséget nem igényel, és elektronikus

rendszerekkel jol gépesithetd.
%k

Ko6szonetet mondunk LipTAk TaMAsnak a dolgozat gondos dttanulmdnyoza-
sdért és hasznos tandcsaiért.
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THE RESTRICTED ASSIGNEMENT PROBLEM AND ITS APPLICATION
IN ARGICULTURE

by -
L. B. KovAcs—E. NAGYKALNAI o

i Summary

In this paper an algorithm is presented for an approximating solution of the following
problem. ’
Two matrices C and B, of size nX#n and a constant £ are given. It is to be found the

min (C”1+C“z+ +C,.,n)
(1, j2, .- Jn)

where the subscripts j,, j,, ..., j, run over those permutations of the numbers 1, 2, ..., n for wich
the inequality
b111+b”z+ +b,,j" =k

holds. The substance of the method is the finding of a minimal assignement in the matrix C+AB
for various A’s. The choice of 2’s, the estimation of the error and the proof of the finiteness of the
procedure is given in points 5 and 6.

The problem has arisen in an agricultural task of an assignement of plants on various fields
with a restricted source (money, manpower or machine-power, etc.)

In our hand-solved examples the computations gave a maximal error of 2—3 percent of the
total sum. The relative error is supposed to be decreasing by the increasing of the size of the
matrices. The paper is completed by the agricultural analysis of an example.

(Beérkezett: 1965. XII. 27.)
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