A RENDEZETT MINTAK ELMELETENEK EGY
PROBLEMAKOREROL*

irta: RENYI ALFRED

1. §. Bevezetés

1953-ban kozdlt [1] dolgozatomban t5bb tételt bizonyitottam be az empirikus
és az elméleti eloszldsfiiggvény relativ eltérésére vonatkozolag. Az azdta eltelt kere-
ken 15 év alatt e problémakdrben szdmos Ujabb eredményt értek el. E dolgozat
ezen vizsgdlatokrol nyujt dttekintést, egy Uj eredményt is tartalmaz (ldsd 2.§ 1.
tétel), tovdabba 1ij, egyszerlibb bizonyitdst ad egyes eredményekre, és felhivja a figyel-
met néhdny megoldatlan problémadra, valamint kitér a széban forgé eredmények
alkalmazdsi lehetségeire is. .

Legyen {&,, ..., £,} egy n elem@ minta egy folytonos F(x) eloszldsfiiggvényi
sokasdgbol; mds széval legyenek &,, ..., £, fiiggetlen és egyforma eloszldsii valészini-
ségi véltozdk. Jelolje F,(x) a {&4, ..., &,} minta empirikus eloszldsfiiggvényét, vagyis
legyen

(L. 1) F®=+ 31

Legyenek &f =&k,=..=¢5,a {&, ..., ) minta elemei nagysdg szerint elren-
dezve. Nyilvanvald, hogy

ha x=¢&5,

(1.2) F,(x) = ha &, <x=8&,41 (Il=k=n-1

- 3lx o

ha &, <x.

Igy tehdt F,(x) minden rogzitett x-re egy valdsziniiségi valtozé. V. I. GLIVENKO jol-
ismert tétele ([2]; ldsd tovdbbd [25] 333. o.) szerint a sup |F,(x)— F(x)| eltérés
x

1 valosziniiséggel 0-hoz tart, ha n - + o=; N. V. SZMIRNOV [3] és A. N. KOLMOGOROV [4]
ismert tételei szerint

l—e=2 ha y=0

(1.3) nl}rjlmP(l/n sup (Fn(x)—F(x)) <y)= { o ha =0
és
- + oo
(1.4 lim P(Vnsup |[F,()—F(0)| <y)=] 3 (=Dfe=»>" ha y>0
n—» + oo x k=—o0
0 ha y=0

* E dolgozat a szerzének a Nemzetkozi Statisztikai Intézet 1967 szeptemberében Sydneyben
megrendezett 36. iilésszakan tartott eléadasanak szovegét tartalmazza.
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24 RENYI A.

Azt a tényt, hogy F,(x) konvergdl F(x)-hez, ha n -, kifejezhetjitkk ugy is,

hogy az ?&(x);) hdnyados 1-hez tart, ha n-—<, minden egyes olyan rogzitett x-re,
F,
amelyre F(x)=0. Azonban Fn((xx)) nem tart x-ben egyenletesen 1-hez, ha n-—»eoo.
Fenndll ugyanis a kovetkezd tétel:
F,(%) ] 1
1.5 Plsup ZF—=>1+4¢|l=--—- ha e=0.
( ) . [0<l;{)x) F(x) = 1+8

Az (1. 5) tételt el6szor H. E. DANIELS bizonyitotta be (lasd [5], (12. 2) képlet) 1945-
ben, fonalkdtegek erdsségének statisztikai elméletére vonatkozd vizsgdlatai sordn.
A feltiinBen egyszer(i és tetszetSs (1. 5) Osszefiiggést (amelyben kiildndsen az a meg-
lepd, hogy a sup £

’ 0<Fx) F(x)
tobben Ujra felfedezték, igy H. RoBBINS [6], CHANG Li CHIEN {7], CHAPMAN [8] és
DeMPSTER [22]. ‘Az (1. 5) tételre a 2. §-ban egy egyszerii Uj bizonyitdst adunk.
GLIVENKO emlitett tételébdl nyilvdnvaléan kovetkezik, hogy ha x-nek csak olyan
értékeire szoritkozunk, amelyekre F(x)=a =0, ahol a egy rogzitett (n-t61 nem fiiggd)
szdm (0 <a<1), akkor ezen intervallumon %"(%) x-ben egyenletesen tart 1 vald-
szinliséggel 1-hez. Ezen tulmendleg, mint azt az [1] dolgozatban megmutattam,
KoLMoGoRrov és SZMIRNOV fent emiitett tételeinek kovetkezd, F,(x) és F(x) relativ
eltérésére vonatkozé analogonjai dllnak fenn:

Vi

(
ry -2
(1.6) nEerP[V; sup F,,_(x)ﬂ<yJ={ %/ e 2dt ha y=0
|

mennyiség eloszldsa nem fiigg n-t51) DANIELStS] fiiggetieniil

a=F(x) F(X)

o
0 ha y=0
(1.7 ’
_ (2k+ 1)2n2(1—a)
4 > e 8y2a
. - |F,(x)— F(x)| ] — 2 (=1)f———— ha y>0
lim Pjyrn sup ——————— =\ T = 2k +1
n— 4 oo [v a_S_Fgc) F(x) <y k=0
0 ha y=0

hacsak O0<a< 1.

Az [1] dolgozatban ennél &ltaldnosabb tételek is taldlhatdk, amelyekben az
F(x)=a=0 feltétel helyett az a= F(x)=b megszoritds szerepel, ahol O<a<b<1.

A moédszer, amellyel {1]-ben ezen eredményeket bebizonyitottuk, az aldbbi
1. lemmadn alapszik:

1. LemMAa. A4 &, (k=1,2, ..., n) vdltozok elGallithatok a

n—k
(1.8) o= F-1 [exp [——Z 51?]] (k=12,..,n

fFon—j
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A RENDEZETT MINTAK ELMELETENEK EGY PROBLEMAKORERGL 25

alakban, ahol by, 64, ..., 06, fiiggetlen, 1 vdrhaté értékii exponencidlis eloszldsu -

valdsziniiségi vdltozék, vagyis P(6;<x)=1—e"*, ha x=0.

Az 1. lemma jelentésége abban dll, hogy segitségével a rendezett mintdk vizs-
gdlata visszavezethetd fiiggetlen valdszin(iségi vdltozok Osszegeinek vizsgélatdra.
(A szdban forgd moddszerrel kapcsolatban ldsd a [9] és [18] dolgozatokat is.)

A rendezett mintdk elméletének egy mdsik egyszer(i, de alapveté eredménye
(ldsd [10]), amelyet a kovetkezékben ismételten haszndlni fogunk, a kovetkezd:

2. Lemma Legyen n,=F(&) és nf,=F(&¥) (k=1,2,..,n). Akkor az
N1, .., N, valtozék egyenletes eloszlisiak a (0, 1) intervallumban és az k.1 =¢
%

(O <c<1) feltétel mellett az ’72 LU % vdltozok egyiittes eloszldsa megegyezik

egy a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlisbol vett k elemii rendezett minta elosz-

Uf,k+2_c Mn—

Il—¢ 777 1-—¢

lasa megegyezik egy a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszldsbol vett n—k—1

elemii rendezett minta eloszldsdval, ha 0=k=n—2, és e két minta fiiggetlen egy-
mdstol.

lasdval, ha 1=k=n—1, mig az € vdltozék egyiittes -elosz-

2. §. Néhany eloszlis pontos meghatarozasa

Elészor egy egyszerli bizonyitdst adunk az (1.5) Osszefiiggésre. Ha #} ;>0
(ami 1 valdszintiségge! teljesiil), akkor nyilvan

F(x) k ST -
2.1 n = - = _ink
E ) Oili‘}(’x) F(x) lns}%)é(n m],":’k [fgﬁgn k
Igy, bevezetve a
2.2) G, (1) = [ sup 29 }] (t > 0)
i . 0 <F(x) F( )
jeldlést, azt kapjuk, hogy

_ . ’”7:(,1.:

@.3 6.0) = P o, "% - o]

Felhaszndlva a 2. lemmadt, és-azt, hogy #} , siiriségfiiggvénye ny"~! (0<y<1),
a G,(1) fliggvényekre a kovetkez8 rekurziv dsszefiiggést nyerjiik:

— 1)t
2.4y = n=1dy.
2.4) Gu(1) = fG,,l[ ps ]y dy
Madrmost nyilvdn fenndll, hogy
2.5) G()=P(p} =t)=1—1 O=t=1)
és igy (2. 4)-bsl a :
(2. 6) G(t)y=1—¢ (O0=¢=1) ha n=1,2,..

osszefliggés teljes indukcidval kovetkezik.
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26 " RENYI A.

=0; azonban, ha az F(x)=>0

()

feltétel helyett az F,(x)=>0 feltételt vezetjiik be, vagyis, ha az inf Fx) mennyi-
Fn(x)>0

séget vizsgaljuk, meg lehet mutatni, hogy e mennyiségnek nemtrividlis hatdreloszldsa

van, ha n -, mégpedig a kovetkezé tétel érvényes (ldsd [7]):

. . F,(x) 1) Sk=1p-1(te )
2.7 nHTooP[F"%JIcI)f;O F(x)—<7] =e +k§——k!— ha 7=0.

Nyilvanvald, hogy 1 valdsziniiséggel inf £
F(x)>0 F (x)

A (2. 7) Osszefiiggésre a kovetkezSkben egy 11j, egyszer(i bizonyitast fogunk adni.
Nyilvdnvald, hogy 1 valodsziniiséggel fenndll az

- F,(x) M k41 !
2.8) Fn(JItl)f;O F(x) [15‘1?33( 1 ko
egyenléség. gy (2.7) a kovetkezd ekvivalens alakra hozhatd:
. AR DY T ol (i o
@.9) nkrfwf’[lgzlgf.g"~r - ,] =t 2

ha r=0. Konnyen be lehet ldtni, pl. a hatvanysorok inverz fliggvényére vonatkozo
un. BURMAN—LAGRANGE képlet segitségével (ldsd [21]), hogy

> — k-1
(2.10) et 4 Z,Lk_kl')h(,e_,)k =1, ha 0=r=1.
k=1 .
A (2.7) Osszefiiggés (2. 9) alakban valé dtirdsa felveti a kovetkezd kérdést:
: n ok . . )
mia max — 2% mennyiség hatdreloszldsa, ha n— + ?

E kérdésre (amelyet tudomdsunk szerint eddig nem vizsgdltak) ad vdlaszt a kovet-
kezb .

1. TETEL

t=0.

2.11) lim P [ max

n—+oo 1=k=n

* © Lk ,—(k+ 1)t k-1
nya >t] _ tke k+1)
k=0 k!

Megjegyzends, hogy fenndll a kvetkezé azonossdg (ldsd [21])

2‘”,, e (k+1)t(k+1)k 1

k=0

2.12) =1 ha O0=¢r=1

A
FR® . .. E®
n f n e
o=ty FG) O et F(x)

mennyiségek pontos eloszldsdt minden n-re Goro IsHI [11] hatdrozta meg, tobb-
dimenzids integrdlok kiszdmitdsa utjan. Ezen eloszldsok meghatdrozdsira N. V.
SzMmIrNOV [12] egy egyszer(ibb utat taldlt, amely a kovetkez6é lemmdn alapszik
(lasd [17)-et is):
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3, LeMMA. Ha O<p<1 és n=2, akkor

n-1
(2.13) P[n,?jkép+(]€_—’:)_(ll;p)— ha 1§k§n—1]=p[1+:l—:£]

ElGszor a 3. lemmadra adunk egy 0j bizonyitdst. Legyen

(2.14) P,,(p):P[nﬁ,kép-l—(k_—;)_(ll—_ﬁl ha lékén—l]

A 2. lemma segitségével, figyelembe véve, hogy n} , slirliségfiiggvénye n(l —y)*~!
(0<y<1), nyerjiik, a

4
r P=y+——5
2.15) P,,(p),=0fn(1—y)n-1pn_1 | n=34
rekurzis formuldt. Mivel P,(p) =P} =p)=p(l1+(1—p)), tehdt a
1_ n—1
(2.16) P,(p) =p [1 +—n—_%]

képlet (2. 15)-bdl teljes indukcidval adodik.

Felhaszndlva a 2. és 3. lemmdt, SzmIRNOvot kovetve nyerjiik a kovetkez
lemmat:

4. LeMMA. Legyen

2. 17) P, (a, b)=P(piy=a+(k—1)b ha 1=k=s, n},., >a+sb),
akkor
(2.18) P, ,(a,b) = [Z] a(a+sby=1(1 —a—sbyi—s

ha s=0,1,...,n,a=0,b=0,a+sb=<1.

MEGIEGYZES. A 4. lemma korolldriumaként adédik az aldbbi — N. H. ABELtSI

szdrmazd — azonossag:
n

(2.19) 2 [:]a(a-i-sb)s‘l(l —a—sby-s =1
s=0
A (2.19) azonossdg a binomidlis tétel dltaldnositdsdnak tekinthetd, mivel a b =0
esetben a binomidlis tételre redukalddik.
Ezekutdn rdtérhetiink (2.9) és (2. 11) bizonyitdsdra.
Nyilvdn fenndll, hogy

nt "t kt
Plmax ™k >t = D'Plyf,==— ha l=k=s, nig,>——"/,
1=k=n k =0 ’ n ’

ha r=0. igy a 4. lemmdbdl
n—1 s n—s
i _ n|t 1]y _(8+D?
(2.20) P[max i >t}— Z[S][n](s+1) [1 p ,

1=k=n
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28 RENYI A.
ha ¢t=0. Elvégezve az n—-+ - hatdrdtmenetet, nyerjiikk (2. 11)-et. HasonlSképpen
a 4. lemmdbdl nyerjik a

'7:,k+1 _
(2.21) P[n max e > t] =

1=k=n-1

t

N t
t ] [
.;[1—';{] fnﬂ—y)" ' ZPn S g n(l—y)]]

ha r =0, osszefiiggést; elvégezve (2. 21)-ben az n - + o= hatdratmenetet, kapjuk, hogy
(k— 1)" 1

. TS o (te—0)
(2.22) ng?wP[1§T§§—1—k > J e~t4 2 T —, ha =0.
Ez pedig azonos (2. 9) Gsszefiiggéssel.
| Fi(x) — F(x)]

E mddszerrel meg lehetne hatdrozni sup eloszldsat is.

Fx)>0 F(x)

3. §. Kiilonbozé altalanositasok

Ismeretes, hogy KorLMoGorOv és SzmirNov tételei dltaldnosithatok két minta
eltérésére. A megfelelé dltaldanositast a relativ eltérésekre az egyoldaltl eltéréseket
illetéen WANG SHOU-JEN végezte el [13], a kétoldali eltérésre nézve a feladatot
CsORGO Miklds [14] oldotta meg. Az eddig tdrgyalt vizsgdlatokban mindvégig
fel volt téve, hogy az F(x) eloszldsfiiggvény folytonos. A KOLMOGOROV—SZMIRNOV
tételeket, valamint a szerzé (1.6) és (1.7) tételeit nemfolytonos eloszldsokra
P. Scumip [15] és H. CarnNAL [16] altalanositottdk.

CsOrGH Miklos az (1. 6) és (1. 7) tételek tovdbbi varidnsait [19], [20], [23] adta,
tovdbbi 1j bizonyitdst adott az (1. 6) és (1. 7) tételekre (1dsd [24]). Ezen 1j bizonyi-
tds a szoban forgé tételeket Gauss-folyamatokra vonatkozé dllitdsokra vezeti vissza,
J. L. Doos [26] a KOoLMOGOROV—SZMIRNOV tételekkel kapcsolatban felvetett gon-
dolatdt kovetve. E tételeknek bizonyos értelemben ez a legtermészetesebb (bdr nem
a legelemibb) bizonyitdsa. A [19] dolgozatban CsORGO megjegyzi, hogy az (l. 6)

és (1. 7) tételek érvényesek maradnak akkoris, ha az &}(—x)i(x—) hdnyados helyébe
F(x)—F(x), , L
X)) hdnyadost irjuk.
Ami (1. 6)-ot illeti, ez leolvashatd az aldbbi azonossdgbdl:
— F,(x) = F(x) - Fo(x) — F(x) y
PlVn sup 222~ 1 =PlVn su n <
aéFygx) Fn (x) Y aéF,I.::x) F(x) y

1 ——

Az (1. 7) tétel megfelelé modositdsa hasonidan ldthaté be.
A [20] és [23] dolgozatokban CsOrG6 a kévetkezd dltaldnositdssal foglalkozik:
Legyen adva ugyanabbdl a folytonos F(x) eloszldsfiiggvényli sokasdgbdl vett
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r darab fliggetlen, rendre ny, ..., n, elemszimi minta; legyenek F, (x), ..., F, (x)
e mintdk empirikus eloszldsfiiggvényei.
Il F,(x)— F'(x)

Vizsgdljuk a }YN- sup 2=2
g / ot Fr(x)

Ha n,, ..., n, Ogy tartanak egyidejlileg + =-hez, hogy a lim ﬁnl—= g; hatdrértékek

r
mennyiséget, ahol N~! = Zlnj“.
=

J
léteznek és pozitivak, akkor az emlitett mennyiségnek ugyanaz a hatdreloszldsa,
mint az, ami (1. 6) jobb oldaldn szerepel.

4. §. Néhany tovabbi megjegyzés

F(x)
F(x

probdk egyik eldnye az F,(x) — F(x) kiilonbségen alapuld prébdkkal szemben az,
hogy e probdk a relativ hibdt vizsgdljdk az abszolut hiba helyett, a numerikus
analizis dltaldnos elveinek megfeleléen. Ma is nyitott kérdés azonban, hogy a relativ
eltérésre vonatkozé probdk ereje hogyan viszonylik a KOLMOGOROV—SZMIRNOV-féle
probak erejéhez.

Mint arra mdr az [1] dolgozatban rdmutattam, az

hanyadoson alapulé

Egy mdsik szempont, amely a  sup I—FM
a=F(x)=b F(x)

probak haszndlatdt indokolhatja, az, hogy igen gyakran csak csonkitott minta 4il

rendelkezésiinkre, mds széval a minta igen nagy vagy igen kis elemeinek pontos

értéke nem 4ll rendelkezésiinkre. IsHH mutatott r4 nyomatékosan, hogy az élet-

tartam-eloszlds vizsgdlatdndl legt6bbszor ez a helyzet.
P

B I F,, () — Fr(x)
Ami a CSORGS dltal vizsgdlt YN- sup =%

a<F(x) Fr (X)
természetszeriileg felmeriil a kérdés, hogy nem el8nydsebb-e az r mintdt egyetlen
nagy mintdvd egyesiteni?

Ugy sejtem, hogy az utdbbi esetben a préba ereje dltaldban nagyobb lesz;
ennek ellenére gyakorlati szempontbol eldnydsebb lehet a mintdk egyesitésétdl
eltekinteni, kiiléndsen, ha ilyen modon til nagy mintdt kapndnk, ahol az elemek
nagysdg szerinti rendezése nagyobb munkdt jelent, mint sok kis minta elemeinek
nagysdg szerinti rendezése. BEKEsSSY Andrds hivta fel a figyelmemet arra, hogy ilyen
helyzet fordul el pl. véletlen szdmgenerdtorok min8ségellendrzésénél.

mennyiségen alapuld

mennyiséget illeti,

(Beérkezett: 1967. IX. 11.)
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SUR QUELQUES PROBLEMES DE LA THEORIE DES OBSERVATIONS
ORDONNEES

par ALFRED RENYI
Résumé

L’auteur a publié en 1953 un travail sur le quotient du fonction de répartition empirique et
théorique d’un échantillon. Depuis on a obtenu des nombreux résultats dans ce domain. La note
présent donne une synthese de ce developpement et des demonstrations nouvelles simples pour
certaines theorémes. Quelques problémes encore non resolus sont mentionnées et certaines remar-
ques sont faites sur application des resultats en question.
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