GAUSS-FUGGVENY KEVEREKEK NUMERIKUS
FELBONTASARA SZOLGALO EGYIK ELJARAS
JAVITASAROL

irta: MEDGYESSY PAL és VARGA LASZLO

1.
Legyen az f(x) fiiggvény
X _(x—a)?
e 4Bk
(1.1 S&x)= D'h—
k;; V475ﬁk

(pe=0,0<p =B, =...=By, (0, B) =, B)); i, 1= 1,2, ..., N; i=]) alaka. Ekkor
az f(x) figgvényt az exp[—(x—ak)2/4/3k]/}/4nﬁk =f,(x) normalis siriségfiigg-
vény-komponensek p, sulyokkal vett keverékének nevezziik. ([1]-ben a ,,szuper-
pozicio” elnevezést haszndltuk.)!

Legyen adott f(x) grafikonja. Egy olyan numerikus eljdrast, mely az N, p,, o, fi
paraméterek (vagy egy résziik) értékének az adott grafikon segitségével torténd
kézelité meghatdrozdsara szolgdl, a keverék felbontdsdnak neveziink.

A leggyakoribb ilyen eljdrds a kovetkezd (v6. [1]). f(x) adott értékeinek fel-
haszndldsaval eléallitjuk az

(x—ax)?
Al e 4p-2)
1.2 s ) = —_

un. feszifiiggrény valamilyen jo kozelitésének grafikonjdt, vigydzva arra, hogy
0 <A<, fenndlljon. f(x; A) ismét normadlis s{irliségfiiggvények keveréke, de benne
az exp[—(x—ozk)z/4(,8k—A)]/}/47r(ﬁk—A)Eﬂ(x; A) komponensek szordsai kiseb-
bek, mint az f(x) keverékben, igy azutdn remélhetd, hogy f(x; 1) emlitett kozeli-
tésének grafikonjaban az o, helyeken csicsok fognak mutatkozni. A kiilonvalt
csticsokbdl a komponensek szdmdra, azok maximumhelyére stb. kovetkeztethetiink
— és ezzel elvileg elértiik f(x) felbontdsat.

A 6 feladat tehdt f(x; 2) emlitett kozelitésének elGdllitdsa. Erre szdmos mod-
szert dolgoztak ki (v0. [2]), ezek végrehajtdsakor azonban belépnek az f(x) fiigg-
vény mérési hibdi is.2 A hibdk jelentkezését tigy fogjuk fel, mintha az f(x) fiigg-
vényre valamilyen, tdgabb értelemben staciondrius sztochasztikus folyamatnak
feltételezett £(x) zaj egy z(x) realizacidja rakddott volna rd, vagyis abbdl indulunk ki,
hogy f(x) helyett az f(x)+ z(x) figgvény értékei dllnak rendelkezésiinkre (ezeket
mérjiik le az adott grafikonrol).

O<=1<8)

t Megjegyezziik, hogy meggondolasaink szimos mdas keveréktipus (pl. Gn. stabilis siiriiség-
fiiggvények keveréke) esetén is érvényesek. Szemléletesebbnek latszott azonban a gyakorlatban leg-
fontosabb (1.1) tipuson mutatni be oOket.

2 Az itteni problémék felvethetdk akkor is, ha f(x) csak kdzelitéleg (1. 1) alakaq, ti. az eltérés
beleolvaszthaté az emlitett hibdkba.
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32 MEDGYESSY P. ES VARGA L.

Sajnos, az emlitett modszerek nagyon érzékenyek a zajra, ezért sziikség van
olyan numerikus eljardsra, amely f(x; A) kozelitését az f(x)+z(x) értékek alapjdn
elGdllitja, de a zajra kevéssé érzékeny.

Egy ilyen eljardssal foglalkozunk ebben a dolgozatban. !

2.

Az f(x; ) fiiggvény koénnyen kifejezheté f(x) Fourier-transzformaltjaval;
ti. fenndll (14sd [1], 80. o.), hogy

oo

‘ flx; ) = %je‘”‘“’e‘“’z[ [rGyeier dy) doo =

— oo

@.1)

oo

1 —ixw pho?
=5 [ e F@ydo  (0<2<py),

— oo

ahol F(w)-val f(x) Fourier-transzformdltjat jeloltiik.

Nézziik a valdsdgos helyzetet: a Fourier-transzformdcidt az f(x) fiiggvény he-
lyett az f*(x) =f(x) + z(x) fliggvényen hajtjuk végre, vagyis — az elektronika nyel-
vén szélva — elédllitjuk annak spektrumde. Mig f(x) spektruma ,,gyorsan” csdkken,
a zaj spektruma hozzd képest tobbnyire csak lassan valtozik. Ha tehdt egy jol meg-
valasztott ,,sz(r8t” alkalmazunk — az elektronikdban szokdsos értelemben és
moédon — és a (2. 1)-ben szerepld mdsodik lépést — szorzds exp (Aw?)-tel, és inverz
Fourier-transzformdcié — a megsziirt spektrumon hajtjuk végre, okvetleniil a zaj
zavar0 hatdsdnak bizonyos foku kikiiszobolésével kapjuk meg f(x; 1) egy koze-
litését. :

A mondottak analitikus formdban a kovetkezSt jelentik:

Legyen az emlitett sziir6 D(w). Jeldlje f*(x) Fourier-transzformaltjat F*(w).
Ekkor (formdlisan) F*(w)= F(w)+ Z(w), ahol Z(w) z(x) Fourier-transzformaltja.
f(x; ) emlitett kozelitése

oo

2.2) S*(x; A) = % f e—ixe glo? D(w) F*(w) dow 0 <1< py).

— o0

Ha az exp (Aw?)- D(w) szorzatnak létezik az inverz Fourier-transzformadltja,

oo

2.3) - M(x) = —21? f e~ix0 g2’ D () do,

— o0

(2. 2) a kovetkezb alakban is felirhato:

Q. 4) : e = [ ME—ore@)de.®

3 Ennek egy specidlis esete vazlatosan [1] 181. oldalan is megtaldlhaté mar.
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(2. 4) folytin a feladat ilyen megfogalmazdsban szerves kapcsolatba keriilt a [3]
dolgozat eredményeivel. Abban arrdl van szd, hogyan dllithaté el bizonyos keve-
rékek esetében (1. 2)-h6z hasonld tulajdonsdgu tesztfiiggvény egyetlen konvolucids
integrdl alakjdban, azon megkotés mellett, hogy a felbontanddé keverék, illetve
tesztfiiggvény komponensei egyardnt egycsicsu sirfiségfiiggvények.

Mi most a feladatot a (2. 2) formula szerint kivdnjuk megoldani, és a tovdbbiak-
ban az erre alkalmas numerikus modszer, valamint a sz{ir6 megvdlasztdsdval fog-
laikozunk.

3.

Legyenek az f*(x) fiiggvény értékei ekvidisztans x, értékeknél adottak
(x,=x¢+kdx, k=0, =1, £2,...). Ismeretes (Idsd pl. [4]), hogy minden olyan
g(x)-re, amelynek Fourier-transzformdltja, G(w), zérus minden |w|=>n/4x esetén,
a trapézformula a —n/Ax=w=n/Ax intervallumban G(w) pontos értékét szol-
galtatja, azaz

3.1 G(w) = dx D g(x;)eletxotkdx) (—n/dx = 0 = ©/Ax).
k=-~oo
A mi esetiinkben F*(w) els6 része, F(w) ugyan nem tiinik elegy —wo=w=w,
intervallumon kiviil, de w novekedésével elég rohamosan csdkken, ugyanis

N
(3. 2) F(w) — 2 Di eiakw—ﬁsz
k=1

és igy példdul Ax =28, esetén || =n/4x-nél az l-es indexi komponens spekt-
rumdnak elsé eltoldsdbdl (k = +1) adods jdruléka kisebb, mint exp (—4, 9)~ 1072,
ezért F*(w) kiszdmitdsdra alkalmas numerikus mddszernek ldtszik a trapézformula.
Megdllapodunk abban, hogy a (2. 2) integrélt is ugyanilyen trapézformuldval szd-
mitjuk ki kozelitSleg. Az eldbbiek alapjin elfogadhatd, hogy esetiinkben a trapéz-
formuldban felhaszndlandé f*(x) értékeknek nem kell tdl siirin elhelyezkednitk.

Miér F*(w) kiszdmitdsakor két hibaforrds fogja azt F(w)-t6l kiilonbozdvé
tenni. Az egyik hiba abbdl szdrmazik, hogy az f*(x) értékek a z(x) zajjal terheltek,
a mdsik hiba pedig abbdl adddik, hogy a trapézformuldt csak véges tagszdmmal
alkalmazhatjuk. Az utobbi hibdval itt nem kivdnunk kiilon foglalkozni. Feltételez-
zilk, hogy az f*(x) fiiggvény értékei abbdl az intervallumbdl valdk, amelyben még
a zaj nem ,,domindl” a fiiggvényértékekhez viszonyitva.

Vizsgdljuk meg ezutdn a zaj kisziirésének kérdését.

MindenekelStt nyilvanvald, hogy minél kisebb frekvencidkndl levdgd szlrot
alkalmazunk; igy nagyobb részét fogjuk a zajnak Kkiszlirni. Viszont f(x; A)
J6 kozelitéssel vald elddllitdsdhoz — kiildndsen ha A megkozeliti f,-et — fel kell
haszndlni f(x; 1) spektrumdnak elég nagy frekvencidk tartomdnydba esd részét is.
A helyes sziliré megvdlasztdsa tehdt kompromisszum eredménye lehet csak a hasznos
jel egy részének kiszlirése folytdn behozott hiba és a zaj megmarado részétdl szdr-
mazo hiba k6zott. '

Mivel linedris transzformdcidk alkalmazdsdrdl van szd, vizsgdljuk meg az em-
litett hibdk hatdsdt kilon-killon. Vizsgdljuk meg elGszor a sziird hatdsdt a hasznos
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34 MEDGYESSY P. ES VARGA L.

jel (f(x)) szempontjdbol. Tekintsiik a legegyszeriibb egyparaméteres sziirdsereget:

11 Ia)l = Wo

@3.3) D(@) = D(@, w,) = {0, egyébként.

Elég a sziiré hatdsét egy tetszGleges normdlis siirliségfiiggvény-komponens (f;(x))
esetén vizsgaini, mivel a keverékben az egyes komponensekben mutatkozé hibak
egyszertien Osszeadddnak. Tételezziik fel, hogy az fi(x) k-adik komponens esetében
alkalmazzuk a (3. 3) tipusu sziir6t, vagyis tekintsiik az ekkor kapott f*(x; 1) k-adik
komponensét, az

s = [ Ma=0fid ©<i<p)

fiiggvényt (k=1, 2, ..., N). Elészor is megmutatjuk, hogy D(w, w,) alkalmazdsa
esetén az f,(x; A) komponensek — a paraméterek bizonyos értékei mellett — nem
maradnak (egycsucsu) siirtiségfiiggvények. )

Allitdsunk a kovetkez8képpen ldthaté be. f(x; A) az aldbbi fiiggvény:

wo
Selx3 ) = f e~ ix0 gda? gln =i gy =

—wo

3.4

«wo

1
=—fe’(ﬂk‘l)“’zcos(x—ock)wdw.

T3

A (3. 4) fiiggvény o, koriil szimmetrikus; elég vizsgdlni (8, — A = 4, jel6lés mellett ) az
1

3.5 — f =40 cos xw do = I(x, Ay, my)

T

integrdlt. Nyilvdnvald, hogy I(0, 4,, wg)=0. Legyen x=3n/2w,, akkor

«@o

3
3n 1 3nw
—— — Arw?
I[Z—wo > Ais wo] n 6[ e~ 4k cos 20, do +
(3. 6) .
wo 2
3nw 2w 4 e~ Axwd
— Arw? - [ 0
+ f e~ 4x0% cog 20, do = 32 32

vll)i
3
¢és ez negativ, ha 1 —2 exp( —A4,w3) < 0, vagyis az ezt az egyeniGtlenséget kielégitd
(A, wg) parokra I (2—3}, A,, 0] = 0. A Riemann-lemma értelmében lim I(x, 4, ,000)=
0 X—roo
=0; az emlitett (4, w,) pdrok esetében a vizsgilt integrdl pozitiv értékekbdl nega-
tivba megy 4t és ezutdn tart (esetleg 0jabb jelvédltdsokkal) zérushoz.
Az elmondottak felfoghaték ugy, hogy az idedlis (z(x)=0) fi(x; A) teszt-
fiiggvény-komponensre egy hulldmos torzit6 fliiggvény rakodik rd, ugyanis

3.7 filx; ) —fulx; 4) = % f e~ Bx=0e? cos (x — o) 0 do.
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GAUSS-FUGGVENY KEVEREKEK NUMERIKUS FELBONTASA 35

Ennek a torzitdsnak f;(x; A)-hoz viszonyitott értékét dbrdzoltuk az 1. dbrdn néhdny
paraméterérték mellett.

A torzitds x-tdl fiiggetlen felsé korldtja konnyen megadhatd, ugyanis

(3.8) : Ll D—filx; )| = % f e~ =20 jg).

1. dbra. Az [fi(x; ) — f” (x; Dl/f(x; A) relativ torzitas dbraja
p=wo0, c=V2(B—7) jelolés mellett

A 2. dbrdn ennek a hibakorldtnak az w,=co-re normadlt értékét abrdzoltuk, mint

woV2(B. — ) fiiggvényét, x=a-ra. Mds szavakkal: a hibdtlan fiiggvény csticsérté-
kével elosztott hibakorldtot mutatja a 2. dbra.

14

05 4

0 U T = T T o
& 1 2 p

2. gbra. Az [ fi(ou; 2)— f;(ak; M]/fi (o 2) relativ hibakorlat abraja
p=0w,V2(B.— 1) fiiggvényében
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36 MEDGYESSY P. ES VARGA L.

Megemlitjiikk csupdn, hogy mds szokdsos sziir8k hatdsdnak vizsgdlatdval is
foglalkoztunk. A fokozatosan levdgd sziir6k eldnye abban mutatkozik meg, hogy
a keletkez6 mellékcslicsok nagysdga kisebb, de ennek az az dra, hogy a fdcsics
jobban széthuzédik, ,,tliszerlisége” romlik. fgy tehdt esetiinkben a (2.3) sziird
haszndlata ldtszik legjobbnak.

Léssuk ezek utdn a zajbdl szdrmazd hibdt. Tegyiik fel, hogy &(x) valamilyen,
tdgabb értelemben staciondrius sztochasztikus folyamat. A (2. 2), ill. (2. 4) transz-
formdcié z(x)-et egy mdsik, tdgabb értelemben staciondrius sztochasztikus folyamat
— jelben &(x; A) — egy realizdcidjdba viszi 4t. Mérjitkk mdrmost az ebbdl szdrmazé
torzuldst YD2[£(x; A)]-val, azaz a folyamat szdrdsdval. Konnyen beldthaté (ldsd
pl. [5], 275. 0.), hogy ha

3.9) p) = [ ME)eodx

és &(x) autokorreldcios fiiggvényéhez, R(t)-hoz az

oo

(3.10) . R@ = [ o) do

- o0

Osszefiiggéssel értelmezett ¢(w) spektrélis siirliségfiiggvény tartozik, akkor

@3.11) D2[¢(x; D) = [ ln(-w)2 p(w) do,

ahol a (3. 3) sziird esetén

e, (—wo = 0 = )
(o) = {0, egyébként,

azaz

(.12) D ) = [ et (0) do.

— w0

Ha (2.2) Fourier-transzformdltjait trapéz-formuldval szdmitjuk ki, &(x; A)
helyett valamilyen &(x; A) fog fellépni, D?[E(x; A)] azonban kis Ax-re jé kozelités-
sel (3. 12) alaku lesz, alkalmasan megvdlasztott ¢(w) mellett.

Igen gyakran el6forduld eset az, amidén az x, (k=0, +1, 12, ...) helyekhez
tartozé &(x) =&, értékek egymdstdl fiiggetlen valdsziniiségi véltozéknak tekint-
hetSk nulla vdrhat6 értékkel és ismert o szérdssal. Beldthatd, hogy az emlitett
numerikus médszer alkalmazdsakor fellépd &(x; 1) szérdsnégyzete ebben az esetben a

2A4x, (—wg = o = 0g)
3.13 =17 9% 0 o
3-13) 0@ {o, egyébként
spektrdlis sliriségfiiggvénnyel . irhaté fel, azaz
o 0-2 Ax wo}/ 22
3.1% D2[E(x; )] ~ 202 Ax | e? o’ dp = —=— e” du.
of V2i 6[
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Ez a formula azt mutatja, hogy minél nagyobb A-t vd- 7090
lasztunk (azaz A-val megkozelitjiik f,-et), anndl kisebb
Ax-et kell vdlasztani (azaz siirtin kell kimérni a fiigg-
vényt) a zajbdl szdrmazd hiba csokkentése végett.

Végiil irjuk fel az el6ljaréban emlitett kétféle hiba

= TS

egyiittes torzitdsdt, E(x; 1)-t. (3.7) és (3. 12) figyelem- ]
bevételével : J
(3.15) E(x; %) = f

o 100 |

sl & %{‘f e~ Br—o? cos (x—oy)o dw}-l-

k=1
- lﬁf e249’ g (w)dw .
0

A helyes sziir6 megvdlasztdsa tehdt olyan w, érték 1
megvdlasztdsdt jelenti, amelyre max |E(x; A)| mini-
mum.

Ez a széls6érték-keresés bonyolultnak ldtszik, mi-
vel a minimalizdland6 fiiggvény a keresett paramé-
terektdl fiigg. Erre azonban dltaldban nincs is sziik-
ség, ha az F¥(w), ill. F*(w)e*®* spektrumot felrajzol-
juk. A spektrum alapjdn tébbnyire eléggé egyértelmii
o, megvdlasztdsa adott ¢ (w) és A esetén. A (3. 15)-0s
formuldnak akkor vessziik haszndt, ha el6zetes becslés
alapjdn méréstervezést kivanunk végezni. Ez ugy je-
lentkezik, hogy A-t novelni kivdnjuk, és a ndvekvd
els6 hiba ellensulyozdsdra a mdsodik hibdt kivdnjuk i : ;
csokkenteni. Ez a feladat dltaldban grafikonok segitsé- 1 % 3 4
gével egyszerlien elvégezhet6. Ehhez kivdnunk segitsé-
get nydjtani a (3. 14) szerinti szords w,V24-tSl valé 3. dbra. VD2[E(x; AV 24/s24x
fiiggésének dbrdzoldsdval a 3. dbrdn. abréaja g = w24 fiiggvényében

o

TR T R A

4.

A kovetkezOkben az ismertetett modszert egy példdn kivanjuk szemléltetni.
Szdndékosan nem vdlasztottunk gyakorlati példdt, mert a szemléltetésnél sziiksé-
gesnek tartjuk, hogy pontosan ismerjiik a vizsgdlando keveréket.

A 4. ébrdn folytonos vonallal a kovetkezd fiiggvényt dbrdzoltuk:

—(x-5)2 —(x—17)2 —(x—8,75)2

f(x) = 1000e + +1000e 2 +500e 2  +

4.1
—(x—11,25)2 -(x-13,25)2 —(x—15,25)

+1000 e 4 +500 e 2 +500 ¢ 4
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38 MEDGYESSY P. ES VARGA L.

Az f(x) fiiggvény értékeit x,=k-0,25 k=0,1,2, ...,80 helyeken egész értékek
megtartdsdval vettik fel. A &(x,)=¢&, véltozok legyenek egymadstdl fiiggetlenek,
egyenletes eloszldsuak kozos o2 =1/12 szérdsnégyzettel. 24~ 1 esetén w, = 3,7-nél

0,

20004

1000+

0 10

4. dbra. A (4. 1)-es formula szerint Osszetett keverék (folytonos vonal)
felbontdsa. A tesztfliggvény (szaggatott vonal) az w,=3,7, 24=0,75
paraméterértékekhez tartozik

a zajtol szdrmazé hiba a 3. dbra szerint /300/50~:2,5. A mdsodik dbra szerint:
ha ®,V2(B,—A)=1,85, akkor a komponensenként fellépd relativ hiba kb. 6%.
Ezt elfogadhatdnak tartottuk, és igy w,=3,7, 24=0,75 paraméterértékek mellett
hajtottuk végre a (2. 2) transzformdciot. Az eredményiil kapott gorbét a 4. dbrdn
szaggatott vonallal dbrdzoltuk. Az dbra szélén ldtszik egy kb. 50 egység nagysdgl
negativ hulldm, amely az w,V2(B, — 4) ~ 1,85 vélasztds miatt vdrhatd is volt. A 4. dbra
alkalmas ebben a rendkiviil zstfolt keverékben levé komponensek szdmdnak meg-
hatdrozdsdra, s6t alkalmas esetleges paraméter-megdllapito iterdcids eljardshoz
sziikséges kezdGértékek meghatdrozdsdra is.
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(Beérkezett: 1967. szeptember 12.)

ON THE IMPROVING OF A METHOD FOR THE NUMERICAL
DECOMPOSITION OF MIXTURES OF GAUSSIAN FUNCTIONS

by
PAL MEDGYESSY and LAszLO VARGA

Summary

In certain cases the unknown parameters of the mixture (1. 1) can be determined approximately
by means of the graph of the test function (1. 2) (depending on the arbitrary parameter 1), as the
peaks of the latter one may appear more separated than those of (1. 1). A numerical approximation
of (1. 2) based on the graph of (1. 1) is obtained by evaluating the integral (2. 1) by applying twice
the trapezoidal rule. However, this procedure is very sensitive to the noise superposed on (1. 1).
In order to diminish the influence of the noise the authors apply a cut-off filter (3. 3) to the Fourier
transform of (1. 1) (+ noise), then the new test function (2. 2) is to be applied (and computed nu-
merically) instead of (1.2). The authors consider also problems of optimalizing the filter (3. 3);
the relevant results are illustrated by the Figures 1—3. In practice the optimal cut-off will be deter-
mined by successive trials (by considering the corresponding graphs of (2. 2)). In Fig. 4. optimal
decomposition of the mixture (4. 1), obtained by the mentioned procedure, is shown.

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)
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