HOMOCSOPORTOK (m, n)-IDEALJAIROL

irta: LAJOS SANDOR

Egy H féicsoportot THIERRIN [5] nyoman homocsoportnak neveziink, ha H-nak
létezik olyan e idempotens eleme, amely felcserélhetd H-nak valamennyi elemével,
tovabba mindegyik 4 ¢ H elemhez van olyan A’ ¢ H elem, amely kielégiti a

hh'=e

Osszefiiggést.! A mondott tulajdonsdgokkal rendelkezd e idempotens elem egyér-
telmiien meghatdrozott. Ha ugyanis e és f is ilyen tulajdonsdgi idempotens eleme
a H félcsoportnak, akkor az el&bbiek szerint van olyan e’ és f” elem a H-ban, hogy

ee’=f é ff =e.
De ebbdl kovetkezik, hogy
f=ee' =e%’ =¢f

és e=ff'=f2f"=fe.
Minthogy e a H félcsoport valamennyi elemével felcserélhetd,
ef =fe.
Tehdt
e=f.

Megmutatjuk, hogy a H félcsoportban az xe =ex alaki elemek G halmaza,
ahol x befutja H elemeit, részcsoportot alkot.
Csakugyan, ha x, y, z€ H, akkor

' xeye=xy-.e*=xye, ~
vagyis a G halmaz zdrt. e a G-nek neutrdlis eleme, mivel
e-xe=xe-e=xe?=xe.
A he € G elem jobb oldali inverzét a homocsoport definicidja szerint 1étezd 4" elemmel

képezhetjiik :
he-he=hhe?=e.

1 A félcsoportok algebrai elméletének alapvetd fogalmaira nézve CLIFFORD és PRESTON [1]
konyveire utalunk. A homocsoportok néhany jol ismert tulajdonsidgira emlékeztetiink a dolgozat
els6 felében.
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Ez a G=He részcsoport a H homocsoportnak homomorf képe. Az x —xe leké-
pezés homomorfizmus, mivel az xy =z reldcidt kielégit x, y, z€ H elemekre fenn-
all, hogy

xe.ye=xy-e=ze,

vagyis a leképezés miivelettarto.
A G = He csoport a H homocsoportnak kétoldali idedlja, ugyanis

xe:y=xy-e€qG

és  yxe=yx-e€G
tetszOleges y € H elemre nézve.
Ha I a H homocsoportnak tetszGleges kétoldali idedlja, akkor nyilvdn fenndll az

IGSING

tartalmazdsi reldcié. Ezért I és G k6z0s része nem iires. Megmutatjuk, hogy I és G
koz0s része egyenlé G-vel. IG ugyanis kétoldali idedlja G-nek, de csoportnak nincsen
valddi idedlja, igy /G =G. Tehat

G=IGSINGEG,
ahonnan kovetkezik, hogy
G=ING.

G tehdt olyan kétoldali idedlja a H homocsoportnak, amely része a H mindegyik
kétoldali idedljdnak. Az ilyen tulajdonsdgh idedlt univerzdlisan minimdlis idedinak
szokds nevezni (ldsd [1]).

Megmutatjuk, hogy ha egy F félcsoportnak van olyan G részcsoportja, amely
egyszersmind kétoldali idedlja is F-nek, akkor F homocsoport.

Legyen e a G csoport egységeleme. Akkor F-nek bdrmely a elemére ae€ G és
ea€ G, mivel G kétoldali idedlja F-nek. De akkor

ae =e(ae) =(ea)e =ea,
tehdt az e idempotents elem felcserélhet F-nek barmelyik a elemével. A homocsoport
definicidjdban szerepld A elem pedig:
W =ea =a’e,
ahol @’ az ae elem G-beli inverze. Valdban, ez kielégiti a

Wa=ah' =e
Osszefliggést.

Azt nyertiik tehdt, hogy egy F félcsoport akkor és csakis akkor lesz homo-
csoport, ha van olyan részcsoportja, amely kétoldali idedlja F-nek. Ennek az eredmény-
nek kovetkezménye, hogy példdul minden zérdelemes félcsoport homocsoport.

A homocsoportok (m, n)-idedljaival kapcsolatban bebizonyitjuk a kovet-
kez§ tételeket.?

2 Az (m, n)-ideal definicidjara és fontosabb tulajdonsigaira nézve a [2, 3, 4] dolgozatokra
utalunk.

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)



HOMOCSOPORTOK (1, n)-IDEALJAIROL 43

1. TEreL. Homocsoportmak bdrmely (m, n)-idedlja maga is homocsoport.

Bizonyitds. Legyen H egy homocsoport, amelynek G a csoportidedlja, A4 pedig
legyen H-nak tetszlleges (m, n)-idedlja. Akkor

A"GA" S A"HA" C A4
és
A"GA" S G,
mivel G kétoldali idedlja H-nak. Igy azt kaptuk, hogy
A"GA" C ANG,

tehdt 4 és G kozbs része nem iires. Mdsrészt 4G, mint részfélcsoport és (1, n)-
idedl kozos része, (m, n)-idedlja G-nek (ldsd [3], 4. 1. tétel), de csoportnak nincsen
valddi (m, n)-idedlja, ennél fogva

ANG=G.

Tehdt az 4 (m, n)-idedl tartalmazza G-t, ami nyilvdn A-nak is olyan részcsoportja,
amely egyszersmind kétoldali idedl is. Igy az 4 (m, n)-idedl csakugyan homocsoport.

Korolldrium. Homocsoportnak bdrmely bal oldali (jobb-, ill. kétoldali)
idedlja maga is homocsoport.

2. TeteL. Egy homocsoport csoportidedlia a homocsoportnak univerzdlisan
minimdlis (m, n)-idedlja.

Bizonyitds. Legyen H egy homocsoport, G a csoportidedlja. Akkor G nyilvdn
(m, n)-idedlja H-nak tetszéleges nemnegativ egészekbdl 4llé m, n szdmpdrra. Legyen
A valamely (m, n)-idedlja H-nak. Azt kell bizonyitanunk, hogy G benne van A-ban.
Mivel GE H és A (m, n)-idedlja H-nak,

A"GA* C A"HA" C A.

Masrészt konny(l beldtni, hogy az A™GA" halmaz (m, n)-idedlja G-nek. De A™GA
nem iires, s csoportnak nincsen valddi (m, n)-idedlja (ldsd [3]), igy kapjuk, hogy

A"GA" = G.

Tehdt a G csoportidedl valdban része a H homocsoport barmely A (i, n)-idedljdnak,
vagyis G csakugyan univerzdlisan minimdlis (m, n)-idedlja H-nak. Ezzel a 2. tételt
bebizonyitottuk.

Korolldrium. Bdrmely H homocsoport G csoportidedlija a H-nak univer-
zdlisan minimdlis bal oldali (jobb-, ill. kétoldali) idedlja.

3. TETEL. Homocsoport dOsszes (1, 1)-idedljanak halmaza a komplexus szor-
zdsra nézve homocsoport.

Bizonyitds. A [3] dolgozat 1. 12. korollariuma szerint egy félcsoport bdrmely
két (1, 1)-idedljanak a szorzata ismét (1, 1)-idedlja a félcsoportnak. Igy egy H homo-
csoport Osszes (1, 1)-idedljanak a halmaza is félcsoport a részhalmazok szorzdsdra
nézve. Jeloljik ezt a félcsoportot H,-gyel. Megmutatjuk, hogy H; homocsoport.
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NyilvdnvalS, hogy G, a H csoportidedlja (1, 1)-idedlja H-nak, vagyis G€ H, . Legyen
A a Hy-nek valamely eleme. Akkor
GASG

és a GA szorzat (1, 1)-idedlja G-nek, de a G csoport nem tartalmaz valédi (1, 1)-
idedlt, tehdt

GA=G.
Hasonlé moédon igazoihato, hogy

AG=G

bdrmely 4 € H, elemre. igy G a H, félcsoportnak zéruseleme, tehdt a H, félcsoport
valéban homocsoport. Ezzel a 3. tételt bizonyitottuk.
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ON (m, n)-IDEALS IN HOMOGROUPS
By
S. LaJos

Summary

In this paper the author proves the following results.

THEOREM 1. Any (m, n)-ideal of a homogroup H is also a homogroup.

COROLLARY. Any left (right, two-sided) ideal of a homogroup is also a homogroup.

THEOREM 2. Let H be a homogroup, G be the group-ideal of H. Then G is the universally minimal
(m, n)-ideal of H.

COROLLARY. The group-ideal of a homogroup H is the universally minimal left (right, two-
sided ) ideal of H.

The definition of the universally minimal (m, n)-ideal is analogous to that of universally mi-
nimal left ideal (see [1]).

THEOREM 3. The set of all (1, 1)-ideals of a homogroup is a homogroup under the multiplication
of subsets.
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