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BEVEZETO MEGJEGYZESEK

E dolgozat 0. §-dnak végén (I. rész, 195. oldal) mdr ismertettiik a 18. §-ban
kovetendd célokat és mddszereket. Ezt azonban most ki kell egésziteniink a kovet-
kezb megjegyzéssel:

Az 1. és a II. rész kéziratdnak (egyidejil), ill. a jelen IV. rész kéziratdnak elké-
sziiltét tobb mint egy év vdlasztotta el egymdstdl. Ez idé alatt jo néhdny olyan j
eredményt sikeriilt elérniink e dolgozat 1., 1I. és 111. fejezetének témakdrében egy-
arant, amely egyrészt — sokkal dltaldnosabb vagy élesebb 1évén — egyes, az el6z8
részekben kozolt és bebizonyitott tételeket szinte ,.feleslegessé” tesz, mdsrészt
lehetségessé — s6t sziikségessé is — teszi a dolgozatot lezdré probléma-gyiijtemény
Iényegesen mds megfogalmazdsdt, mint ahogyan azt eredetileg terveztiik. Ez rész-
ben gazdagoddst jelent, amennyiben t6bb eredményt, példat, alaposabban indikdlt
problémdkat kozolhetiink, tovdbbd sokkal szélesebb teriileten mozgunk (pl. a
dimenzidelméleti vonatkozdsi témdkndl mdr nem maradunk féleg a szepardbilis
metrikus terek és egyetlen klasszikus dimenzi6fogalom — a MENGER—URISZON-
dimenzié — korében); részben viszont ,szegényedést” jelent, amennyiben egyes
problémdk idGkodzben megoldddtak, s igy most ,kiesnek” a problémagyijtemény-
bél. Ugy gondoljuk azonban, hogy ha az olvasé e dolgozatot cikksorozarnak tekinti
(mint ahogy tulajdonképpen az is), akkor az elmondottak nem fognak zavardan
hatni.

* Azl IL,ill. II1. rész az MTAII. Oszt. Kizl. 17 (1967) 2., 3., ill. 4. szimaban jelent meg. A r6-
viditések és jelolések teljes mutatdjat és a definicidk teljes mutatdjat is az 1. részhez csatoltuk. A jelen
részben el6fordulé irodalmi utalasok [1}-t6l [56)-ig az 1. részben kozolt irodalomjegyzékre, [57)-
tol [77}-ig pedig annak e rész végén kozolt kiegészitésére vonatkoznak.
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46 DEAK E.

A témdnak ez a tovabbfejlodése természetesen jabb irodalmi hivatkozdsokat is
szlikségessé tett; ezért az 1. részben kozo6lt — s ott ,,teljes”’-nek mondott — irodalom-
jegyzékhez a jelen rész végén egy kiegészitést csatoltunk.

Végiil megjegyezziik, hogy tavolrdl sem foglalkozunk itt minden olyan, az IS-
fogalommal kapcsolatosan felmeriilt problémdval, ami érdekesnek ldtszik. Igyekez-
tiink féleg azokat a problémdkat kivdlasztani, amelyeknek ,,érdekességét” vala-
mennyire (estleg mdr elért részeredmények bemutatdsdval) dokumentdlni vagy
legaldbb érzékeltetni is tudjuk.

18. §. Problémak és kiegészitések

1. AZ IRANYDIMENZIO KAPCSOLATAI MAS DIMENZIOKKAL

Az 1. és II. részben Dim X-et még csak ind X-szel hoztuk kapcsolatba; a beve-
zetésben is (5. 3)-nak csak egy ilyen érteim{i dltaldnositdsdt emlitettik [23]. Azébta
azonban Kiterjesztettiik vizsgdlatainkat a CecH-féle nagy induktiv dimenzidral
és a LEBESGUE-féle lefedési dimenzidra? is; ezért most az Ujabb eredmények és a problé-
mak ismertetésénél mindhdrom ,,klasszikus” dimenzidt tekintetbe vessziik.

Az (5. 3) tételben egy szeparabilis metrikus X terekre vonatkozo aszimptotikus
kapcsolatot dllapitottunk meg ind X és Dim X kozott. Figyelembe véve, hogy
a szepardbilis metrikus terek korében a hdrom klasszikus dimenzié ekvivalens
(1. pl. [47] 90), most igy fogalmazzuk az (5. 3) tételt:

(18. 1) TETEL. Legyen X szepardbilis metrikus tér.

A. Ha Dim X <§,, akkor ind X, Ind X és dim X egyardnt véges, sét

ind X
IndX ¢ = Dim X,
dim X

B. Ha ind X <o, ill. Ind X< e, ill. dim X <oo, akkor

2.ind X+1,
DimX =12. Ind X+1,
2.dimX+1.

Itt az ID és a klasszikus dimenzidk kapcsolatdnak két tipusadt ldtjuk. Ha ezek
bdrmelyikét tereknek valamely olyan b6vebb osztdlydra kivdnjuk dtvinni, amelyben

t DeFNicIO: Ind @ = —1; Ind X=n (=0, 1, 2, ...), ha barmely nem lres zart halmaz kor-
nyezetrendszerének van bazisa olyan nyilt U halmazokbdl, amelyekre Ind Gr U = n—1; végiil
Ind X=r (n=0,1,2, ...), ha Ind X=n és Ind X ss n—1. Azt a tényt, hogy valamely X térnek nincs
ilyen dimenzidja, az Ind X=e szimbolummal szokds kifejezni.

2 DerNicIO: dim @= —1; dim X=n (1n=0, 1, 2, ...), ha X barmely véges nyilt lefedésének van
olyan véges nyilt finomitdsa, amely szintén lefedése X-nek és amelynek rendje legfeljebb n+1, ami
azt jelenti, hogy ezen utobbi halmazrendszer barmely n+2 tagjanak metszete az ires halmaz;
végil dim X=r (n=0, 1, 2, ...), ha dim X=nés dim X ssn—1. Azt a tényt, hogy valamely X térnek
nincs ilyen dimenzidja, a dim X=o szimbolummal szokas kifejezni.
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DIMENZIO ES KONVEXITAS, IV. 47

a klasszikus dimenzidk ekvivalencidja nem all fenn vagy nincs bizonyitva, akkor
a megfeleld hdrom 4llitds természetesen kiilon-kiilon dltaldnositdst kivdn.

Ami mdarmost az A. tipust illeti, ilyen eredményeknek két csoportjat taldltuk
az L. és II. rész elkésziilte Ota. .

Mindegyik tételcsoport bizonyos alaptételekre épiil.

Az egyik csoport alaptételei [61]:

(18.2) TETEL. Ha egy X térre Dim X =1, akkor ind X=1.
(18. 3) TETEL. Ha egy X térre Dim X =1, akkor Ind X=1.
(18. 4) TETEL. Ha egy X térre Dim X =1, akkor dim X=1.

Taldn emlitést érdemel az a (nem is az ID-re vonatkozé) tény, amely e hdrom
tételnek (3. 7)-tel vald Gsszekapcsoldsdbdl adodik:

(18. 5) TETEL. Ha X rendezéstopologikus tér, akkor
ind X=1, Ind X=1, dim X=1.

A hdrom alaptétel tovdbbi, nehezebben bizonyithaté kovetkezményei koziil
megemlitjiik a kovetkezdket [61]:

(18. 6) TETEL. Ha X olyan lokdlisan kompakt metrikus tér, amelyre Dim X < §&,,
akkor
dim X=Dim X.

(18. 6a) TETEL. Ha X olyan rendes Ty-tér, amely a Lindeldf-tulajdonsdggal bir,
és amelyre Dim X <, akkor
dim X =Dim X.
A madsik tételcsoport alaptételei [62]:
(18.7) TEreL. Ha X olyan tér, amelyre Dim X<g,, akkor
ind X=Dim X.
' b}
(18. 8) TETEL. Ha X kompakt tér és Dim X < §,, akkor
Ind X=Dim X.

(A (18.7) tétel a (18. 1) A. tétel ind-re vonatkozé részének, a (18. 2) tételnek
és a 0. § aprébetiis részében emlitett tételnek egyardnt a lehet legmesszebbmend
altaldnositdsa.) Itt is szdmos érdekes kévetkezmény adédik. (18. 7)-bél és (18. 8)-bSl
pl. (az els6 esetben P. Sz. ALEXANDROV tétele alapjdn, amely szerint, ha X kompakt
HAUSDORFF-tér é€s ind X <o, akkor dim X=ind X [57]; a mdsodik esetben pedig
N. VEGYENNYISZOV tétele alapjdn, amely szerint, ha X normadlis HAUSDORFF-tér
és Ind X < <o, akkor dim X=Ind X [77]) egyardnt adddik a kovetkezs, (18.7) és
(18. 8) mellé szinte ,,odakivdnkozé” tétel:

(18.9) TETEL. Ha X kompakt HAUSDORFF-tér és Dim X < R,, akkor
dim X=Dim X.
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(18. 10) Az alkalmazds tovabbi példdjaként kozoljiik (18. 6)-nak egy (18. 9)-en
alapul6 és a [61]-belinél 1ényegesen rovidebb bizonyitdsdt:

C. H. DowkEer egy tétele ([64] 108) szerint a parakompakt normdlis X terek
kérében dim X ekvivalens loc dim X-szel.3 .

Ez a tétel specidlisan metrikus X terekre is alkalmazhat6. Ha mdrmost X lokdlisan
kompakt metrikus tér, akkor minden egyes x pontjanak van kompakt (tehdt egyben
zart) U, kornyezete, és az ID monotonitdsa alapjan Dim U, =Dim X. Ha végiil
— mint ahogyan feltételeztik — Dim X <§,, akkor (18.9) szerint dim U,=
=Dim X (x€X), vagyis locdim X definiciéja értelmében loc dim X'=Dim X.
Ez utébbi pedig DOWKER idézett tétele szerint ekvivalens a dim X =Dim X egyen-
16tlenséggel, qu. e. d.

Bemutatjuk még (18. 9) kdvetkez4 alkalmazdsat:

(18. 11) TéTEL. Ha X o-kompakt Ty-tér* és Dim X <§,, akkor
dim X=Dim X.

Bizonyitds. Ismeretes, hogy minden o-kompakt T;-tér parakompakt (pl. [33] 172
vagy [37] 96); ismeretes tovdbbd, hogy ha {X,: a€A} egy (akdr csak lokdlisan)
megszdmldlhato, zdrt lefedS rendszere egy parakompakt X térnek és

sup {dim X,: a€ A} <eo,
akkor
dim X=sup {dim X,: a€ A4}

(pl. [47] 195). Legyen mdrmost
x=0x,
i=1
ahol mindegyik X; kompakt altere X-nek; az ID monotonitdsa miatt ekkor
Dim X;=Dim X (i=1,2,..).
Az X; alterek természetesen HausDoORFF-terek, tehdt (18.9) szerint

dim X,=Dim X (i=1,2,...).

/
Ha most még tekintetbe vessziik, hogy az X-k zdrtak is, akkor az idézett Osszeg-
tétel szerint
dim X=Dim X
kovetkezik, qu. e. d.®

3 DeFINic1O: loc dim @ = — 1 ;loc dimX=n(n=0, 1, 2, ...) azt jelenti, hogy minden x ¢ X pont-
nak van olyan zart U, koérnyezete, amelyre dimU,=n; végil loc dim X=n(n=0,1,2,...), ha
loc dimX=n és locdim X3n—1. Azt a tényt, hogy valamely X térnek nincs ilyen dimenzibja,
a loc dim X=e szimbolummal fejezziik ki. -

4 A ,,T5-tér” kifejezést a ,,regularis T,-tér” értelemben hasznaljuk.

s A (18.11) tétel valddi Kiterjesztése a (18.9) tételnek: (18. 11) természetesen vonatkozik
minden kompakt HAUSDORFE-térre, de pl. a megszamlalhatoan végtelen diszkrét tér olyan o-kompakt
T,-tér, amely nem kompakt. Erre az X térre egyébként trividlisan dim X=0 és (3. 6) szerint Dim X=1.
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Mindezek utdn természetes az elsé kérdésfelvetés:

(18.12) Probléma. Tereknek mely (az Osszes szepardbilis metrikus tereket
tartalmazé vagy esetleg mds) tovdbbi osztdlyaira és mely klasszikus dimenzidkra
érvényesek A. tipusi tételek?

Ugy tiinik, hogy még sok lehetdség van ilyen eredmények elérésére, akdr az alap-
vetd (18.2), (18.3), (18.4), ill. (18.7), (18. 8), (18.9) tételek kiakndzdsdval, akdr
mds médon. §

Lényegesen nehezebbnek ldtszik azonban valamely, a szepardbilis metrikus
tereknél bbvebb osztdlyra vonatkozé B. tipusi tételt nyerni,” ami mind ez ideig
nem is sikeriilt. Hogy itt mekkora nehézségekre kell szdmitani, azt taldn érzékeltet-
heti az a szoros kapcsolat, amely mind a (18. 1), B. tétel, mind e tétel a hdrom klasz-
szikus dimenzié valamelyikére vonatkozd részének egy a szepardbilis metrikus
terekénél ténylegesen bévebb & osztdlyra vonatkozd esetleges kiterjesztése és a
MENGER—NGOBELING-féle (0. 8) bedgyazdsi tétel (a) része kozott fenndll. Egyrészt
a (18.1), B. tételt (0.8), (a) felhaszndldsdval bizonyitottuk (1. (5. 3) bizonyitdsdt).
Madsrészt: ha egy ilyen & osztdlyra igaz lenne pl. az

XeZ,ind X <co=Dim X=2.ind X+1,
XeZ, Ind X <co=Dim X=2. Ind X +1,
XeZ,dim X <eo=>Dim X=2. dim X +1

éllitdsok valamelyike, akkor ebbdl a (10. 1) bedgyazdsi tétel és a hdrom klasszikus
dimenzidnak a szepardbilis metrikus terek korében valé ekvivalencidja alapjan
kovetkezne a (0. 8), (a) tétel. Vdrhatd tehdt, hogy az ilyen ditaldnos B. tipust
tételnek — ha egyaltaldn létezik — legaldbb olyan nehéz a bizonyitdsa, mint a
MENGER—NOBELING-tétel (a) részéé.

Egy tovabbi korilmény pedig arra mutat, hogy a probléma még ennél is sokkal
nehezebb lehet. A MENGER—NOBELING-tételnek (tudomdsunk szerint) minden
bizonyitdsdban ui. lényegesen kihaszndljak az un. felbontdsi tételt®a. Mivel pedig

6§ Megjegyzendd, hogy eddigi vizsgaloddsaink soran még egyetlen olyan X térre sem bukkan-
tunk, amelynek valamely klasszikus dimenzidja véges és az ID-jandl hatdrozottan nagyobb volna.
Erdemes tehat a kérdést igy is megfogalmazni:

(18.12.a) Probléma. Van-e olyan X tér, amelyre a
Dim X<ind X <o,
Dim X<Ind X' <o,

Dim X<dim X<
reldciok valamelyike teljesiil?

Az ilyen példak megtaldlasa vagy akdr csak keresése is bizonyara eldsegitené a (18. 12) prob
léma megoldasat.
$a FEgy szepardbilis metrikus X térre pl. akkor és csak akkor Ind X=n (n=0,1,2,...), ha X
eléallithato az .
n+

X=U X, IndX,=0 (=12,..,0+1)
i=1

i=

alakban (pl. [31) 32; tetszOleges metrikus terekre pl. [47] 19).
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ezzel analdg tétel az ID-ra vonatkozéan nem all rendelkezésre (s6t nagyon valo-
szinlitlen is, hogy az ID-nak volna ilyen tulajdonsdga), azért az egész problémakor
megkozelitését talan azzal kellene kezdeni, hogy megkiséreljiik a MENGER—NOBELING-
tétel (a) részét a felbontdsi tétel néikiil bizonyitani. Azon tul, hogy az ilyen bizonyi-
tds létezésének ténye Onmagdban is igen érdekes lenne, a bizonyitds modszerét
esetleg fel lehetne haszndlni az ID-ra vonatkozo itt felvetett probléma megolddsdra,
amelyet taldn igy célszeri megfogalmazni:

(18.13) Probléma. Van-e a szepardbilis metrikus tereknél ténylegesen bé-
vebb & osztdly, tovdbbd olyan (n nemnegativ egész értékein értelmezett pozitiv egész
értékit) f(n)=O0O(n) fiiggvény (optimdlis esetben f(ny=2n+1), hogy az

XeZ,ind X <oo=>Dim X=f(ind X),
XeZ, Ind X <o=Dim X=f(Ind X),
XeZ,dim X <eo=Dim X =f(dim X)

dllitasok valamelyike igaz?

Ha e problémadra vonatkoz6 pozitiv eredményt nem is sikeriilt még elérni, talan
elosegitik a probléma megkozelitését a negativ eredmények, ti. az olyan (sajnos
metrikus, tehdt a szepardbilis metrikus tereknél ,,nem is sokkal” dltaldnosabb)
terek példdi, amelyek biztosan nem tartoznak valamely (18. 13) szerinti & osztdly-
hoz. Ilyenek pl. az S(4) csillagterek’, amelyekr8l nagyon kénnyen beldthatd, hogy

7 A csillagtér fogalmat H. J. KowaLsky vezette be [70] dolgozatiban, hogy ennek segitségével
az UriszoN-féle bedgyazasi tételnek egy kozvetlen altalanositasat fogalmazza meg, amely R. H. BING
nevezetes metrizdcios tételével ([58], vagy pl. [33] 127, 130) szemben az altalanos metrikus tereket
nem egy intern, hanem egy extern (bedgyazhatdsagi) tulajdonsiggal karakterizilja.

DeriNic16: (A rovidség kedvéért egy Kowarskyéndl tdmorebb fogalmazdst valasztunk.)
Legyen A egy nem-iires indexhalmaz és

S(4) ={0}u J{(c,n):0<c=1,acA4}.
Nevezzik az ilyen S(A4) halmazt csillagnak, amelynek a
{Ou{(c,x):0<c=1} (CAF))

részhalmazai az un. sugarai. Minden csillag egyenld sugarainak egyesitésével. Ha marmost egy S(A)
csillagot azzal a (nyilvanvald) metrikaval ruhazunk fel, amelyet a

5x ) fx =yl ha x és y egyazon sugarhoz tartoznak,
X, =
7 [x|+ 1yl ha x és y nem tartoznak egyazon sugarhoz
(x, yeS(4))

fiiggvény hataroz meg, akkor az igy kapott metrikus teret (az A indexhalmazhoz tartoz0) csillagtérnek
nevezzik.

KowaLsky emlitett tétele igy hangzik : egy tér akkor és csak akkor metrizilhatd, ha topologikusan
bedgyazhato megszamlilhatoan sok csillagtér topologikus szorzatdba ([70] 337).

(E rendkiviil érdekes tétel kiilonbozd kiegészitéseit, tovabba ezeknek dimenzidelméleti vonat-
kozasait illetéen 1. pl. [47] 184.)
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dimenziéjuk mindhdrom klasszikus értelemben 1-gyel egyenld, barmilyen szdmos-
sdgl legyen is az 4 halmaz. Ami viszont egy csillagtér ID-jat illeti, biztos, hogy

(18.13.1) DimS(4) = A4 (4> §),
és valdszin(i, hogy
(18.13.2) DimS(4) = 8, (Ro< 4 = ).

Frdekes, hogy viszont biztosan
(18.13.3) DimS(4) =2 (4 =18,

tehdt 2-nél nagyobb véges ID a csillagterek korében valdsziniileg nem is fordul
el6.8 A (18. 13)-nak esetleg megfelelé & osztdly karakterizdldsdnal tehdt bizonydra
szerepet jatszanak majd olyan ,,j6” tulajdonsagok (pl. lokdlis kompaktsdg stb.),
amelyekkel a nem-megszdmldihato, s6t dltaldban a végtelen A-hoz tartozo csillag-
terek nem rendelkeznek; ilyen moddon tehdt ezek és az ezekhez hasonld esetleges
tovabbi ellenpéldak hasznos irdnymutatdssal szolgdlhatnak a (18.13) probléma
megolddsahoz.

(18. 14). A vdrhatd nagy nehézségek és a kedvezbtlen elbjelek ellenére is érde-
mesnek latszik a (18. 13) problémadval foglalkozni, hiszen egy ilyen tipusi eredmény-
nek a madr emlitetteken kiviil tovdbbi igen érdekesnek mondhaté kdvetkezményei
lennének. Pédaképpen megemlitjiik a kovetkezOket:

1. Azoknak az Z-beli tereknek az 1D végességével vald karakterizdldsa, ame-
lyeknek a megfelelo klasszikus dimenzidja véges. Ez tehdt az (5. 4), 2° eredménynek
az X osztélyra valé kiterjesztése lenne (amelyhez persze nem is sziikséges, hogy
f(n)=0(n) legyen).

2. Olyan tételek, amelyek — a (8. 4) mdsodik bedgyazdsi tétel alapjan — biz-
tositjak, hogy bdrmely Z-beli rendes és a megfelels klasszikus értelemben véges
dimenzidju Ty-tér topologikusan bedgyazhaté legyen megadott (,,nem til nagy”)
szdmil rendezéstopologikus tér topologikus szorzatdba. (Az optimumnak, vagyis
a lehetd legkisebb tényezdszdamnak a meghatdrozdsa — vO. (9. 2. 3) — ezen az uton
persze nem érhetd el.) Természetesen ez is MENGER—NOBELING-tipusu tétel lenne,
amely a szepardbilis metrikus tereknél ténylegesen bOvebb osztalyra érvényes,
de azon az dron, hogy tényezlterekként kozelebbrdl alig karakterizdlt rendezés-
topologikus tereket kellene megengedni (amelyekrdl csupdn annyit tudunk minden-
esetre, (1. 9. 3) alapjan, hogy mint rendezett halmazok rendezés-teljesek, vagyis,
hogy minden feliilrdl, ill. alulrél korldtos részhalmaznak van szuprémuma, ill.
infimuma); igaz viszont, hogy ezek mindegyike, (18. 5) szerint, bdrmelyik klasszikus
értelemben 1-dimenzids!

3. Kompaktifikdcids tételek, amelyek bizonyos, valamelyik klasszikus értelem-
ben véges dimenzidji, de ugyanezen dimenziéval nem kompaktifikdlhaté terek
esetében (vagy olyan esetekben, ahol ennek lehetGsége nincs tisztdzva) legaldabb
annyit biztositananak, hogy az illet tér topologikusan bedgyazhaté ,,nem tul sok”
(ugyanabban az értelemben) 1-dimenzids tér szorzatdba; ehhez csupdn a megfeleld

8 A (18. 13. 3) allitas szinte trividlis, hiszen A= %o esetén S(A4) igen konnyen beagyazhatod az
euklidészi sikba. A (18. 13. 1) allitas bizonyitasat és a (18. 13. 2) sejtéssel kapcsolatos részeredménye-
ket egy késObbi dolgozatban fogjuk ké6zolni.
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(18. 12)-tipust tételnek a (8.4) mdsodik bedgyazdsi tétellel, tovdbbd (18. 5)-tel
vald Osszekapcsoldsa sziikséges. Mivel pedig (1. 10) és TyiHoNOV jol ismert szorzat-
tétele (pl. [33] 143) szerint az igy létrejovo szorzat sziikségképpen kompakt Hauss-
DORFF-tér, a (3.7) és a (2. 6), (a) tételt, tovabbd a (18.7), (18.8), (18.9) tételek
koziil a megfelel6t felhaszndlva, végiil is azt az eredményt nyernénk, hogy egy
Z-beli rendes és valamelyik klasszikus értelemben véges dimenzidja T,-tér bdr-
melyik klasszikus értelemben ,,nem sokkal nagyobb” dimenzidval kompaktifikdl-
haté.®

Megjegyezziik még, hogy a 2. és 3. tipust tételek!® olyan eredményeket fejez-
nének ki, amelyek — akdrcsak a (18.5) tétel — teljesen a ,,szokdsos” dimenzio-
elmélet keretébe tartoznak (megfogalmazdsukban nem szerepel az 1D), de bizonyi-
tasuk (s6t a probléma felvetése is) az ID-n alapszik. Ez kétségteleniil igazolnd
az 1D hasznossdgat a klasszikus dimenziok elmélete szempontjdbdl is. A problémdk
e csoportjanak ilyen részletes ismertetésével éppen azt a torekvésiinket is kivdntuk
kifejezni, hogy az ID-nak a hagyomdnyos dimenziéfogalmaktdl kétségteleniil
teljesen eliité koncepcidjdt (a sajat, ,,intern” problematikdjdnak feldolgozdsa mellett)
legaldbb kovetkezményeiben lehetSleg kozel vigyiik a ,,szokdsos” dimenzidelmé-
lethez.

2. AZ IRANYDIMENZIO INDUKTIV £S LOKALIS DEFINICIOJA

Az 1. pont befejez6 gondolatdt folytatva megjegyezziik, hogy az 1D elméle-
tének tovabbi fejlédését (pl. az 1. pontban vdzolt problémdk megolddsdt is) taldn
el6segitené, ha sikeriilne megsziintetni (vagy legaldbb enyhiteni) azokat a jelentds
eltéréseket,. amelyek mér az ID definicidjdr is megkiilonboztetik a klasszikus dimen-
ziokétol.

Az ID fogalmdnak egyik lényeges formai eltérése a MENGER—URISZON- és
a CecH-dimenziétdl egyardnt: definicidjdnak nem-induktiv (nem-rekurziv) volta.
Természetesen egydltaldn nem valdszin(, hogy pusztdn ez a koriilmény lényegesen
korldtozhatnd az ID koncepcidjdnak eredményességét.

Azt az elvet, hogy egy ,,természetes” dimenziéfogalomnak induktiv felépitésii-
nek kell lennie, el8sz6r H. POINCARE mondta ki [49]-ben, ahol az ilyen dimenzid-
definiciénak elsé példdjdit — mintegy prototipusdt adta meg. Definici6jdt, amely
tobb részletében nem volt eléggé preciz, L. E. I. BROUWER modositotta [11}-ben
az elsé korrekt, induktiv (és egyébként kompaktumokra a késébbi MENGER—
Uriszon-félével ekvivalens) definiciévd. Az E. Cecn 4ltal bevezetett Ind X fogal-
mdnak definicidja az ind X-ével analdg; az eltérés az, hogy pontok kdrnyezet-
rendszere helyett zdrt halmazok kérnyezetrendszerébdl indul ki (s ezzel persze
elvész a fogalom lokdlis jellege). MENGER, alapvetS [44] monogréfidjaban és tobb

o Itt a (3.7), (2. 6),(a) ésa(18.7),(18. 8)ill. (18. 9) tételek egyiittese esetleg potolhatd egyetlen
tétellel, ti. a MENGER-féle (0. 6) szorzattétel valamelyik alkalmas ismert altaldnositdsival vagy ana-
logonjaval; pl. a LEBESGUE-dimenzi6 esetében (ha lemondunk a ,,barmelyik™ szorél), E. HEMMINGSEN
kovetkezd tételével [68]: ha X, és X, véges-Lebesgue-dimenzidjii kompakt HAUSDORFE-terek, akkor

dim (X, X X,) = dim X, +dim X, .

(Ezt csak példaképpen emlitjitk; a dimenzidelmélet irodalmaban tobb ilyen jellegii és az itt vazolt
célra is alkalmas szorzattétel szerepel.)

1o Tulajdonképpen itt ugyanannak a dolgonak, ti. a masodik bedagyazasi tételnek két kiilonbsz6
vonatkozdsban valoé kiaknazdsir6él van szo.
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mds helyen, szdmos alkalommal hangsillyozta a dimenzié induktiv definiciéjdnak
természetességét és elengedhetetlenségét.

Az induktiv felépités mégsem valt altaldnos kovetelménnyé a dimenzidelmélet-
ben, hiszen pl. a nevezetes LEBESGUE-féle ,,lefedési dimenzio” sem induktiv, mdr-
pedig ennek a fogalomnak a jelentsége a dimenzidelméletnek mdr e dolgozat
bevezetésében emlitett UJabb a nem okvetleniil szepardbilis, hanem tetszGleges
metrikus terek korében mozgé szakaszdban messze feliilmulja a mdsik két klasszikus
dimenzid (de leginkdbb a kis induktiv dimenzio) jelentOségét.

Mindazondlital hasznos és érdekes lehetne az irdnydimenzidonak egy induktiv
— ¢és legaldbb a topologikus terek valamely nem tul szlik osztdlydn az eredetivel
ekvivalens — definicidjat keresni. Taldn alkalmas kiindulds a kovetkez5:

(18. 15) TETEL. Legyen X tetszbleges tér, amelyre Dim X=n (n=3,4,...).
Ekkor bdrmely x€ X pont kdrnyezetrendszerének van egy bdzisa olyan (X regula-
ritdsa esetén akdr zdrt) kirnyezetekbidl, amelyek mindegyikének H hatira n—1
zdrt H; részhalmaz egyesitése, ugyhogy Dim H;=n—1 (=1,2,...,n—1).1!

Ez az eredmény szinte magdtol értetddéen indikdlja a kovetkezé kérdéseket:

(18.16) Probléma. Lehet-e a (18. 15) tételt (esetleg nem tetszbleges X terekre,
hanem azoknak valamely & osztdlydra vonatkozéan) akdr a H; részhalmazok szdamdt,
akdr azok 1D-jdt illetben lényegesen (tehdt a 11. ldbjegyzetben kozolt (18.15.a)
tételen — amely tulajdonképpen ,,aszimptotikusan ekvivalens™ (18. 15 )-tel — til-
menden is) élesiteni?

(18.17) Probléma. Van-e a tereknek olyan & osztilya, amelybe tartozo
végtelen 1D-jii terekre is érvényes valamely (18. 15)-tipusi tétel?

(18.18) Probléma. Van-e a tereknek olyan & osztdlya, amelyekre vonat-
kozéan valamely (18. 16)- vagy (18. 17)-tipusti tétel megforditdsa is igaz?

Ha erre a kérdésre igenlé volna a vélasz, akkor ilyen moédon Dim X-nek
egy (esetleg csak korldtozott érvényességi korili) induktiv definicidjdhoz jutndnk,
amely rdaddsul lokdlis is lenne, tehdt (formailag) ezdital is kozelebb dllna a Menger—
Uriszon-dimenzié definicidjdhoz.!?

11 Az n=2 esetre vonatkoz6 anal6g tétel nyilvinvaldéan nem igaz, n=1 esetén pedig az analog
allitasnak nincs is értelme. — A tételt egyébként [59)-ben a kovetkezd élesebb fogalmazasban bizo-
nyitjuk be:

(18. 15. a) TETEL: Legyen n=2 természetes szam és X olyan tér, amelyre Dim X= n. Ekkor bdrmely
x € X pont kornyezetrendszerének van bazisa olyan (X regularitdsa esetén akdr zdart) kornyezetekbdl,

2n
amelyek mindegyikének hatdra elédllithaté [?] legfeljebb n—1 1D-jii zdrt részhalmaz egyesitéseként.

(Ha c valds szam, akkor [c] a legkisebb olyan egész szimot jelenti, amely nem Kkisebb c-nél. —
Az n=2 esetet itt nem kell kizirni.)

12 Ami a lokalis jelleget illeti: tobb lehetdség is kinalkozik arra, hogy az ID fogalmabél kiin-
dulva lokalis jellegii (dimenzi6-) fogalmakat alkossunk. Ezekre e helyen nem tériink ki

Egyébként a lokalis jelleg sem altalanos kovetelmény a dimenzidelméletben (bar pl ALEXITS
GYORGY e dolgozat bevezeté€sében mar idézett [4] cikkében — a 46. oldalon — meggydz6en hang-
sulyozza ennek jelentdségét), hiszen Ind X és dim X sem lokdlis dimenziéfogalmak. Erdekes viszont,
hogy a legijabb dimenzidelméleti irodalomban tobb kilénb6zd, Ind X-bdl, ill. dim X-bol ,,eloallltott”
uj lokalis dimenzidfogalom meril fel (vo. pl. a 3. labjegyzettel), amelyeket nem kis haszonnal alkal-
maznak is.

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)




54 DEAK E.

3. IRANYOK METRIZALHATOSAGA

J. NAGATALGS! szdrmazik a kovetkezd tétel ([73], 166):

(18. 19) TETEL. Legyen X metrikus tér. Ha n természetes szim és dim X =n,
akkor X topologikusan bedgyazhaté n+1 olyan X; metrikus tér topologikus szor-
zatdba, hogy dim X;=1 (i=1,2,...,a+1).

Valosziniileg ma is nyitott kérdés azonban (legaldbbis maga NAGATA 1965-ben
megjelent kdnyvében még annak tartja), hogy nem elég-e minden esetben n tényezd is?

Erdekes mdrmost ezt Osszevetni a kovetkezSvel, ami a (8.4), (1.10), (3.7)
és (18. 4) tételek kovetkezménye:

(18. 20) TETeEL. Legyen X rendes Ty-tér. Ha n pozitiv természetes szdm és
Dim X=n, akkor X topologikusan bedgyazhaté n olyan R; kompakt rendezés-
topologikus tér (ti. X bdrmely rendes minimdlis 1S-ja elemeinek) topologikus szor-
zatdba, hogy dim #,=1 (i=1,2, ..., n).

Az analdgia szembeszokd, s e két tétel szembedllitdsa a kérdéseknek és lehetd-
ségeknek egész sorat indikalja, amelyeknek kozos magja a kovetkez6:

(18.21) Probléma. Meg lehet-e adni (célszertien esetleg megszamldlhaté
ID-ju) rendes Ty-tereknek olyan, a szepardbilis metrikus terekénél ténylegesen bovebb
X osztdlydt, hogy bdrmely X ¢ & térnek legyen olyan rendes minimdlis 1S-ja, amely-
nek minden irdnya a rendezés-topolégidval felruhdzva metrizdalhatoé?

Azokra az eszkozokre, amelyeknek felhaszndldsdt e probléma megolddsdra
meg lehetne kisérelni, itt nem tériink ki; az dltaldnos topoldgia irodalmdban egy
tér metrizdlhatésdgdnak rengeteg elégséges feltételét adtdk mdr meg (csak példa-
képpen utalunk KowaLskynak az 1. pontban idézett tételére), s ezek egy része
raaddsul dimenzidelméleti vonatkozdsi (vO. NAGATA [47] konyvének V. fejezetével).

A kovetkezOkben vdzlatosan dttekintjiikk azokat az eredménytipusokat, ame-
lyeket egy (18. 21)-tipusu tétel tenne lehetdvé!3:

1. Ha Z metrikus tereknek olyan osztdlya, amelyre a LEBESGUE-dimenziéra
vonatkoztatott (18. 12) probléma megoiddst nyer, akkor (18. 20) révén olyan tétel-
hez jutunk, amely NAGATA emlitett kérdését, ha nem is az dltala tekintett

{X: X metrikus tér, dim X=n} n=1,2,..)

osztdlyokra, de legaldbb minden ilyen osztalynak egy részére, ti. a megfeleld
{XeZ: Dim X=n}

osztdlyokra pozitivan megvalaszolja.

2. Az el8bbinek bizonyos értelemben forditottja az a lehetdség, hogy a (18. 21)
probléma valamely megolddsa révén (18.12)-nek egy megolddsdhoz jussunk.
Ha ui. & véges ID-ju és sziikségképpen metrikus tereknek olyan osztdlya, amelyre

1
13 Jtt Iényeges szerepet jatszik a kdvetkez6 két ismert (és szinte trividlis) tény: megszdmlalhatéan

sok metrikus tér topologikus szorzata metrizilhat6, és minden metrikus tér minden (topologikus)
alteré is metrizalhatd.
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a (18. 21) kérdés mdr pozitiv vdlaszt nyert, akkor minden X€ % tér (18. 20) alap-
jan topologikusan bedgyazhaté egy olyan ¥ kompaktumba, amelyre (pl. HEMMINGSEN-
nek a 9. labjegyzetben kozolt tétele szerint) dim Y= Dim X; mivel pedig a metrikus
terek korében a LeBEsGUE-dimenzi6 ekvivalens a CECH-dimenzidval 14 és (tehat
mindkettd) monoton'3, tovibbd minden X T,-térre trividlisan ind X=Ind X !,
mindebbdl az kovetkezne, hogy bdrmely X €% térre

ind X=Ind X=dim X=dim Y=Dim X.

3. Ha sikeriilne a (18. 21) problémadt megoldani, akkor ebbdl — attél fiiggden,
hogy a megolddst jelenté & osztdly karakterizdcidjdban & tagjainak metrizdlhato-
sdga szerepel, i i. annak megszamldlhato voltdval)
kifejezett elégséges feltételt nyernénk arra, hogy egy metrikus tér szeparabilis legyen
(ui. minden kompaktum szepardbilis, tehdt megszdmldlhaté bdzisq, és egy meg-
szamldlhaté bazist térnek minden altere is ilyen tulajdonsdgil), ill. hogy egy tér
egydltaldn metrizdlhaté legyen.!”

4. A RENDES TEREK OSZTALYANAK KARAKTERIZALASA

Jeloljiik
&/-val a tokéletesen normadlis Tj-terek,
%-vel a rendes Ty-terek,

14 FEzt, a dimenzioelmélet ujabb szakasza szamadra talan legalapvetdbb tételt eloszér M. KATE-
Tov bizonyitotta be 1952-ben [69]; azbta tébben (pl. K. MoriTa [72], C. H. DOWKER, W. HUREWICZ)
is bebizonyitottak. Egy bizonyitds és néhdny irodalmi adat taldlhatdé NAGATA kornyvében ([47]
22—28). — Egyébként a dimenzidelmélet ,,klas3zikus” szakasza szdmdra nem kevésbé alapvetd az a
(18. 1)-gyel kapcsolatban mar emlitett tény, hogy a szepardbilis metrikus terek korében mindhdrom
klasszikus dimenzi6 ekvivalens. — Azt, hogy nem-szeparabilis metrikus tér kis induktiv dimenzidja
nem okvetleniil egyezik meg a masik két dimenzidjival, elészor P. Roy mutatta meg méltan nagyon
hires {74] cikkében, amelyben olyan (rdaadasul teljes) metrikus X teret konstrualt, amelyrdl bebizo-
nyitotta, hogy ind X=0 és dim X=1.

15 Ind X monotonitasinak bizonyitasat illetéen 1. pl. [47] 19.

16 Bizonyos X (nem okvetleniil szeparabilis) metrikus terekr6! tudjuk, hogy ind X=Ind X;
ilyenek pl. az erdsen parakompakt metrikus terek (amelyek ti. azzal az un. ,,star-finite property”-
val rendelkeznek, hogy minden nyilt lefedésiiknek van olyan nyilt, és a teret szintén lefedd finomi-
tdsa, amelynek minden egyes tagja ez utdbbi lefedd rendszernek legfeljebb véges sok mas tagjat
metszi), s6t az olyan metrikus terek is, amelyek megszdmldlhatéan sok zart é€s erbsen parakom-
pakt altér egyesitéseként allithatok eld.

A szdban forgd probléma azonban éppen ezekre a terekre vonatkozdéan mar nem probléma,
mivel sikeriilt bebizonyitanunk, hogy ha X olyan véges ID-ji metrikus tér, amely megszamlalha-
téan sok zart és erOsen parakompakt altér egyesitéseként allithato eld, akkor dim X=Dim X [61].
(A (18. 6) tétel ennek korollariumaként adodik, hiszen minden lokdlisan kompakt metrikus tér erbsen
parakompakt; ez utébbi tény konnyen adédik ismert tételek egyszer(i kombinécidja révén, amint
azt [61]-ben megmutattuk.)

17 (3. 2) alapjan nyilvanvald, hogy az ID megszamlalhatd volta sziikséges feltétele annak,
hogy egy tér megszdmlalhaté bazisu legyen, tehat specidlisan annak is, hogy egy metrikus tér sze-
parabilis legyen, de ez nem elégséges feltétel, még metrikus terek esetében sem. Ilyen szempontbol
is érdekes volna pl. a (18. 13. 2) sejtéssel foglalkozni. A legegyszeriibb (de a csillagtereknél bizonyara
kevésbé erdekes) ellenpélddkat azok az X terek szolgaltatjak, amelyeknek halmaza nem-megszam-
1alhatd, és topologlajuk a diszkrét topolégla Az ilyen X tér (mint minden diszkrét tér) metrlzalhato,
tovabba (3. 6) szerint Dim X=1, és végiil nyilvinvaléan nem szeparabilis.
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A’-vel a #-beli terek Gsszes altereinek, s végiil

%-vel a Tyihonov-terek (vagyis (8.3) értelmében a gyengén rendes Tj-terek)
osztalydt.

Ekkor (7. 4)t8 és (2. 5), (b) alapjdn

ASCBRBEEY

18 Megjegyezzilk, hogy bar a ((7.2) alkalmazdsa utjan bizonyitott (7.3) tételen alapuld)
(7. 4) tétel az itteni probléma szempontjabol persze értékes, a II. rész foeredményeként szerepld
(10. 1) ,,harmadik beagyazasi tétel” bizonyitasahoz ,,tdl nagy 4gyu” volt. Ott ti. (7. 4)-nek csak
azt a (7. 5)-ben kimondott kovetkezményét kellett felhasznalnunk, hogy minden metrikus tér rendes.
Ez utébbi pedig egyszerlien (ti. a (7.2) lemma nélkiil is) bizonyithatd, pl. az itt vazolt médon:

Legyen X metrikus tér, amelynek metrikdjat d(x, y)-nal (x, y € X) jeloljik. Legyen tovabba
R X-nek egy nem-rendes minimalis 1S-ja és & ¢ R X-nek valamely nem-rendes iranya, ami Ggy is

fogalmazhatb, hogy az
X' (R) =X\ U{S: seL(B),
X', R) = GR;FINF(R;G) (xeX*(R)),
X () = U{X*(x, B): xeX*(R)}
XA = X*(R) = D.

jelolésekkel

Legyen marmost y
G#;F,) =X,
{(yex*x, #): 3y F(R:G) <1} (& )

F(R;G,) = ),

G (i 1) { X0 ) 1 ,} (GZ; F.) = X,
X,y t) = X R): <

‘ Y 80 XNG(Z; F) E(R;G.) = 0),

8(»,F(#;G,) t} (G@Z; F) = X,
(¥, XN\G(A; F.) F(R;G,) = 0)
(xeX(R), 0<t<e),

{yeX*(x, R):

tovabba
(GR;F) =X,

DX oM SO FAGN=1 pp bl

1 t} (GR; F) = X,

FOs2.0 = {y XD G- FA:F - 0),
. . O F#:Gy) _ | (GEH;F) =X,
{y X" (x 9By: 5(y,X\Q(e@;Fx))—’} F@;G,) = 0)

xeXA), 0<t=<w).
(Ezek a definiciok ,,értelmesek”: az eldforduld nevezok értéke sohasem 0; a
G(R;FY=X és F(A;G)=0

esetet pedig ki lehet zarni, mert ha ez valamely x ¢ X pontnél fennall, akkor sziikségképpen vagy

@ 2 = {9, 9), (9, X), (X, X)}
vagy
@ R = {(0’ 2), (X, X)}9

marpedig (1) a feltevésiinkkel ellentétben rendes irany, (2)-nek pedig ,,semmi keresnivaloja” egy
minimdlis 1S-ban, hiszen indiszkrét X tér esetében potolhatd (1)-gyel, nem-indiszkrét X tér esetében
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Lényegében mdr (9. 1)-ben feltettiilk ezt a kérdést:
(18. 22) Probléma. Hogyan helyezkedik el B az of és a € kiozott?
Mindenek eldtt megjegyezziik, hogy

(18.22.1) o C AB.

Ennek igazoldsdra példdt mutatunk be — csupan vazlatos bizonyitdssal — olyan
rendes Ty-térre, amely még csak nem is normalis:
Legyen P az a tér, amelynek alaphalmaza a nem-negativ valds szimok halmaza
és amelynek topoldgidjdt az
{la, b): 0=a<b< e}

bdzis indukdlja. P nyilvdn HAUSDORFF-tér2°. Igen kénnyen beldthaté, hogy az
2 = {(3,9), (3,{0}), (X, X)} u{([0,a),[0,a]): 0<a<-e}
rendszer rendes irdnya, R={%} pedig IS-ja P-nek, tehdt

(0) Dim P=1
és
B P rendes tér.

pedig semmivel sem jarul hozza az R-félterek altal szolgaltatand6 szubbazishoz, tehat R-bdl az.
Osszes esetleges ilyen irdnyok a rendszer IS-voltdnak csorbitisa nélkiil elhagyhatok.)
Marmost konnyen kimutathato, hogy az

R ={Gx; 9, 1), Fx;3,1)): xeX(R),yeX*(x,R),0 <1 < oo}
R =RUR

rendszer is irdnya, mégpedig rendes irdnya X-nek. (A bizonyitds persze nem rovidebb, mint (7. 3)-é;
a kiilénbség a felhasznalt eszkézokben van: (7. 3) bizonyitdsdhoz a (7. 2) lemma kellett, az itt jelzett
bizonyitasnal ehelyett csupan a metrika kozismert (és szinte trivialis) folytonossagara kell hivat-
kozni.) Végil is az

jeloléssel az

R — {'JZ (ReR, R rendes)
TNR (ReR, R nem rendes)

R” = (R”: R Ry

rendszer olyan rendes IS-ja lesz X-nek, amelyre

jeloléssel az

R” = R (= Dim X),
amivel elértiik célunkat.

19 Persze & < €, hiszen — mint ismeretes — mar a normdlis To-terek osztalya is ténylegesen
sziikebb a TyIHoONOv-terek (vagyis a teljesen regularis T, -terek) osztalyanal. Az utdbbi tény illuszt-
ralasara pedig elegendd olyan normalis T, -térre hivatkozni, amelynek valamely altere nem normalis,
hiszen minden normalis 7’ -tér TymHONOV-tér, és minden TyrmHoNOV- tér minden altere is TyIHONOV-
tér. (Ilyen példara vonatkozédan 1. pl. [3] 201—202)

Erdekes egyébként a kovetkezd ismert példa is ([33]-ban blzonyltas nélkil — feladatként —
megtalalhatd): a [0, 1] szdmszakasz nem-megszamlalhatéan sok példdnyanak topologikus szorzata
nem tokeéletesen normalis, ami legkdnnyebben annak kimutatdsaval lithaté be, hogy e tér egyetlen
Gs-tipusu részhalmaza sem lehet egyelem{i halmaz. (Masrészt €z a tér ~— mivel TyrmHoONOV-terek
szorzata — természetesen Tyihonov-tér, 1. pl. [33] 117.)

20 A P térre — érdekes, sot, kiilonds tulajdonsigai miatt (1. pl. {33] 59, 133) — sokszor hivat-~
koznak az altalanos topoldgiai irodalomban: angolul ,,half-open interval space”-nek nevezik.

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)




58 DEAK E.

Tekintsiik most az X=PX P ,,Sorgenfrey-teret”, vagyis P-nek topologikus szor-
zatdt Snmagdval. Az X tér tulajdonsdgai koziil szimunkra most csak az a lényeges,
hogy az X tér, amely nyilvdnvaléan HAUSDORFF-tér, nem normdlis?*. Annak bizo-
nyitdsdra, hogy X rendes tér, elegeﬁdé mdrmost azt kimutatni, hogy

) Dim X=2,
hiszen, ha ez igy van, akkor X-nek az
R, ={(GXX, FXX): (G, F)e®},
R,={(XXG, XXF): (G, FYe®}
nyilvdnvaldan rendes irdnyaibdl alkotott
R = (A, &}

(szintén nyilvdnvaléan) rendes 1S-ja egyben minimdlis 1S-ja, ami éppen X rendes
voltdt igazolja. Ami mdrmost (y)-t illeti, a (2. 6),(a) szorzattétel és (x) szerint

biztosan
Dim X=2,

igy hdt most mdr minden azon milik, hogy kimutassuk:
Dim X#1.

Mirpedig, ha Dim X =1 volna, akkor X-nek normdlisnak kellene lennie (ennek
bizonyitdsdt itt csak vdzoljuk?22), ami azonban ellentmond annak, amit Sorgen-

21 R. H. SORGENFREY 1947-es [75] dolgozatdban az X teret azért konstrualja, hogy 4ltala ki-
mutassa: két parakompakt tér topologikus szorzata nem okvetleniil parakompakt. Ez volt az els6
ilyen példa azéta, hogy DIEUDONNE 1944-ben bevezette a parakompaktsig fogalmat (mint a kom-
paktsag egy altalanositdsat), és tobbek kdzott bebizonyitotta, hogy ha az egyik tényezd nem csak
parakompakt, hanem még kompakt is, akkor a szorzat parakompakt, tovabba, hogy minden para-.
kompakt HAUSDORFF-tér normalis. SORGENFREY marmost azt bizonyitotta be, hogy P parakompakt,
tehat normalis, viszont X nem normdlis, tehat nem is parakompakt. SORGENFREY tehdt ezzel egy-
uttal arra a mar ismert tényre is ujabb, példat adott, hogy két normalis (akar HAUSDORFF-) tér topo-
logikus szorzata nem okvetleniil normalis.

22 [61]-ben bebizonyitottuk a kovetkezOt:

(18.22. a) TETEL. Legyen Dim X=1 és R={A} tetszbleges minimdlis 1S-ja X-nek. Ekkor
bdrmely nem-iires US X halmaz elédllithato paronként diszjunkt ,,R-nyilt intervallumok™ egyesitése-
ként, vagyis Ilétezik olyan

U < [GNF: Geb(R), Fe F (#), FcG}
halmazrendszer, amelyre
G FIn(G\F) =9 (G, \Fy,G,\F,¢ )

U= U{G\F:. G\Fec¥).
(Ezen a tételen alapult (18. 3) bizonyitasa. Természetesen mindig
U =1(X),

s ha (18. 22. a)-t ezzel a kiegészitéssel latjuk el, akkor annak a kozismert elemi ténynek az altalino-
sitasarol van szo, hogy a szamegyenes barmely nem-iires nyilt részhalmaza eldallithat6 szitkségképpen
megszamldlhatéan sok nyilt intervallum egyesitéseként. A szamegyenest mint topologikus teret
persze a ,,szokasos” IS-val ellatva kell tekinteniink.)

és
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frey bzizonyitott be X-rél. X tehdt valéban olyan rendes T,-tér, amely nem nor-
malis 23,

A (18.22.1) eredménnyel megoldottuk a (18.22) probléma egyik részét.
A masik rész, ti. # és € viszonydnak tisztdzdsa, joval nehezebbnek ldtszik. Termé-
szetesen a rendes T,-terekre vonatkozd tételeinknek anndl tobb és messzebb haté
alkalmazdsa varhatd, minél bovebbnek adddik a & osztaly. A legkedvez3bb az volna,
ha # =€ adddnék, hiszen ekkor pl. az 1. és 2. bedgyazdsi tétel az elég bs és sok
tekintetben alapvetd & osztdlyban lenne érvényes; tovdbbd ekkor a TyiHONov-terek
korében a ,,rendes minimdlis 1S fogalma ekvivalens lenne a ,,minimdlis rendes 1S”
fogalmdval, s igy tetszGleges irdnyok helyett eleve rendes irdnyokbdl kiindulva,
egy ,.rendes ID”’-fogalmat vezethetnénk be, amely a T;-terek koziil pontosan a
Tyihonov-terekre lenne érteimezve, s ebben a korben ekvivalens lenne az irdny-
dimenzidval.

E tétel felhasznaldsaval sikerilt bebizonyitanunk annak kovetkezd analogonjat is:

(18.22. b) TETEL. Legyen Dim X=1 és R={R)} tetszbleges minimdlis 1S-ja X-nek. Ekkor bdr-
mely nem-iires zdrt HS X halmaz elédllithaté pdronként diszjunkt ,,R-zdrt intervallumok” egyesitése-
ként, vagyis létezik olyan

H S{F-G: FeF(R),GcY(R),GCF)
halmazrendszer, amelyre

(FNGONFNG) =0 (Fx\\Gan\\Gzefyf)
H=U{F - G: F\Gef}.

(Ha az R IS rendes, akkor a tétel allitasa trivialis, hiszen akkor minden nem-iires zart halmaz els-
allithatd pl. R-sikok egyesitéseként; ha X rdaddsul T,-tér, akkor barmely nem-iires R-sik egyetlen
pontot tartalmaz, s igy ekkor — pl. a szimegyenesre vonatkoztatva is — a tétel teljesen érdektelen
trivialitassa fajul. Erdekes, hogy ennek és az el6zd tétethez fiizott megjegyzésnek ellenére mindkét
tétel bizonyitasa cléggé nehéz.)

Végiil (18. 22. b) segitségével bebizonyithatd az a tétel, amire a SORGENFREY-példa diszkusszid-
janal hivatkoznunk kell:

(18.22.¢) TETeL. Ha egy X Haussdorff-térre Dim X=1, akkor X normadlis tér.

(A (18.22.b) és a (18.22.c) tétel bizonyitasat egy késObbi dolgozatban fogjuk kézdlni.)

23 SORGENFREY itt felhasznalt eredményét pl. KELLEY ([33] 172) és NAGATA ([47] 196) is idézi.
NAGATA azonban kiegésziti SORGENFREY példajit azzal a trividlis, de dimenzidelméleti szempontbél
igen érdekes megjegyzéssel, hogy bar (nyilvanvalbéan)

és

dim P=0,
meégis
dim X>0
(ui. — mint igen konnyen belathat6 — minden O0-LEBESGUE-dimenzidji tér normalis). Itt tehat,

bar normalis, s6t parakompakt HAUSDORFF-terek szorzatar6l van sz6, mégsem €rvényes a nevezetes
dim (X, X X;) = dim X, +dim X,

egyenldtlenség, amelynek érvényességi korét a dimenzidelméleti cikkek hosszu sordban vizsgéltdk
mar. (VO. HEMMINGSENNek a 9. labjegyzetben idézett tételével.)

NAGATA egyébként nem emliti az idézett helyen, hogy ismeretes-e dim X értéke. Nem vizsgaltuk
még meg, hogy mennyire nehéz volna ezt a ,,szokdsos” dimenzidelmélet keretében megallapitani;
mindenesetre megjegyezziik azonban, hogy az ID elmélete bizonyos felvildgositast képes adni errdl,
ui. pl. a (18. 6. a) tétel (amely itt alkalmazhato, hiszen X szinte nyilvdnvaléan LINDELOF-tér) és ()
alapjan .

dim X=2.
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Ha viszont #cC % adddnék, akkor hasznos volna a # osztdlyt klasszikus
topoldgiai kategdridkkal karakterizdlni, amint az a gyengén rendes Ty-terek osztd-
lydval sikeriilt. Erre vonatkozodan a legtermészetesebb gondolat az, hogy egy Ty-tér
rendességének esetleges elégséges feltételeként elsGsorban a normalitds (vagy vala-
mely ezt implikalé tulajdonsdg) vehet6 szdmitdsba. Ha ui. &, egy X normadlis T,-tér
valamely nem-rendes irdnya és

(18.22. 1a) x€EXNU{S: SeFL(R,)),
akkor 3 ‘
F (%0, Gx)a X\G('QO; Fx)’ {x}

pdronként diszjunkt zdrt halmazok; legyenek most

U.£X, V.&X
olyan nyilt halmazok, amelyekre

F(R9;G) S Uy, Uen[(XNG(Ro; F)) 0 {x}] = O,
X\g(ﬂo:Fx)ngs me(F(‘@(jan)U{x}) =Q,
‘%({x}) = ‘%0 Y {(an X Vx)}
rendszer szintén irdnya X-nek (amelynek definicio szerinti rendezésében a

(Ges F(Ro3 Gy)) < (U, XN\V) < (G (Po; F), Fr)

ekkor az

parok kozvetlen szomszédok), €s amely — ha nem is okvetleniil rendes irdny —
annyival ,,rendesebb’” #-nél, hogy

_ xe U{s: sez(2(x))},
t1.
XEXN\VINU,€ZL (R(x)).

Kézenfekvé mdrmost ezt az eljardst folytatni, vagyis egyre bévebb

(18.22.2) YE U{S: Sc&L(A)}
halmazokhoz rendelni olyan

(18.22.3) R(Y) 2 R,
rendszercket, amelyekre

(18.22.4) Y S UlS: sez ()}

és ily mdédon a jolrendezési tétel alkalmazdsdval olyan (az inklizidra nézve) maxi-

malis (18.22. 2)-tipusu Y-halmazhoz' jutni, amelyre teljesiil (18. 22. 3) és (18. 22. 4),
és amelyrdl (X-re vonatkozé alkalmas kikotések mellett) esetleg kimutathatd, hogy

Y = X\U{S: Ses@)};
ez pedig azt jelentené, hogy

X =Uls: Sez(@@)),
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vagyis, hogy Z(Y) olyan rendes irdnya X-nek, amely tartalmazza %,-t.232 Ha végiil
X valamely nem-rendes minimalis R [S-janak minden nem-rendes # irdnydt ily
modon egy rendes irdnnyd bovitjiik, akkor ezek R eredetileg is rendes irdnyaival
egyiitt X-nek egy rendes minimdlis IS-jit fogjak alkotni, és az utobbi létezése éppen
azt jelenti, hogy az X tér rendes.

(18. 23). Ezt a ,,haditervet” dtgondolva kdnnyen beldthaté (ezt itt nem végez-
ziik el), hogy az csak akkor vezethet el a ,,gy6zelemhez”, ha — akdr az X-re kirdtt
tovdbbi feltételekkel, akdr a kiinduld minimdlis IS alkalmas megvélasztdsdval,
akdr a bévits eljards megfeleld finomitdsaival, vagy esetleg tobbféle ilyen eszkoz
egyiittes alkalmazdsdval — biztosithatd, hogy tetszéleges (vagy akdr csak a vazolt
eljards sordn bizonyos mddon fellépd) nyilt

AcCBS X
halmazokhoz mindig létezik olyan zdrt CS X halmaz, amelyre
ASCEB. 2

Ugy tiinik, hogy a # osztdly karakterizdldsanak kérdését éppen ezen a ponton kellene
megragadni.
A B C ¥ esetben tovdbba érdekes a kovetkezd kérdés is:

(18.24) Probléma. Hogyan helyezkedik el B a B és a € kézort?

[gaz-e pl. (ill. Z# mely %, részére igaz), hogy ha X €4 (ill. x€4%,), akkor X-nek
minden X* alterére is X* € 723 '

E problémdrdl csupdn annyit emlitiink meg, hogy ha X rendes tér, R egy ren-
des minimalis 1S-ja X-nek és X* X, akkor az R|X™* rendszer nyilvdnvaléan rendes
IS-ja az X™* altérnek; a kérdés magva az, hogy R|X™* minimdlis 1S-ja-e X*nak?

Végezetiil megemlitjiik, hogy mindeddig egy X tér rendességét (természetesen
kivéve azokat az eseteket, amelyekben kdzvetleniil sikeriilt X-nek egy — bebizo-
nyithatéan minimdlis — rendes IS-jat megkonstrudlni, mint a (3. 6), (3. 7) tételek-
nél) mindig oly médon igyekeztiink kimutatni (akdr sikeriilt, mint pl. a (7.3), (7.4) té-

23a Az eljarasnak tobb varidnsa képzelhetd el; lehet pl. ahelyett, hogy éppen egy bizonyos
(18. 22. 1a)-féle x pont ,,keruljon be egy sikba”, vagy mads szoval, hogy X egyre ,,rendesebbé” valo
iranyainak egy (jol-) rendezett, &,-lal kezd6dé halmazat hozzuk létre, csupan arra tdrekedni, hogy
az X tér & iranyainak valamely olyan, akaraz #, c &,, akar az S (R,) c P(R,) relacioval feligren-
dezett halmazat konstrualjuk meg, amelynek %, minimalis eleme ; ilyen eljiras esetén persze a jélren-
dezési tétel helyett pl. a Zorn-lemmaval probalkoznank. (Azt, hogy X barmely nem-rendes irdnya va-
lamely ilyen, a (18. 22. 2)-ben kifejezettnél gyengébb értelemben rendesebbé tehetd” legyen, esetleg
valamely, az X normalitasdnal gyengébb feltétel is biztosithatnd; mésrészt viszont bizonyos, hogy a
normalitdsndl sokkal gyengébb feitétel nem lehet elegendd, hiszen # €% alapjan elengedhetetlen,
hogy X teljesen regularis legyen.) Egyébként mindaz, amit (18. 22)-vel kapcsolatban még mondani
fogunk, tovabba (18. 23) és az utdbbihoz fliz6tt 24, szamu labjegyzet a javasolt elidrds most emlitett
variansaira is vonatkozik.

24 Ha pl. X egy Osszefiiggd T,-tér, BS X valamely nyilt halmaz, x € B és A=B " {x}, akkor nyil-
van nincs olyan zart CS X halmaz, amely (a mondott értelemben) a nyilt 4 és B halmazok kozé
iktathat6. Mas kérdés persze, hogy ez az A, B nyilt par egyaltalan eléforduthat-e (vagy szitkségszerti-e,
hogy el6forduljon) a vazolt eljarasban; ebben a kérdésben a jelen probléma érintkezik az e fejezet
9. pontjaban ismertetendd problémakorrel.

25 Frre a kérdésre eddig csupin egy rendkivill erds megszoritissal — a Dim X=1 feltétel
meliett — tudtunk valaszolni, ti. a (2. 5), (c) tétellel. — Egyébként a (2. 5), (b) tétel minden korlatozas
nélkil pozitiv valaszt ad a rendes terek helyett gyengén rendes terekre megfogalmazott analég kérdésre.
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telek esetében, akdr csak mint problémat taglaltuk, hogy bebizonyitjuk: X bdrmely
nem-rendes irdnya, vagy bdrmely, s6t akdr egyetien nem-rendes minimalis IS-janak
minden nem-rendes irdnya) kibévithet egy rendes irdnnyd. Ebbdl ui. nyilvdnvaldan
kovetkezik, hogy az X tér rendes. Taldn megkisérelhetd mdrmost az is, hogy egy
X tér valamely nem-rendes R; IS-jdbdl — az emlitett térekvés sikertelensége ese-
tén — valamely mds, bonyolultabb transzformacidé utjdn nyerjiik X-nek egy olyan
rendes R, IS-jit, amelyre R, =NR,;. (Ez tehdt azt jelentené, hogy X-nek iSRz-b(Sl
szdrmazé szubbazisa nem okvetleniil része az R,-bél szdrmazdé szubbdzisnak.)
Az ilyen eljirds azonban szinte reményteleniil nehéznek ldtszik; rdaddsul nem is
tudjuk, hogy indokolt-e vele foglalkozni, vagyis hogy léteznek-e egydltaldn olyan
terek, amelyek rendesek ugyan, de rendességiiket az egyszer(ibb eljarassal — hacsak
nem szoritjuk meg valamely alkalmas mddon a kiindulé 1S megvdlasztdsdt — nem is
lehet bebizonyitani. Ezért ezen egész problémakdrrel kapcsolatos utolso kérdésiink ez:

(18.25) Probléma. Létezik-e olyan X rendes (Ty-)tér, és X-nek egy olyan
R nem-rendes minimdlis 1S-ja, hogy az R-ben szereplé nem-rendes irdnyok kozott
van legaldbb egy, amely nem egészitheté ki rendes irdnnyd?

5. AZ IRANYDIMENZIO AXIOMATIKUS KARAKTERIZALASA

A kis induktiv dimenzié axiomatikus karakterizdldsdnak vitathatatlanul nagyon
érdekes kérdését MENGER vetette fel [71] dolgozatdban (persze szepardbilis metrikus
terekre vonatkozéan), de csak az euklidészi sik altereinek osztdlydra tudta meg-
oldani. Eredménye igy hangzik:

(18. 26) MENGER TETELE. Legyen f(X) olyan, az E, tér Osszes altereinek &
halmazdn értelmezett valés értékii fiiggvény, amely

(1) monoton, azaz
X1, €%, X, C Xp=f(X) =(X0),
(11) F,-konstans, azaz
X, €Z, X; zdrt E,-ben (i=12.)=
:i.f[igl Xl] = l=SIL,12p,f(XI),
(1) ,,topologikus™, azaz
X,, XL€Z, X, homeomorf X,-vel =f(X,)=1(X>),

(1V) ,,kompaktifikilhat6”, azaz
X €X= van X-nek olyan X' € Z kompaktifikacidja, amelyre f(X')=f(X),

(V) ,.normalt”, azaz

S{xN =0 (x€E,), fAE)=1, fE;))=2;
f(X)=ind X (X€2).

ekkor
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Az altaldnos probléma tudomdsunk szerint ma is megoldatlan (s6t, taldn
MENGER idézett tételének sziiletése, vagyis 1929 6ta nem értek el tovdbbi részered-
ményt sem), és dltaldnos vélemény szerint rendkiviil nehéz.2® Taldn nem tulzds
ezt a kérdést a dimenzidelmélet egyik legmélyebb problémdjinak nevezni.?’

A téma diszkusszidja sordn egyelére megmaradunk az E, tér alterei & csaldd-
janak korében.

Erdemes megnézni, hogy milyen mértékben ,,illik rd” MENGER axiémarend-
szere az ID-ra. (Természetesen eleve tudjuk, hogy az ID nem elégitheti ki az Gsszes
axiomdkat, hiszen akkor éppen MENGER tétele alapjdn

Dim X=ind X (X€%)

volna, ami nyilvdnvaléan nem igaz.) Mdrmost a széban forgé axiémarendszerben
csupdn két olyan axiéma van (ti. a (II) és az (V) axiéma), aminek az ID — mint
f fiiggvény — nem tesz eleget.
Eldszor az (V) axidomdval foglalkozunk, mert ez ldtszik a konnyebb kérdésnek,

ui.

Dim E; =1, Dim E, =2,
és csupan

Dim {x}=0 (x€E,).
Ezért els6 kérdésiink ez:

(18.27) Probléma. Lehet-e az 1D definicidjabol kiindulva (annak definicidjdt
alkalmasan médositva) legaldbb az X osztdlyra vonatkozdan egy olyan mdsik (taldn
»Hhormdlt 1D”-nak nevezhetd) Dim* X dimenzidfogalmar alkotni, amely egyrészt
minden, az YD elmélete szempontjabol lényeges tulajdonsdgban?®, tovdbbd esetleg

26 A probléma jelentdségét és irodalmat illetéen 1. pl. [31] 156, tovabba P. ALEXANDROFF:
Einige Problemstellungen in der mengentheoretischen Topologie, MaTt. C6opuuk 1 (43), Ne 5, 619—
634 (1936).

27 Itt emlitjiik meg (bar tartalmilag nem tartozik ide) a dimenzidelmélet egy mdsik hires prob-
lémajat, amelyet L. A. TUMARKIN vetett fel 1926-ban, s a széles korii érdeklodés ellenére is csak 1966-
ban oldédott meg azaltal, hogy D. W. HENDERSON olyan végtelen dimenzios kompaktumot (kompakt
metrikus teret) konstrualt (1. pl. Amer Journal of Math. 89, 105—121 és 122—123 (1967)), amelynek
nincs tetszélegesen nagy véges dimenzids részkompaktuma. TUMARKIN kérdése az volt, hogy létezik-e
ilyen kompaktum.

rdekes marmost, hogy TUMARKIN problémaja (5.3) szerint ekvivalens azzal a kérdéssel, hogy
létezik-e olyan kompakt metrikus X tér, amelyre

Dim X=g,, sup {Dim X*: X* c X, X* zart} < R,.

HeNDERsON példaja tehat ezt is eldontotte. Mégis érdemesnek latszik (nem utolsdsorban azért, mert
HEeNDERSON konstrukcidja meglehetsen bonyolult) arra torekedni, hogy az utdbbi kérdést (s ezzel
egyiitt persze TUMARKIN kérdését is) az ID elméletének eszkozeivel valaszoljuk meg. Taldn nem ér-
dektelen az sem, hogy TUMARKIN problémajaval ellentétben az emlitett ,,irdnydimenzios™ kérdésfel-
tevés minden vonatkozdsban messzemenden altaldnosithato.

28 Ebbe persze beleértendd az (I) és a (II1) Menger-axidmanak, tovabba az (V) axibma masodik
és harmadik részének teljesitése is; éppen ezért nem is kell e probléma megfogalmazasanal kalén
kikdtni, hogy a normalt ID egyiltalan ,,dimenziéfogalom” legyen (0. 11) értelmében, hiszen az ottani
kovetelmények éppen MENGER axidémarendszere most emlitett részeinek felelnek meg, csupén azzal
az eltéréssel, hogy a (0. 11)-beli kévetelmények az (V) axidéma elsd részét (vagy akdr annal keve-
sebbet, hiszen (0. 11), (c) szerint csak az a lényeges, hogy Dim*E, = Dim*E, legyen) is megkivanjak,
de hiszen éppen ez az a ,,normaltsag™, amit a probléma megfogalmazdsinak folytatasaban Dim* X-re
vonatkozdan explicite meg fogunk kovetelni. .
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sok, az alkalmazdsok szempontjabdl lényeges X € & tér dimenzidjdnak értékében is
megegyezik az 1D-val, és amelyre mdsrészt

(18.27. 1) Dim* E, =07 29

Megjegyezziik (vo. az ID (1. 14) definicidjdhoz fiiztt ldbjegyzettel), hogy
ez a probléma nem latszik nehéznek ; taldn sajndlatos is, hogy az ID egész koncepcié-
jdnak megalkotdsakor nem torekedtiink eleve a bevezetendd Uj dimenzidfogalom
teljesen ,,normdlt” voltdnak biztositdsdra. Az axiomatizdlds témdjat mindenesetre
azzal a nem titkolt reménnyel diszkutdljuk tovabb, hogy egy ilyen Dim* X fogalmat
(taldn hamarosan) sikerill majd bevezetni.

Ez egyébként azért is 6rvendetes volna, mert egy ilyen Dim* X (X € &) fogalom
l1étezése bizonyos felvildgositdst nytjtana a MENGER-féle axidmarendszer fiigger-
lenségére vonatkozdan, ti. nyilvdnvaldvd tenné, hogy a (II) MENGER-axiéma nem
kovetkezik a tobbib6l (hacsak Dim* X nem annyival ,,jobb” dimenziéfogalom

29 Természetesen a (2. 7) egyesitési tétel is az ID-nak olyan tulajdonsagat fejezi ki, amelyet
a ,,normalt ID”-tol is meg kell kovetelniink (hiszen ez a tétel — az Osszeadandok nyilt-zartsaganak
megkovetelése miatt — pl: az & osztalyra vonatkoztatva sajnos sokkal gyengébb is, mint a ,,szok4-
s0s” dimenzidelmélet ismert egyesitési tételei).

(Megemlitjiik e helyen a (2.7) tétellel kapcsolatban, hogy P. HaMBURG (Bukarest) szobeli
megjegyzése szerint — amelyért itt kdszonetet is mondunk — olyan esetben, amikor a széban forgd
X, halmazok paronként diszjunktak, nem sziikséges elGirni, hogy csak megszamialhaté sokan
legyenek. Az ID HaMBURG-féle egyesitési tétele — amelynek bizonyitdsa majdnem szordl széra gy
torténhet, mint a (2. 7) tételé — tehat igy hangzik:

(18.27. a) TétEL. Ha & egy X tér pdronként diszjunkt nyilt-zdrt halmazainalk olyan csalidja, hogy

X=\J{E: Ec&},
akkor
Dim X = sup{DimE: E¢&}. '

Természetesen nagy kar, hogy — pl. HUREwICZ (0. 7) egyesitési tételéhez képest — itt a szerepld
altercket igen erds feltételeknek kell aldvetniink, még inkdbb, mint a (2. 7) tételnél. Egyeldre nem is
mutatkozik semmi remény arra, hogy akar csak a (2. 7) tételnél enyhiteni lehetne azon a szigori
kik&tésen, hogy az illetd részhalmazok nyilt-zartak legyenek. Ez persze erdsen megszoritja azoknak
az X tereknek a korét is, amelyekre akar csak a (2. 7) tétel alkalmazhato, hiszen pl. Osszefiiggd terek
eleve nem tartozhatnak ebbe a kdrbe. Ezért csupédn a kovetkezd hdrom tény nyujt némi karpotiast:
egyrészt X-t6l azon jo tulajdonsagok (pl. metrizalhatosag, megszamlalhato bazis létezése, normalités,
parakompaktsdg stb.) egyikét sem kell megkovetelniink, amelyek valamelyike a dimenzidelmélet
minden ismert egyesitési tételében elengedhetetlen; masrészt nincs szitkkség az &-re — mint X-et
lefed6 rendszerre — vonatkozé olyan szokdsos feltételekre, mint pl. a lokalis végesség vagy legalabb
lokalis megszamlalhatésag; végiil jelentds eldnye a (18. 27. a) tételnek, hogy az & csalad tetszblege-
sen nagy szdmossdgu lehet.)

Visszatérve a (18. 27. 1) kovetelményre megemlitjik még, hogy az 1. rész 193. oldalan tett ama
kijelentésiink, hogy az ID a (0. 11) kovetelmények értelmében ,,megérdemli” a,,dimenzid” nevet,
egy kis korrekciodra szorul; ennek kijelentésénél ui. nem vettiik figyelembe E,-t, vagyis (az egyelemii
térrel azonos) 0-dimenzids euklidészi teret, amelyet az ID sajnos nem kiilonbé6ztet meg az E, tértol.
Az ID definicidjanak (18. 27) értelmében valdé modositasaval persze meg lehetne sziintetni ezt a bajt.

Ezzel kapcsolatban végiil megjegyezziik, hogy a dimenzidelméletben uralkodé felfogas szerint
egy ,.természetes” dimenziofogalomnak t&bbé-kevésbé obligat tulajdonsiga még az is, hogy a
(18. 27. 1)-nek megfelels tényen tilmenden minden (akar végtelen) megszamlalhatd tér dimenzidja is
0 legyen (1. pl. [31] 154). A (18. 27) problémat persze gy is fogalmazhatnank, hogy (18. 27. 1) helyett
az utdbbi erdsebb kdvetelményt tamasztjuk a ,,normalt ID”’-val szemben, ami azonban egyaltalin
nem célszerii, hiszen ezzel pl. ,,elrontanank” az egyik f6 eredményiinket, ti. a normalt ID esetében
természetesen n=0-ra is kiterjesztend® (10. 8) tételt.
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Dim X-nél, hogy az utébbival ellentétben még F,-konstans is, ami — mint mdr
megjegyeztiik — nagyon valdsziniitlen).3?
Madrmost abbol a feltételezésbdl kiindulva, hogy a (18. 27) probléma valdban
megoldhat¢ (bdr ez siker esetén is bizonyosan sok részletkérdés technikailag fdrad-
w sdgos tisztdzdsdt fogja megkovetelni), Menger (18.26) tétele alapjdn 1ugy tiinik,
hogy az ID és a MENGER—URISZON-dimenzid koz6tti — részben e dolgozat folya-
mdn szinte folyamatosan emlegetett — sok kiilonbség koziil az az igazdn mély
kiilonbség (pontosabban: a tobbi is végsG soron ,,annak rovdsdra irhatd”), ami
MENGER (II) axiémdjdban — mds szdval az ezen axidma (ami nem egyéb, mint
Hurewicz (0.7) egyesitési tételének az & osztdlyra vald megszoritdsa) és az ID
(2. 7) egyesitési tétele kozotti eltérésben — fejezédik ki. EbbG] persze természetesen
adddik az a kérdés, amelyet az egész jelen problémakdr magjdnak tekinthetiink:

(18.28) Probléma. Legyen Dim* X a (18.27) probléma egy megolddsa.
Lehet-e ekkor MENGER (18.26)-beli U = {(I), (IT), (TTT), AV), (V)} axiémarend-
szerének (1) axiomdjdt valamely olyan (I1*) axiomdral helyettesiteni (és mi lenne az),

hogy az
A* = (), (11%), (I1D), (IV), (V)}

rendszer eleget tegyen az axiomarendszer formdlis logikai kritériumainak és az W*
axiémarendszer éppen Dim* X-et karakterizdlja?

(Taldn az lenne a legszebb, ha (I1*) szerepét éppen a (2. 7) tétel formdlis meg-
fogalmazdsdnak egy varidnsa tdlthetné be; maga (2. 7) nem felel meg, hiszen annak
ind X is eleget tesz.)

Befejezésiil megjegyezziik, hogy a (18. 27) és a (18. 28) probléma esetleges meg-
olddsa utdn — tekintet nélkiil arra, hogy hogyan dll a MENGER felvetette dltaldnos
probiéma iigye — meg kellene prébdlkozni azzal, hogy a bevezetett ,,teljesen nor-
mdlt ID” fogalmat E, altereinek & osztdlydn tdlmenden is axiomatikusan karak-
terizaljuk.

6. A SZORZATTETELLEL KAPCSOLATOS PROBLEMAK

Az ID-val kapcsolatban felvetheté a hagyomdnyos dimenziéfogalmakra vonat-
kozé sok probléma analogonja.

A dimenzidelméletnek pl. sokat vizsgdlt kérdése, hogy MENGER (0. 6) szorzat-
tételében mely esetekben érvényes a pontos egyenl6ség? PONTRIAGIN mutatta meg
el8szor [50]-ben, hogy ez még tetszbleges kompaktumra sem igaz; HUREWICZ azon-
ban bebizonyitotta [30}-ban, hogy egy n-dimenzios (n=0,1,2, ...) kompaktum
és egy 1-dimenzids szepardbilis metrikus tér szorzata pontosan (n + 1)-dimenzids3*.
(Azéta tobb mds, ilyen jellegil tétel is ismeretessé vdlt; 1. pl. [2] 60).

30 Ezt csupan érdekessége miatt emlitjiik meg. Uj eredményt nem nyernénk czen az Gton, mert
MEeNGER mdr idézett [71] dolgozataban bebizonyitotta axiémarendszerének fiiggetlenségét.

31 Annak, hogy (0. 6)-ban egydltalan eléfordulhat egyenlétlenség is, szép példajat szolgaltatja
a Hilbert-tér azon R® altere, amely az Osszes racionalis elemekbdl (vagyis amelyeknek minden koor-
dindtaja raciondlis) all. Ui. ERDGs PAL bebizonyitotta [65] dolgozataban, hogy ind R®=1; mivel
pedig R® = R®X R®, nyilvanval6an

ind (R®X R®) < ind R+ ind R®.
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Vizsgdlni kellene mdrmost az analdg kérdést az ID (2. 6), (a) szorzattételére
vonatkozdan is:

(18.29) Probléma. A tereknek mely & osztilyaira és mely a(%) szdmossd-
gokra igaz, hogy .
Dim (X{X,: a€4}) = > {DimX,: «€ A4}

(X, €%, ac4, 4 = a(X))?

Természetesen fontos volna példdkat és ellenpéldakat gydjteni.
Specidlisabb szorzat-kérdés a kovetkezd:

(18.30) Probléma. Mi egy ,kocka” 1D-ja? Pontosabban: megdllapitando
Dim[0, 114 (4 > Ro).

Err6l — a (2. 6), (a) tétel révén, és mivel Dim [0, 1]=1 — annyit tudunk,
hogy bdarmely nem-iires 4 halmazra

Dim[0, 1]4 = 4.
A kérdés valéban csak az A4 > R esetben nyitott, hiszen
Dim[0,14 =4 (4= R),

ui. ez lényegében nem mads, mint az (5. 1) tétel (ha A< No), ill. az (5.2) tétel (ha
A =8).

A (18.30) probléma — egyszeru megfogalmazidsa ellenere — taldn nagyon
mélynek fog bizonyulni. Ha pl. igaz volna, hogy minden nem-iires 4 halmazra
(vagy legaldbb minden olyan nem-iires A-ra, amelynek szdmossdga nem nagyobb
egy bizonyos a, =R, kardindlis szdmndl) Dim [0, 1]4=4, akkor ez — figyelembe
véve az ID monotonitdsdit — BROUWER és LEBESGUE nagy fontossdgu (0. 10) inva-
riancia-tételének egy (a,-tdl fiiggben esetleg messzemend) dltaldnositdsdt szol-
galtatnd.

7. IRANYTEREK 1ZOMORFIZMUSAI. SPECIALIS IRANYTEREK

A VT és az irdnytér fogalmanak rokonsdgat egy 1j oldalrdl 1s megvilagitando,
vezessilk be a kovetkez6 fogalmat:

(18. 31) DeFiNic16. Legyenek (X, R,) és (X,, R,) irényterek. X, és X, minden
olyan egy-egyértelmii leképezését egymdsra, amelynél R, és R, egymdsba megy 4t
(vagyis amely a két IS-nak, ezen beliil a megfeleld irdnyoknak, s ezen beliil a fél-
tereknek egy-egyértelmii megfeleltetését indukdlja), a két irdnytér egy izomorfiz-
musanak, 1lyen leképezése esetén pedig a két irdnyteret izomorfnak nevezziik.

Egy L, és egy L, VT minden algebrai izomorfizmusa egyben az (L,, R@(L,)),
(L, R@(L,)) irdnytereknek is izomorfizmusa.

Legyen B egy L VT valamely algebrai bdzisa, és minden b € B-re R, =R a valds
szdmtest — mint VT — egy példanya. Ekkor L algebrailag izomorf az

=T{R,: beB)
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(linedris) szorzattér azon linedris alterével, amely a legfeljebb véges sok nem-zérus
koordindtdval biré pontokbdl 4ll.

Ezzel analég moddon mdrmost tetszéleges (X, R) irdnytérbdl képezhetiink
“egy (X, R) irdnyteret, ahol
X=[[{R: 2R},

G, r(B) = (%€ X: 2(R)} < (G, F)}
P n(@) = {zeX: 2@ < (G, p)) (GDERREN)

() az % komplexus #-koordindtdja), és
2 = (G, ry(R), Fie, (M): (G, F)ER) (RER),
R ={Z%: RcR).

(Az -0k rendes irdny volta és R szepardldsi tulajdonsdga szinte trividlis, tehdt
(%, R) valéban IT.)

* Jeloljiik most Y-nal X azon elemeinek halmazdt, amelyek nem-iires (4. 1.1)
tipustt metszetet szolgdltatnak; ekkor az az f: X — X leképezés, amelyre

SR =(GAR), F(R))  (x€X, RER)

az (X, M), (¥, R|Y) irdnytereknek egy izomorfizmusdt indukdlja.

(18.31.a) Irdnyterek specidlis osztdlyait definidlhatjuk a kovetkezd tipust kor-
latozdsokkal: csak olyan (X, R)-eket engediink meg, amelyeknél pl.

(a) az Z¢R irdnyok (halmazrendezési értelemben) pdronként hasonldak;

(b) az # € R irdnyoknak linedris rendezettségiikon kivill még valamilyen algebrai
struktardjuk is van, pl. (esetleg egymdssal izomorf) algebrai testek;

() X-nek, mint X részhalmazdnak, valamilyen specidlis tulajdonsdga van;
pl. az imént leirt f leképezésnél minden egyes x € X-re

JONB) =f(x N R) (ZRER, legfeljebb véges sok kivétellel),

ahol x4 az X tér egy kitiintetett eleme; vagy pl. f[X] (azaz Y) vetiilete minden £ € R-re
az egész # (ami egyértelmi a

GABNFR) = {8,X)  (ReR)

kovetelménnyel, vagyis azzal, hogy (X, R)-ben ne legyenek ,iires sikok”); stb.

Minden ilyen megszoritds a VT fogalmdhoz viszi kozelebb az IT fogalmat.
Ezen az tuton haladva ,,szembetaldlkozhatnank™ azzal az ujabban jelentkezd,
ellenkez6 irdnya torekvéssel, amely pl. V. KLEE [35] cikkében jelentkezik: a szerzd
a (valos) VT-ek elméletének tobb — éppen a konvexitdssal kapcsolatos és a KREIN—
MiLMaN-tétel gondolatkorébe tartozé — tételét olyan linedris terekre viszi 4t,
amelyeknek skaldrteste — akdrcsak a (valés!) VT-eké — rendezett algebrai test,
de nem okvetleniil teljes.
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8. AZ EUKLIDESZI TEREK IRANYDIMENZIOJA

Az el6z6ekben tobb olyan kérdést vetettiink fel, amelynek az a koz6s tenden-
cidja, hogy az 1D elméletét dsszekapcsoljuk vagy legaldbb kozelebb vigylik a ,,szo-
kdsos” dimenzidelmélethez. A most megfogalmazandé kérdésnek éppen ellenkezd
a tendencidja:

(18.32) Probléma. Be lehet-e bizonyitani a
(18.32. 1) Dim E,=n n=1,2,..)
tételt (vagyis, ami ezzel lényegében ekvivalens, a
(18.32.2) Dim E,=n n=1,2,..)

egyenidtlenséget, hiszen az ellenkezd irdnyu egyenlotienség — vé. (3. 1. 3)-mal — tri-
vidlisan igaz) gy, hogy ne haszndljuk ki a klasszikus dimenzidelméletnek olyan mély
eredményeit, mint az

(18.32.3) ind E,=n n=1,2,..)
tétel (amelyben — véd. pl. [31] 25 és 41 — szintén csupdn az
(18.32. 4) . ind £,=n n=12,..)

egyenlBtlenség bizonyitdsa igen nehéz) vagy mint pl. BROUWER és LEBESGUE (0. 10)
invariancia tétele?

Arrdl van tehdt sz6, hogy érdekes lenne a (18. 32. 2) tételt — ellentétben annak
(5. 1)-beli és (10. 7)-beli bizonyitdsdval — ,,az ID elméleten belill” bebizonyitani.
A trividlis n=1 eseten kiviil eddig csak az n=2 esetre taldltunk ilyen bizonyitdst
(3. 5), 1°-ben, csupdn a ,,tisztdn irdnydimenzids™ (3. 4) téteire tdmaszkodva.
Sziikitsiik le a problémadt egyelSre E,-ra, vagyis keressitk annak irdnydimenzios
bizonyitdsdt, hogy
(18.32.5) Dim E; =3.

Taldn érdemes megprébélni a kovetkezé bizonyitds-vdzlat megvaldsitdsdt:
Tény, hogy ha # egy X tér valamely irdnya és S¢€.%(£), ahol

S=F\G, (GF¢®R G=O, F=X,

akkor az X tér zdrt S részhalmaza ,,szepardlja” X-et, amin itt azt értjiik, hogy X
elddllithatd S-nek és két nem-iires nyilt halmaznak pdronként diszjunkt egyesitése-
ként (egyébként S =@ is lehet).3? Ekkor az X tér

XN\S

altere nyilvdanvaldan nem &sszefliggs.
Tegyiik fel mdrmost (18. 32. 5)-tel ellentétben, hogy

(18. 32. 6) Dim E, <3.

32 Altalaban a ,,szepardlds”-nak egy ennél altalinosabb fogalmat hasznaljak (sét a dimenzio-
elméletnek szinte ,,mindennapos” eszkodze, vo. pl. [31] 14), amire azonban itt nincs szitkséglink.
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Legyen ekkor R egy rendes minimadlis IS-ja F3-nak (itt tehat kihaszndljuk E; rendes
voltat), szoval

=
A

2.
Legyen tovdbbd
RER, ScLR),

mégpedig gy, hogy S a fenti értelemben szepardlja Ej-mat. (Ilyen S biztosan
létezik (bdrmelyik # elemét vdlasztandnk is R-nek), hiszen ha ezzel ellentétben
Z minden egyes (G, F) elemére fenndllna a

G=0, F=X
reldcioknak legaldbb egyike, akkor — Z rendes irdny és E, Osszefiiggd lévén — csak
% = {(9,9),(9, X), (X, X)}
lehetne; ez viszont az IS definicidja értelmében ,,f6losleges™ irdny, mds szdval
R {2}

is IS-ja lenne Ej-nak, holott feltételeztiik, hogy R Es-nak minimdlis 1S-ja.) Ekkor
tehdt az

altér nem Osszefiiggd, tovabbd (az R =1 esetben (2.5), (a) szerint, az R =2 esetben
pedig (4. 3) alapjdn) biztosan
(18.32.7) Dim §=1.

Ha mdrmost biztosak lehetnénk abban, hogy S gy vdlaszthaté meg, hogy az eddigi
feltételek mellett még a (3. 4) tétel feltételeinek is eleget tegyen, akkor az ilyen
S-re (3. 4) alapjdn

(18.32.8) Dim §=2

kovetkeznék, ellentétben (18. 32. 7)-tel és tehdt (18. 32, 6)-tal is; ezzel tehdt elér-
nénk a célt, ti. (18. 32.5) bebizonyitdsat.

Ami pedig a (3. 4) tétel feltételeit illeti: az, hogy S =3 (nyilvanvald, hogy az
E; teret egyetlen legfeljebb 3 elemil részhalmaza sem szepardlhatja), és az, hogy
S T,-tér legyen, automatikusan teljesiil; ahelyett pedig, hogy barmely x € .S pontra
S {x} osszefiiggl legyen, elég azt megkivdnni, hogy S-nek legyen egy ilyen tulaj-
donsdgli S* altere, amelyre szintén S* =3 (és amely persze automatikusan Ty-tér is),
hiszen ekkor

Dim §*=2,

amibdl (1. 5), (a) szerint kovetkezik (18. 32. 8).
Mindezt egybevetve ldthatd, hogy az E5-ra lesziikitett (18. 32) probléma vissza-
vezethetd a kovetkezd kérdésre: .

(18.33) Probléma. Jgaz-e, hogy bdrmely, az E; teret szepardld zdrt H altérnek
(vagy ezek koziil legaldbb minden olyannak, amelyre Dim H=1) van olyan H*
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altere, amelyre 1-7*23, és amely olyan tulajdonsdgu, hogy bdrmely x¢ H* pontra
a H* {x} altér isszefiiggs?>3

Ha ez nem igaz, vagy nem sikeriil bebizonyitani, akkor megelégedhetiink
e probléma kovetkez$ szerényebb vdltozatdnak esetleges pozitiv megolddsaval is:

(18.34) Probléma. Van-e az E; térnek olyan minimdlis R 1S-ja (R rendes-
ségét nem kell megkéovetelni!) és olyan R € R irdny, hogy valamely S R-siknak legyen
olyan S* altere, amelyre S* =3 és amelynek bdrmely x¢€ S* pontjdra az S*\{x}
altér osszefiiggd?

Ha végil valdban sikeriilne (18. 32. 5)-6t ilyen mddon bebizonyitani, akkor
természetesen a kovetkezd feladat ez:

(18.35) Probléma. Térelezziik fel, hogy a (18.32) problémdnak n=3-ra
konkretizdlt vdltozatdt sikeriilt a vdzolt médon megoldani. Lehet-e ekkor a kivetett
mddszert (természetesen valamilyen indukcids eljdrdssal) az dltaldnos (18. 32) prob-
léma megolddsdra dtvinni?

Koénnyi beldtni, hogy e problémdt akkor tudjuk megoldani, ha sikeresen meg-
birkézunk a kovetkezd két problémdval:

(18.36) Probléma. Milyen kovetelményeket lehetne egy X térre, annak egy
R minimdlis 1S-jdra, ill. egy X* alterére kironi, amelyek biztositandk, hogy az X*
altér RIX* 1S-ja minimdlis 1S-ja legyen X*-nak?

Ezt a kérdést mdr a (18. 24) problémgdval kapcsolatban is felvetettiik.

(18.37) Probiéma. Hogyan lehetne a (3. 4) tételt ,,magasabb 1D-kra” dlta-
lanositani? ’

Olyanféle tételekre gondolunk, amelyek — durvdn kifejezve — azt biztosita-
ndk, hogy amennyiben egy elég sok pontot tartalmazd (és esetleg még mds kovetel-
ményeknek is eleget tev6) X tér olyan tulajdonsdgu, hogy barmely, eléggé nagy
ID-ji X* alterének komplementer altere Osszefiiggd, akkor Dim X =Dim X*34

Végiil megemlitjiik, hogy (18. 32. 1) lényegében ekvivalens a mély (0. 10) tétel-
lel, s ez karakterizdlja az egész problémakor silyossdgat.

33 BOGNAR MATYAs megjegyezte, hogy € probléma megfogalmazisat — legalabbis akkor, haa
Dim H=1 korlitozast elhagyjuk — nyilvanvaléan nem szabad azzal szigoritanunk, hogy elhagyjuk
a H halmazok altereire vonatkozd részt, vagyis mindenképpen maguktol a H-ktol kivinjuk meg a
szoban forgd tulajdonsigokat.

Valoban: legyen pl. 4 egy gombfelilet az F; térben, legyen

X, y€ENA, x#y
és végil
H=AU{x,y}.
Ekkor H nyilvanvaldan olyan zirt részhalmaza E,-nak, amely az utObbit szeparilja, és amelynek
van olyan pontja (ti. akar x akar y), amelyet H-bol elvéve a keletkezo altér nem Osszefiiggd. (Igen
konnyli ezt az ellenpéldat igy modositani, hogy H maga Osszefliggd legyen.)

Ha azonban (18. 33) megfogalmazisinak akar a H ID-jara, akar az altereire vonatkozd részét
megtartjuk, akkor mar nem latszik ennyire konnyfinek ellenpéldat talalni, ha esetleg a kérdésre
a valasz negativ; hiszen a pozitiv valasz — legaldbbis az egyszer{i szemlélet alapjan — eléggé termé-
szetesnek tiinik.

34 A (3. 4) tételnek egyébként j6 néhdny mds tipust (de természetesnek latszo) valtozata és
altalanositisa is megfogalmazhatd sejtések formajaban, amelyek bizonydra a (18. 32) problématol
teljesen fliggetleniil, dnmagukban is érdekesek, €s igazolasuk esetén hasznos alkalmazisokkal ke-
csegtetnek; ezekre azonban itt nem tériink ki.
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9. MINIMALIS IRANYSTRUKTURAKBAN SZEREPLO FELTEREK

Az (1. 12) észrevétel, a (18. 34) probléma, tovdbbd a (18. 23) probléma és az
utdbbihoz fiizott 24. idbjegyzet egyardnt rdvezet a kdvetkezd két kérdésre:

(18. 38) Probléma. Hogyan karakterizdilhatok egy (esetleg valamilyen alkal-
mas vagy sziikséges megszoritdsnak aldvetett) X tér azon nyilt, ill. zdrt halmazai,
amelyek X egyetlen minimdlis (rendes X térnél esetleg rendes minimdlis) R 1S-jdra
vonatkozdan sem lehetnek R-félterei X-nek?

A kérdés illusztraldsara megjegyezziik, hogy pl. az E, euklidészi sik egy (akdr
nyilt, akdr zdrt) korlapja biztosan nem lehet R-féltér E, egyetlen minimdlis R
1S-jdra nézve sem, hiszen kiilonben a koérlap hatdrdnak, vagyis egy K kdrvonalnak
— (4. 4) és (3. 5), 1° alapjdn — 1 volna az ID-ja, holott (3. 5), 2° szerint Dim K =2.

(18. 39) Probléma. Hogyan karakterizdlhatok egy (esetleg valamilyen alkal-
mas vagy sziikséges megszoritdsnak aldvetett) X tér azon nyilt ill. zdrt halmazai
(ill. vannak-e egydltaldn ilyenek ), amelyek X bdrmely, ill. valamely (rendes X térnél
esetleg rendes) R 1S-jdra nézve sziikségképpen R-félterek?

Euklidészi terekre szoritkozva pl. a kdvetkez6képpen konkretizdlhatok ezek
a kérdések:

(18.40) Probléma. Van-e valamilyen — topoldgiailag egyszeriien jellemez-
het6 — kapcsolat (pl. akdr homeomorfizmus) egy E, tér bdrmely (esetleg rendes)
minimalis R 1S-jaban szereplé minden nem-trividlis R-nyilt, ill. R-zart féitér és E,
bdarmely nyilt, ill. zdrt (kozénséges értelemben vett) féltere kozitt?

N

(18. 41) Probléma. Amennyiben az el6zé kérdésre igenld a vdlasz, s6t a leheté
legerdsebb kapcsolat, vagyis homeomorfizmus dll fenn az E, ott emlitett alterei kiozott,
igaz-e még az is, hogy egy (E,, R) TIT, ahol R egy rendes minimdlis 1S-ja E, -nek,
minden egyes n természetes szdmra a (18. 31)-ben definidlt értelemben izomorf a meg-
felelé (E,, RO(E,)) TIT-rel?3s

(Megjegyezziik, hogy TIT-ek minden (18.31) szerinti izomorfizmusa egyben
homeomorfizmus, tehat ,,topologikus izomorﬁzmus”.)

10. BIRKHOFF 111. PROBLEMAJA

Legyen M,, ill. M_, az nXn-es, ill. végtelen matrixok linedris tere;

D,, ill. D, az nXn-es, ill. végtelen dupldn sztochasztikus mdtrixok halmaza;
P,, ill. P. az nXn-es, ill. végtelen permutdcidomdtrixok halmaza.

G. BIRKHOFF [6)-ban bebizonyitotta, hogy

(18.9.1) az M, térben D,=[P,].

BIrRKHOFF [7] k6nyvének nevezetes 111. problémdja marmost az a kérdés, hogy:

(18.42) Probléma. Miképpen viheté dt a (18.9. 1) tétel a végtelen esetre?

35 Mint ismeretes, RNE,) = RO(E,) (n=1,2,...), techiat semmi jelentdsége nincs annak,
hogy a probléma megfogalmazasaban E, algebrai vagy topoldgiai IS-jat szerepeltetjiik-e.

MTA I1II. Osztdly Kozleményei 18 (1968)




72 DEAK E.

Mivel M_-ben D, D[P.], kézenfekvd M.-nek olyan megengedett topologidit
keresni, amelyekben D,. P.-nek zdrt konvex burka, s ilyen természetli eredmények
valoban sziilettek. (A kérdéskor ismertetése és irodalmdnak dttekintése megtalal-
haté pl. REvEsz PAL [52] osszefoglald cikkében.)

Nyilvanvalé a probléma kapcsolata a KREIN—MiLMAN-tétellel, hiszen a P,,
ill. a P, halmaz elemei éppen a D,, ill. D, halmaz extremdlis pontjai az M, ill.
M. térben. Az irdnyterek elméletét tehdt a kovetkezé két mddon lehet taldn e
problémakérben felhasznalni:

(18.43) Probléma. Az M, halmazra (esetleg RO (L) felhaszndldsdval)
olyan (M, , R) IT-eket épiteni, amelyekben D.= k(R; P.) vagy D.= ek(R; P.).

(18.44) Probléma. Az elézé kérdést ,,topologizdlva™: az M., halmazra olyan
(M., R) TIT-eket épiteni, amelyekre nézve D.=zk (R; P.), vagy — (17.1), (a)-t
alkalmazva — D.,=ek (R, P.).

11. Az R-EXTREMALIS PONT DEFINiCIOJIA

A kvdzi-bels6rész fogalmdnak haszndlata nehézkessé teszi az R-extremdlis
pont fogalmdnak kezelését. VT-ekben az extremdlis pont fogalmanak ekvivalens
definicidja (konvex halmazokra szoritva): x akkor és csak akkor extremadlis pontja
egy E konvex halmaznak, ha E™ {x} is konvex.

(18.45) Probléma. Vajon irdnyterekben is ekvivalens-e ezen definicié meg-
Jelelbje az N-extremdlis pont, ill. gyenge R-extremdlis pont (16. 1) definicidjdval?

. (18.46) Probléma. Az elébbi kérdés eldontésétdl fiiggetleniil kérdezhetjiik,
vajon bizonyithaté-e az R-extremdlis pont ,,b (R; E)-mentes” fogalmdbdl kiindulva is
a (17. 2) tétel?

12. A (17.1),(a) TETEL KAPCSOLATA KY FAN TETELEVEL

A KREIN—MILMAN-tétel sokféle 4ltaldnositdsai ko6ziil magasfoku &ltaldanos-
sagdval tlnik ki

(18. 47) Ky FAN TETELE. Legyen S egy nem-iires halmaz; # S részhalmazai-
nak olyan — S-et is tartalmazé — csalddja, amelybél a tetszéleges metszés nem
vezet ki; 4 S nemv-iires részhalmazainak olyan csalddja, amely bdrmely inklizio-
ldncdnak egyesitését is tartalmazza. Tegyiik fel tovdbbd, hogy

(@) haAc%, XcF és AL X, akkor van olyan B¢ Y, amelyre B A és BN X=0;

(b) ha AcG és A=, akkor van olyan X€%F, amelyre ANX=D és ALX.

Ekkor minden A €% halmazra az {x: x€ A, {x} €9} halmaz nem iires, és F-burka
egybeesik az A halmaz F-burkdval ([44] 212).

(18.48) Probléma. Levezetheté-e mdrmost a (17.1),(a) tétel is Ky FaAN
tételébsl? (Annak bizonyitdsa, hogy a KREIN—MILMAN-tétel Ky FAN tételének
specidlis esete, nem iiltethetd 4t automatikusan a (17. 1), (a) tételre, lényegében
az ,extremdlis részhalmaz” fogalmdnak haszndlata miatt; 1. az idézett helyet.)
Ha igen, akkor a TIT fogalma a Ky Fan-tételnek egy a lokdlisan konvex térnél
dltalanosabb modellje.
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13. A KREIN—MILMAN-TETEL ATULTETESE TIT-EKRE

(18.49) A (17.1),(a) tétel szerint egy (X, R) TIT barmely kompakt, erésen
R-konvex E halmazdra

(18.49. 1) = ek (R; &(R; E)).
Ez nem marad igaz, ha (18. 49. 1)-ben ek-t zgk-val pétoljuk:
zgk (R;e(R; E))cE

is eléfordul.
Legyen pl.
X = {0319233}1 "R={‘@l,%2"@3}3
ahol
%, =@, 9), @, {i), ({i}, {0, 1), ({0, 1}, X), (X, X)}  (i=1,2,3).
Ekkor (X, R) nyilvdnvaldan IT, amelyben X maga nyilvdn erésen $R-konvex hal-
maz és

e(R; X)={1,2,3}.
Tekintsiik most (X, N)-t TIT-ként. Ekkor X kompakt halmaz ¢s valéban
zgk (R;e(R; X)) = gk(R;e(R; X)) =e(R; X)X,

hiszen ebben a (diszkrét!) térben minden halmaz zirt, és az e(R; X) halmaz gyengén
R-konvex.
Masrészt azonban

zk (R;e(R; X)) =k (R;e(; X)) =X
nyitott tehdt a kérdés:

(18. 50) Probléma. Lehet-e (17. 1), (a)-ban az erésen R-konvex burkot a zdrt
NR-konvex burokkal pétolni?

Ha igen, akkor ezzel formailag kdzelebb jutunk a Krein—Miiman-tétel (0. 12)
fogalmazdasdhoz.
Ha nem, akkor még mindig kindlkozik egy esetleges ,kiut”:

(18.50.a) Probléma. Lehet-e (18. 50)-et azdltal megoldani, hogy e¢(R; E)-et
az eredeti — (17. 1)-beli — definicidja helyett E gyenge R-extremdlis pontjainak
halmazaként definidaljuk?

(Az itt kozolt példdt ez a vadltoztatds nem érintené.)

14. A KVAZI-BELSORESZ FOGALMANAK KAPCSOLATA AZ INTERN PONT FOGALMAVAL

' A 15. §-ban lényegében a kovetkezd két kérdést vizsgdltuk:

(18.51) Probléma. Igaz-e, hogy egy L VT bdrmely konvex E halmazdra
b@EC E?

(18. 52) Probléma. Igaz-e, hogy egy L VT bdrmely konvex E halmazdra
b@E egybeesik E intern pontjainak halmazdval?
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A két kérdés Osszefiigg: ha (18. 52)-re igenld a vdlasz, akkor (18. 51)-re is az;
ha pedig (18. 51)-re tagado, (18. 52)-re is az.

Nem-konvex halmazokra felesleges e kérdéseket vonatkoztatni, hiszen a leg-
tobb nem-konvex E halmazra b®@ EE E (v6. (15. 8)), bdr vannak specidlis — ti. ,,ke-
véssé nem-konvex”” — E halmazok, amelyekre b EC E; ilyen pl. egy nyilt téglalap
* egyesitése csucspontjainak halmazdval. Egyes szerz6k egyébként — taldn BOURBAKI
nyomadn (,,point interne”, [9] 66) — az intern pont és az algebrai belsé pont fogal-
mat is eleve konvex halmazokra szoritva definidljak.

A (15. 6) tétel mdarmost csak részleges igenld valaszt ad e kérdésekre. A probléma
teljes megolddsahoz még eldontendd:

(18. 53) Probléma. Létezik-e olyan intern pont nélkiili konvex — tehdt sziik-
ségképpen végtelen algebrai dimenzidji — E halmaz, amelyre b@E = &?

Igenl8 vidlasz esetén tijabb két kérdés adodik:

(18.54) Probléma. Létezik-e olyan — (14.2),3° szerint sziikségképpen
nem erésen R (L)-konvex — konvex E halmaz, amelyre b@EN\ E =37

(18. 55) Probléma. Létezik-e olyan, intern pont nélkiili erésen R*(L)-konvex
E halmaz is, amelyre b9 E =37

Az algebrai bels6é pont nélkiili konvex halmaz ismert példai (pl. [38] 180) nem
dontik el (negativ értelemben) e kérdéseket, ui. kimutathato, hogy e halmazoknak
a kvdzi-R@(L)-belseje is iires.

15. A HAHN—BANACH-TETEL IRANYTEREKRE VONATKOZTATOTT PROBLEMAKORE

A kvidzi-belsérész fogalmdval a (18. 52) kérdés eldontésétdl fliggetleniil is
ki lehet fejezni az intern pont (15. 1) definicidjat (11. 17. 4) és (14. 8) segitségével.
Ezt az ,,irdnystrukturds” definiciot azutdn atvihetjiik dltaldnos irdnyterekre, azonban
az intern pontokkal, ill. algebrai belsé pontokkal kapcsolatos legfontosabb tételek
(pl. Mazur tétele, [38] 191, BourBAkindl ,,a HAHN—BANAcCH-tétel geometriai
alakja” néven, [9] 69) nem maradnak érvényben. Példaképpen olyan egyszerii
irdnyteret mutatunk be, amelyre nem vihet6 4t a HAHN—BANACH-tétel gondolat-
korében alapvetden fontos (és az algebrai belsé pont fogalmdt nem is tartalmazd)

(18. 56) KAKUTANI-FELE SZETVALASZTASI TETEL. Egy VT két diszjunkt, nem-
tires konvex részhalmaza mindig kibbvithetd komplementer konvex halmazokkd
(pl. [38] 184).

Legyen
X =1{2-1,0,1,2}, R={%,,%,, %5, R4},

ahol az egyes irdnyok nem-trividlis (egyszerre nyilt és zart) R-also félterei:

(Z2, -1,1)  {=11,2)  {-2012) {-2 ~1,0,2}
(-2, -1,1,2) {-2-1,1,2)
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(az (X, R) irdnyteret az dbra szemlélteti). Mdr-
most az {l,2}, {—1, —2} halmazok (X, R)-nek
diszjunkt, R-konvex részhalmazai (s6t erGsen R-
konvexek, hiszen mindkett6 R-sik); a 0 pontot
azonban egyikhez sem lehet csatolni anélkiil, hogy
elvesztené R-konvexitdsdt, s6t gyenge R-konvexi-
tdsdt is, ui.
gk(R;{1,0h = {1, —2,0},

gk(R;{~1,0}) ={2, —1,0}.

16. TRANYTEREK PATOLOGIKUS JELENSEGEINEK MEGSZUNTETESE

A 15.-beli és egyéb negativ eredmények a kovetkezd kérdésekre vezetnek:

(18.57) Probléma. Hogyan karakterizdalhaté azon (X, R) irdnytereknek
(az (L, R(L)) vektor-irdnytereket persze tartalmazd) osztdlya, amelyekben

(a) érvényes a (18. 56) tétel analogonja,

(b) az R-konvexitds ekvivalens a gyenge R-konvexitdssal,

(c) az N-extremdlis pont fogalma ekvivalens a gyenge R-extremdlis pont fogal-
maval,

(d) a (18.50) tétel ,,gyenge” vdltozata is igaz, stb.?

Valoszint, hogy a keresett karakterisztikum minden ilyen kérdésben valamilyen
,,slrliségi”, ,teljességi”” vagy ,,hézagtalansdgi” feltétel, hiszen (mint kénnyen ldt-
hat6) Osszes ellenpélddink ((a): (18. 56); (b): (12. 8); (¢): (16. 2), 3°; (d): (18. 49))
,,artalmatlannd” tehet8k azzal, hogy az irdnyteret néhdny ujabb ponttal, s ennek
megfeleléen az irdnyokat néhdny ujabb sikkal kiegészitjiik. (Pl (18.56)-ban ele-
gendd az iires kvdzi-R-belsejii {1, 2}, {—1, —2} R-sikokat az dbra [1, 2], [—1, —2]
szakaszainak metszéspontjdval ,.feltolteni”, és az #,, #, irdnyokat a szaggatottan
rajzolt ,,sikokkal” kiegésziteni.)

A legérdekesebb volna, ha ezeket a kényelmetlen jelenségeket az irdnystruktira
definicidjdnak egy kozds (esetleg (18. 31.a)-tipust) megszoritdsdval lehetne kikiiszo-
bolni.

17. INTERN LEKEPEZESEK. A KONJUGALT IRANYTER PROBLEMAJA

Foglalkozni kellene irdnytereknek, ill. TIT-eknek olyan leképezéseivel egymdsba,
amelyekre nézve

(A) konvex halmaz képe konvex, ill.
(B) konvex halmaz inverz képe konvex,

(ahol ,,konvexitdson” az irdnyterekben definidlt hdromféle konvexitds valamelyikét
vagy ilyenek kombindcidit értjik).

Az (A) tipusrdl csupdn azt emlitjilk meg, hogy egyvéltozds valds fiiggvényekre
és a konvexitds kozonséges fogalmdra alkalmazva (A) a DARBoUX-tulajdonsdggal
ekvivalens. A (B) tipussal kapcsolatban azonban részletesebben utalunk ennek
rokonsdgdra az intern fiiggvény fogalmdval, amely a monoton fiiggvény fogalmdnak
dltaldnositdsa.
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(18. 58) DrrFiNic1O. Egy az E, euklidészi tér valamely K konvex részhalmazdn
definidlt f(x) valds fliggvény
(a) p-kvdzikonvex, ill. kvdzikonvex, ha

SIlpx+(1=pyl=max [f(x), /(]  (x, y€K)

valamely 0 <p =1 stlyra, ill. minden ilyen stlyra;
(b) p-kvdzikonkdv, ill. kvdzikonkdv, ha

flpx+ (A =pyl=min [f(x), ()] (x, y€K)

valamely O <p=4 silyra, ill. minden silyra;

(c) p-intern, ill. intern, ha egyarant p-kvdzikonvex és p-kvdzikonkdv, ill. kvdzi-
konvex és kvazikonkav.

A kvdzikonvex, ill. kvdzikonkdv fliggvényekkel tobb vonatkozdsban foglal-
koztak; a legutobbi években pl. a nem-linedris programozasban kaptak szerepet,
tobbnyire a folytonossag feltételezése mellett (1. pl. [5], [36]).

A (18. 58)-beli ,,p-osztdlyokat” [14]-ben vezettilkk be, és vizsgdltuk folytonos-
sdgi, mérhetdségi viszonyaikat, tovdbbd annak feltételeit, hogy egy ,,p-tulajdon-
sdgbdl” a megfelel6 ,,minden p-re” tulajdonsdgra lehessen kovetkeztetni, E vizs-
gélatok az

, 2] 2 T+
2 )~ 2
fiiggvényegyenlStienséggel definidlt JEnsEn-konvex fiiggvények Kkiterjedt elméleté-
hez kapcsolddtak (minden JENSEN-konvex fiiggvény I-kvdzikonvex), amelynek
torténeti gyokere az

f[x+.v] _ S+ Q)
2 2

tulajdonsdggal definidlt JensEN-linedris fliggvények, ill. az ezekkel rokon
— a CAUCHY-féle ‘
Fx+y)=f)+/(»)

fliggvényegyenletet kielégitd — additiv fiiggvények vizsgdlta. Az utébbiakrdl HAMEL
mutatta ki nevezetes [27] dolgozatdban, hogy nem sziikségképpen folytonosak.

A p-kvédzikonvex ([14]-ben ,,p-maximumlos™) fliggvény fogalma egyben a
p-intern fiiggvény fogalmdnak is dltaldnositdsa, amelyet p =1-re és E,-ben definidlva
S. Marcus vezetett be €s vizsgdlt meg [41] (ill. még kordbban = helyett <-bel
definidlva CsAszAR Akos [12] dolgozatdban). A terminoldgia egyébként nem egy-
séges ebben a témakorben. (A problémakor torténetét 1. pl. [14]-ben; sok irodalmi
adat taldlhatd pl. [1]-ben.)

Mindezeket a vizsgdlatokat ki kellene terjeszteni tetszéleges VT-ekben értel-
mezett valds fiiggvényekre; e téren eddig nagyon kevés tortént (l. pl. [42]). Kézen-
fekvd tovdbbd ezeket a definicidkat VT-eknek részben rendezett VT-ekbe vald
leképezéseire alkalmazni. Termékenyebbnek ldtszik azonban VT-ek részben-rende-
zéseinek arra a csalddjdra tdmaszkodni, amelyet a természetes irdnystruktura irdnyai
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indukdlnak (11.8) és (11.9) értelmében. igy pl. vizsgdlni lehetne a kdvetkezd defi-
nicidkkal megadott fiiggvényosztdlyokat: —

(18. 59) DerINiciO. Legyenek L, L, VT-ek, R*CSRO(L,) és O0<p=1. Egy
fi Ly —~L, leképezés R*-ra és p-re nézve
(a) (R*, p)-kvdzikonvex, ha minden R*-als6 féitér inverz képe p-konvex halmaz,
vagyis )
flof ' X+ A =p)f ' OMIEM (x, ye M, MEGR)VF(R), R €R¥);

(b) (R*, p)-kvdzikonkdr, ha minden R*-fels§ féltér inverz képe p-konvex;

(c) (M*, p)-intern, ha egyarant (R*, p)-kvdzikonvex és (R*, p)-kvazikonkdyv.

Igen konnyil ldtni, hogy ezek a fogalmak a megfeleld (18. 58)-beliek dltald-
nositdsai; pl. egy E,-ben definidlt f valds fiiggvény akkor és csak akkor p-kvdzi-
konvex valamely 0 <p=1-re, ha minden

{x:x€E,, f(x)=c} (—oco=<c=<o0)

nivéhalmaz p-konvex. (Itt R* a képtér — E, — teljes természetes IS-ja.)
A (18.59) definicickat marmost pl. a kovetkezGképpen vihetjiik 4t tetszdle-
ges irdnyterekre (ill. TIT-ekre):

(18. 60) DrriniciO. Legyenek (X, R,), (X5, R,) iranyterek. Egy f: X; - X,
leképezés

(a) kvdzikonvex, ill. kvdzikonkdr, ha minden R,-also, ill. R,-felsé féltér inverz
képe gyengén R,-konvex halmaz;

(b) intern, ha egyardnt kvdzikonvex és kvdzikonkdv.

Az ilyen tipusi leképezésekre vdrhatéd eredmények jellegét taldn érzékelteti
a kovetkez6

(18. 61) TETEL. Legyen f egy (X, R,) TIT intern leképezése egy (X,, R,)
TIT-be. Ekkor létezik X, gyengén R, -konvex részhalmazainak olyan t(X,)-nél
nem nagyobb szdmossdgu csalddja, hogy f diszkontinuitdsi helyeinek D halmaza lefed-
hetd ezek hatdrainak egyesitésével.

Bizonyitds. 1° Legyen # X,-nek egy ,,R,-nyilt intervallumokbol” (vagyis
R,-nyilt félterek véges metszeteibdl) 4llo, 7(X,) szamossdgu bdzisa. Ilyen biztosan
létezik, hiszen egy Y tér minden bdzisdnak — s igy az X, térnek az Osszes R,-nyilt
intervallumokbdl dllé bdzisdnak is — van olyan t(Y) szdmossdgu része, amely
szintén bdzisa Y-nak.

2° Az f leképezés folytonossdga valamely x€ X, pontban azt jelenti, hogy
f(x)-nek minden X,-beli kdrnyezetére x€(f~[U])°. lgy tehdt minden x€ D pont-
hoz létezik f(x)-nek olyan Uy, kornyezete, hogy

x€Gr f- 1[Uf(x)],
és ezért barmely f(x)€ VS Uy, kornyezetre

xeGr fifv]
3° Legyen mdarmost

SX)E€By & Usnys Byy€#  (x€D).

DS U{Gr f~![B;w)]: x€D},

Ekkor
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és mivel minden f~![B,,] halmaz R,-félterek metszetének inverz képeként gyengén

R,-konvex halmazok metszete, tehat gyengén R,-konvex, ezzel elddllitottuk D-nek

legfeljebb 1(X,) gyengén R,-konvex halmaz hatdrainak egyesitésével vald lefedését.
Alkalmazzuk ezt a tételt az E,-ben definidlt valds fiiggvényekre:

(18. 62) TETEL. Egy E,-ben definidlt intern valds fiiggvény diszkontinuitdsi
helyeinek D halmaza lefedheté megszdmldlhato sok konvex halmaz hatdrainak egye-
sitésével.

Egy régebbi, kvdzikonvex fliggvényekre vonatkozé eredményiink ([14] 120)
intern fliggvényekre alkalmazva csak annyit mond, hogy D LEBESGUE-O-mértéki.
Az utébbinak bizonyitdsdndl felhaszndltuk azt az ismert tényt, hogy egy E, minden
konvex részhalmaza PEANO—JORDAN-mérhetd, vagyis a hatdra LEBESGUE-O-mértékii
(. pl. [15]); azonban nem minden LEBESGUE-O-mérték{i halmaz fedhetd le meg-
szamldihaté sok konvex halmaz hatdrainak egyesitésével. (Az utdbbi egyébként
elsG kategoridju halmaz.)

Ha a (18. 60), (b)-beli (X;, R,) és (X,, R,) TIT egyardnt E,, akkor az intern
leképezések éppen a monoton fliggvények; erre alkalmazva a (18. 62) tétel azt a
kozismert elemi tényt szolgdltatja, hogy monoton fiiggvénynek legfeljebb megszam-
ldthatéan sok szakaddsi helye van.

(18. 63) Probléma. A (18.62) rérel arra dsztondz, hogy kisérletet tegyiink
egy (X, M) TIT kiilonbdzé ,,fokozati” konvex halmazainak (‘R-féltereknek, erdsen
R-konvex, R-konvex rvagy gyengén R-konvex halmazoknak) hatdraira alapozott
.»Kis halmaz”-fogalmak bevezetésére, amelyek bizonyos vizsgdlatokban a 0-mértékii,
ill. elsé kategdridji halmazok szerepét vehetnék dt.3®

Az intern leképezésekre vonatkoz6 tObb mar elért eredményiink koziil idézziik
most [19]-bél a. k6vetkezst:

(18. 64) TETEL. Legyen X TVT, Y LKT és O<p<1. Egy az X valamely K
konvex halmazdn definidlt ¢: K—Y p-intern leképezés vagy K minden pontjdban
vagy K egyetlen pontjdban sem lokdlisan korldtos.®”

36 Ilyen célra egyes esetekben egy (X, R) TIT bizonyos E halmazainak valdsziniileg nemcsak
a hatédra, hanem mas ,,hatérjellegii” halmazok is alkalmasak. Ha pl. ‘R minimalis IS-ja X-nek arra
a topolégidra nézve, amelyet maga R indukdl, tovabbd Dim X<y, és E erbsen R-konvex halmaz

(amelyre tehat R végessége és (14. 2, 1) tovabba (14. 2. 3) kovetkeztében b(‘R E) biztosan nyilt
halmaz és b(R; E)S E, akkor a

Gr*(R;E) = zek (R; E)\Db(R; E)
halmaz — bar nemcsak okvetleniil tartalmazza E hatdrat, hanem
Gr*(R;E)DGrE

is eléfordulhat — szintén valamiféle, E hatdraval bizonyos kapcsolatban levo ,,le halmaz’-nak
tekinthetd, hiszen R-sikok részhalmazainak véges egyesitése, s ezek mindegyikének pl. az ID-ja
(4. 3) alapjan hatdrozottan kisebb Dim X-nél, hacsak Dim X=1. (Persze azért Dim Gr*(R; E) =
= Dim X is lehet!)

Lathat6 tehat, hogy az IS fogalma tobbféle ,,kis halmaz-fogalom bevezetésére is kézenfekvd
lehetSségeket nyujt; ezek értékét persze csak a mar sikeriilt alkalmazasok alapjan lehet majd meg-
itélni.

37 DerNic1O. Egy X TVT valamely 4 halmazinak egy ¢ leképezése egy Y TVT-be lokdlisan
korldtos valamely x € A pontban, ha van x-nek olyan U kirnyezete az X tér A alterében, amelynek
o[U) képe korlatos halmaz az Y térben. (Linedris formdkra szoritkozva mas, mégpedig , kevésbé
lokalis™ értelemben is hasznalatos a ,,Jokalisan korlatos™ kifejezés; 1. pl. [38] és [60].)
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E tétel (és mds hasonlo tételek) alapjan azt mondhatjuk, hogy a p-intern leké-
pezések hasonldan szélsGséges viselkedésiiek, mint a p-konvex fiiggvények.3® (A p-
konvex fiiggvények specidlis p-kvdzikonvex fiiggvények; definicidjukat 1. (18. 68)-
ban. A linedris terek elméletében a ,,p-konvex’ kifejezés mds értelemben is hasz-
ndlatos ([38] 163)).

A (18. 64) tétel kapcsdan a kovetkezd kérdés meriil fel:

(18. 65) Probléma. Keresni kellene az X, Y terekre, tovabbd P< (0, 1) hal-
mazok (valamilyen értelemben vett) ,nagysdgdra” kirdtt olyan, lehetbleg gyenge
(esetleg valamilyen értelemben minimdlis) feltételeket, amelyek biztositidk, hogy
egy olyan @: K—Y leképezés (ahol K ismét X egy konvex halmazdt jelenti), amely
mz’na’en3 p€ P sulyra p-intern, a (18. 64)-beli két szélséség koziil a ,,jo” tulajdonsdggal
birjon.3°

A (18. 61) tétel, amelyet [19]-ben egy TVT-ekre vonatkozé specidlis (de azért
(18. 62)-nél dltaldnosabb) fogalmazdsban mondtunk ki és bizonyitottunk be, ugy is
interpretdlhatd, hogy egy intern leképezés — bdr nem sziikségképpen folytonos —
egy bizonyos értelemben sohasem lehet ,,nagyon nem-folytonos”. Ez a megjegyzés
bizonydra érdekesebbé vdlik, ha megemlitjiik, hogy az intern leképezések kozé
tartoznak — s nyilvdn ezek a legfontosabb intern leképezések — a TVT-ek linedris
funkciondljai, sét linedris operdtorai is. Altaldban torekedni kellene arra, hogy
(mindkét iranyban) hasznot hizzunk abbdl, hogy a linedris operdtorok specidlis
intern leképezések.*?

Keresni kellene tovdabbd az analdgidkat egy irdnytér intern leképezései (egy
masik irdnytérbe, specidlisan E,-be) és egy VT linedris operdtorai vagy funkcionadljai
kozott. Kétségtelen, hogy sok — a konvexitdssal kapcsolatos — kérdésben egy
VT linedris formdinak nem a linearitdsa, hanem csak az intern volta a lényeges.

38 Csupan példaképpen emlitjiikk meg itt (t6bb hasonld tény kozil kiragadva), hogy egy I
valos intervallumon definidlt p-konvex, vagy akar csak p-kvazikonvex, valds fluggvény felsé bur-
koléjanak értéke barmely 0 <p <1 szam esetén vagy I minden pontjaban, vagy I egyetlen pontjaban
sem <. Ha f p-konvex, akkor vagy I minden pontjaban, vagy I egyetlen pontjaban sem folytonos.

Mindez sokkal altalanosabban is igaz. Részletes irodalmi adatok helyett legyen szabad a [14)
és [19] dolgozatainkra, tovabba a részben ezeket ismertetd [60] dolgozatunkra utalnunk, ahol a
szoban forgo témakort (kilonosen [14]-ben) eléggé részletesen feldolgoztuk, és amelyekben elég sok
torténeti és irodalmi adat is taldlhato.

3% Az e problémira vonatkozd eddigi egyetlen eredményiink igy szol:

(18. 65. a) TETEL. Ha X euklidészi tér, Y LKT és K< X konvex halmaz, akkor birmely ¢:K—~+Y
intern leképezés K minden pontjaban lokdlisan korldtos. (Ez a [19] dolgozat (1. 7) tételébdl kovetkezik
az ottani (1.4) definicidhoz fiiz6tt megjegyzés alapjan.)

Ez a tétel persze eléggé gyenge eredményt fejez ki a (18. 65) problémara vonatkozdan, hiszen
itt X-re igen erds feltételt réttunk ki, a P-re tett (hallgatélagos) kikotés pedig (minden lehetséges
értelemben) maximalis, ui. P=(0. 1).

40 Megemlitjitk, hogy a (18. 65. a) tételniek olyan ekvivalens fogalmazasat lehet adni, amely
érdekes fényt vet a linearis formakra, mint speciélis intern leképezésekre:

(18. 65.b) TETEL. Legyen Y tetszdleges LKT. Ha K egy olyan lokdlisan korlitos X TVT-nek
konvex részhalmaza (akdr K= X is lehet ), amelynek minden linedvris formdja X minden egyes pontjdban
lokdlisan korldtos (ezek az X terek ui. éppen az euklidészi terek, vo. [19] 226), akkor minden intern
9: K~ Y leképezés is lokdlisan korldtos K minden pontjdban.
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M. JerisoN pl. [32] dolgozatdban (BourBAKI nyoman) igy foglalta Gssze a LKT-ek
konvex halmazainak bizonyos viszonyait:

(18.66) TéreL. Ha L LKT, E* egy ES L részhalmaz zdrt konvex burkdt jeloli
és minden L-en értelmezett f zalos Sfliggvényre

Je= Sg};f x) (ESD),

akkor minden CS L kompakt és konvex halmazra és minden S € C részhalmazra
a kovetkezd kijelentések ekrivalensek:

(@) fs=fc (feL);

(b) C=5%;

(¢) S- tartalmazza C minden extremdlis pontjdt.

(A (c)=(b) implikdcié 1ényegében a KREIN—MILMAN-tétel.)
Midrmost ez a tétel érvényben marad, ha az (a) kijelentést ‘az analdg
@) ,,fs=fc minden L-en értelmezett folytonos és a (18. 60), (b) definicio értel-
mében RO (L)-re nézve intern valds fiiggvényre” kijelentéssel helyettesitjiik.
(Ennek igazoldsdra elegendé a (b)=(a’) implikdciot bizonyitani. Minden
folytonos valds f fiiggvényre fy= fo<-<. Ha (a’)-vel ellentétben létezik olyan f
folytonos intern fiiggvény, amelyre fs</f., akkor az

F={x: x€L, f(x)=fs}
SSCAFcC,

zart halmazra

és az F halmaz konvex, hiszen a szdmegyenes egy félterének inverz képe f-re nézve;
ezért S4C Cn F, tehdt S4>C, vagyis (b) sem teljesiil.)

(18.67) Probléma. Lehet-e az intern leképezés fogalmdnak valamely vdlto-
zatdbdl kiindulva a VT konjugdlijdnak, ill. TVT dudlisinak megfelels fogalmat
alkotni irdanyterekre, ill. TIT-ekre?

(18. 68) A legspecidlisabb intern leképezések a linedris leképezések, s ezeknek —
amennyiben egy-egyértelmiiek — az inverze is intern (s6t linedris); ezért taldn az (A)
és (B) tipus kombindcidjabdl kellene kiindulni.

A konvex fiiggvény fogalmdt nehezebb dtvinni TIT-ek kozotti leképezésekre
ugy, hogy bizonyos megszokott, jo tulajdonsdgai (folytonossdg, kvdzikonvexitds
stb.) ne vesszenek el. Taldn hasznos lesz e tekintetben az az észrevétel, hogy egy
f: L—~E; leképezés akkor és csak akkor p-konvex, ill. konvex (vagyis

flpx+(=p)yl=pf(x)+1 —-p)f(») (x,yel)

egy 0 <p=1 sulyra, ill. minden ilyen sulyra), ha az L X E; (linedris) szorzatternek
az f grifja ,feletti” része p-konvex, ill. konvex halmaz.

Befejezésiil megemlitjiik, hogy az irdnystruktira-fogalom bevezetésének elsd
inditéka éppen az a toérekvésiink volt, hogy bizonyos fiiggvényegyenlStlenségekkel
definialt fiiggvényosztdlyok (konvex, intern, kvdzikonvex stb.) értelmezését és
vizsgdltatdt (pl. a [14] dolgozat anyagdt) nem-linedris terekre is dtvigyiik. Ennek
elsS 1épése volt e fliggvényosztdlyoknak olyan ekvivalens definicidt keresni, amelyek
csupdn a konvex halmaz és bizonyos specidlis konvex halmazok (félterek) fogalmat
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feltételezik ; mdsodik lépésként pedig éppen az utdbbit (pontosabban: egy VT konvex
halmazai csalddjanak fogalmat) kellett dltaldnositani.

Problémafejezetiinknek ezen utolsé szakasza tehdt lényegében olyan gondola-
tokat tartalmaz, amelyek az értekezés anyagdnak felépitését megelSzték, s6t arra
inditottak, de részletes kidolgozdsuk — j6 néhdny mdr elért, és itt csak részben
megemlitett eredmény ellenére is — még hdtra van.
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