A HIPERGEOMETRIKUS ELOSZLAS ALTALANOSITASA*

F. E. BINET**
Bevezetés
Tekintsiik a
¢)) Pri1 = gi—gg—i—g‘nk (k=0,1,2,...)
rekurziés formuldval és a
P kgpk—:l; 2=0  (k=0,1,2,..)

feltétellel meghatdrozott p, == P(€ =k) diszkrét eloszldsok csalddjdt. Konnyil ldtni,
hogy a hipergeometrikus eloszlds eleget tesz az (1) és (2) feltételnek, ennek meg-
felelen az (1) és (2) dltal meghatdrozott eloszldsokat dltaldnositott hipergeometri-
kus eloszldsnak fogjuk nevezni.

Az dltaldnositds alapgondolata mdr A. Noack [1] alatti cikkében megtaldl-
hato, részletes kidolgozdsit Kemp és Kemp [6] adta meg. SARKADI [3] egyszerfisi-
tette Kemp és KEMp osztdlyozdsdt és tobb, az irodalomban addig 6ndlld esetként
tdrgyalt eloszldsrél mutatta ki, hogy az altalanos hipergeometrikus eloszlasokhoz
tartozik.

Dolgozatunk 1. fejezetében az dltaldnositott hipergeometrikus eloszlds osztd-
lyozdsdt tdrgyaljuk. A 2. fejezetben a hipergeometrikus, binomidlis és Poisson-
eloszlds kapcsolatdrd!l lesz sz6: megmutatjuk, hogy hatdratmenettel, keveréssel és
feltételes eloszlds képzésével ezek az eloszldsok egymdsbol elddllithatdak. Végiil
attekintjiik a fenti eloszldsoknak a homogén sziiletési folyamatok koérében valo
alkalmazasat.

Itt mondok k&szdnetet Dr. R. T. LesLiEnek (Division of Mathematical Sta-
tistics, C. S. 1. R. O) munkdm elkészitéséhez nytjtott szivélyes segitségéért, valamint
TusNADY GABOorRnak (MTA Matematikai Kutaté Intézet) a dolgozat magyar nyel-
ven valé megfogalmazdsdban nyujtott segitségéért.

1. Az dltaldanositott hipergeometrikus eloszlas osztilyozisa

Ha az q, b, ¢ paraméterek egyike sem negativ egész, (1) alapjdn az eloszlds
generdtorfiiggvénye

<. S 2R @+ b+
(3) Zpkzk = 2 k’ ]]( )( l) —pOF(a’ b,C;Z),
k=0 c+i

* Elhangzott az AuszTRAL MATEMATIKAI TARSASAG rendes évi {ilésén, a MONASH-Egyetemen
(Clayton, Ausztralia) 1963. maj. 30.-4n.
** C.S. I. R. O. Division of Animal Genetics. Eppening, N. S. W. Australia.
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138 F. E. BINET

Ismeretes (ldsd pl. [25]), hogy a (3) alatti F(a, b, ¢; z) hipergeometrikus sor konver-
gencia-sugara 1, a z=1 pontban akkor és csakis akkor konvergens a sor, ha

€] ) a+b<c

teljesiil. Ebben az esetben (2) alapjdn

1 _TI'(c—a)I(c—b)

©) 2= Fab,e;1) T c—a—b)’

(ahol I'(z) = ftz‘le"dt; I'(n) = (n—1)! ha n természetes szdm). Tehdt p, dltald-
]

nos alakja -
6) _ TI'(c—a)[(c—b) ) IF'la+k)L(b+k)
( Pe= r@r)rc—a—>b rA-+kr{+k)’

Ahhoz, hogy a p, =0 feltétel is teljesiiljon, a

(a+k)Yb+k)
_ (c+k)

hdnyadosnak pozitivnak kell lennie k=0, 1,2, ... mellett. Ennek megfelelden az
aldbbi eseteket kiilonboztethetjiilk meg. .

()

I. Ha a, b negativ, ¢ csak pozitiv lehet z_zcé>0 folytdn, tehdt (@ +k) és (b +k)

eldjele-azonos k mellett vélik pozitivvd, ami csak ugy lehet, ha [a] =[b] (ahol [x]
az x-nél nem nagyobb egész szdmok legnagyobbikdt jeléli). Ebben az esetben (4)
automatikusan teljesiil, tehdt feltételeink:

H*: [a]=[b]<0; c=0.

H. Ha a, b koziil csak az egyik negativ, szimmetrikus szerepiik miatt feltehet-
jiky hogy a<0. Mivel (7) pozitivitdsa szempontjdbdl a, b, ¢ egyikének sincs kitiin-
tetett szerepe, ebben az esetben alkalmazhatjuk elébbi eredményiinket (abban
b és c szerepét felcserélve): (7) akkor és csakis akkor pozitiv, ha [a] =[c]. (4)-et is
figyelembe véve kapjuk, hogy esetiinkben a feltétel:

H-: [a]=[c]<0; O<b<c—a.

III. Ha a, b pozitivak, (4) alapjdn ¢ is pozitiv, igy (7) is pozitiv lesz, feltételiink
tehat )
H-: a=0, =0, ¢ > a+b.

Ha az a, b paraméterek koziil valamelyik negativ egész, szimmetrikus szerepiik
miatt feltehetjiik, hogy az @ = —n. (Ha mindkettd negativ egész, vdlasszuk a-t
a nagyobbiknak.) Ebben az esetben csak azt kell biztositanunk, hogy (7) nevezdje
ne legyen O ha k a 0, 1, ..., (n—1) értékeket veszi fel. Célszerli modon (7) értékét
0-nak tekintjik £ =» mellett akkor is, ha ¢ = a = —n, azaz (7) nevezbje is 0. Mivel
ebben az esetben a (3) alatti hipergeometrikus sor csak véges sok 0-t6l kiilonb6zd
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A HIPERGEOMETRIKUS ELOSZLAS ALTALANOSITASA 139

tagot tartalmaz, a z=1 pontbeli konvergencidhoz (4)-et nem kell feltenniink. Fel-
tételeink tehdt:

H¢: a =—n (negativ egész), b < a+1, c=0,
Hy: a = —n (negativ egész), ¢ < a+1, b=0.
Ezekben az esetekben (5) a
Z ]] (—n+i)(b+i) _I'(c)I'(c—b+n)

=0 k!izo c+i T I'(c—b)I(c+n)
. . ... T(c+n . i .
Osszefiiggést jelenti; amit IR -nel szorozva a kovetkez3 azonossdgot kap-
juk:
o (—b) ([c+nr—1 c—b+n—1
S )

amely az (1 +x)~2(1 +x)¢**~1 = (1 +x)°~bT"~1 azonossdgban x" egyiitthatoi kozti
Osszefiiggésnek felel meg. Fenti formuldink tehdt az ¢ = —n esetben is érvényesek,
anélkiil hogy a konvergencidt biztositandnk.

Felhaszndlva a I'(z) fiiggvényre érvényes

® I'(—a+1 F(a+k)
I'—a—k+1) I'(a)

Osszefiiggést (ha a természetes szdm, (8)-at célszer(i definicionak tekinthetjiik) az
egyes esetekben p, célszeri alakja a kovetkezd:

I. A H* és a H{ esetben
—b) (c—a—1
k) '\—a—k

b= (c—a—b—l)

—da

= (D —r=

o I'a+1) . . . o
1 = . =
[aho [ﬁ] TET DI G—F5D ill. ha f természetes szam [ﬁ]
= oc(oz—l)..l.i(:x—ﬂ—i—l)]’ mely a Hf esetben a N=c—a—b—1, M =—b,
n = —a jelolésekkel a hipergeometrikus eloszlds kozismert formdjit adja. A H*
esetben k=0,1,2,...; H} esetben £=0,1,2, ..., —a.

II. a H™ és Hg esetben

{9} Bb+k,1—c—k)
Pr lk Bb,a—c+1) °

ahol B(a, f) a beta-fliggvény: B(x, f) = F—r(%. H~ esetben £=0,1,2, ...,
Hg esetben £k=0,1,2,... —a.

MTA III. Osztily Kézleményei 18 (1968)




140 F. E. BINET

III. A H~~ esetben

/ N
b—k~1) Blc—a,a+k)
pk:[ k ]m (*k=0,1,2,..).

Itt jegyezziik meg, hogy a fenti eloszldsok approximdcidjdt a [11] és [13] dolgo-
zatok tdrgyaljdk.

2. A hipergeometrikus, binomialis és Poisson-eloszlds kapcsolata

Ha [b], |e| tart eo-hez, mikozben a rdgzitett és % tart w-hoz, az (1) osszefiiggés
dtmegy az h

at+k
a» Drs1 = i“_"_—kwpk (k=0,1,2,..)

osszefiiggésbe. Igy (1)-nek azok a megolddsai, melyek (2)-nek is eleget tesznek,
(1*) azon megolddsaiba mennek dt, amelyek (2)-nek eleget tesznek. (1*) generdtor-
fiiggvénye:

(3% kg Pz = py 5 (_]_{a) (—wz)* = po(l —wz)~7,

k=0

ahol (2) miatt p, = (1 —w)?, ha (3*) konvergens z=1 mellett.
Ha tehdt HF esetén b — oo, ¢+ + oo, ill. ha Hg esetén b+ + oo, ¢ - — oo,

. b . .

mikdzben a rogzitett negativ egész: a = —n, és S0 < 0, akkor a hatdreloszlds
- 1 . .

generdtorfiiggvénye (px +¢q)" lesz, ahol p = I CZ} 4 =T tehdt a hatdrelosz-

14s binomidlis:
Bt:p, = (Z)p"q""‘ k=0,1,..,n).

Ha pedig (a és b szerepét felcserélve) Hy esetén a, ¢ tart (—oo) felé, ill. H-~

esetén a, c tart (+ oo)-hez, mikézben b rogzitett és %—»p, ahol 0 <p <1, akkor a

1—px)? . -
megfeleld eloszlds tart az [l—ﬁ)—C] generdtorfliggvényli negativ binomidlis elosz-

ldshoz, melyre

_ —b+k—1 _
8- pe= (PR pa-p k=02,

-

Megjegyezziik, hogy — mint az a feltételekbSl kdnnyen kiolvashato — H*
és H™ esetén ilyen hatdrdtmenetek nem lehetségesek.
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Ha (1)-ben |a|, |b], |c| tart eo-hez, mik&zben ac_b - =0, illetve (1*¥)-ban |a| — <o,
w —~0, mikbzben aw -1 >0, akkor a (2)-nek eleget tevd megolddsok tartanak

2
(1**) . Pr+1 = ml’k k=0,1,2,..)

(2)-nek eleget tevé megolddsdhoz, melyre

l"e"l '
P:p="75 k=0,1,2,...).

Ha tehdt Bt esetén n—>oo, p ~0 mikdzben np — 4, illetve ha B~ esetén b oo, p >0
mikdzben bp -4, a megfeleld eloszldsok tartanak a A paraméterii Poisson-eloszlds-
hoz. '

. A fenti hatdrdtmenetek a kovetkezd dbrdval szemléltethetSek:

H-~- Hy Hf
NN\
B- B*
N/
P

A kovetkez8kben a forditott irdnyd dtmeneteket tekintjiikk dt. Frre a célra
két mddszert haszndlunk: eloszldsok keverését és feltételes eloszlds képzését. El6bbi-
vel kapcsolatban megemlitjiik a [4] dolgozatot, mely — tobbek kozdtt — a negativ
binomidlis eloszlds Poisson-eloszldsbdl valé elééllitdsdt tdargyalja.

Az eloszldsok keverésében a generdtorfiiggvényiikre érvényes aldbbi Ossze-
fliggéseket haszndljuk:

* 1
b—1 __¢)c—a-b~-1 - -a
11 —1) [1 tz] P
B(b,c—a—>) 1—t¢
F(a,b,c;z) = ° .
b—1(1 _ ¢\a=-c
/—’—&-(mﬂ—z)—adr

I'(c—a)['(c—Db)
(10 Forc—a—b)

Bb,a—c+1)
V]
feltéve, hogy c=>b=>0, vagy pedig a negativ egész és b>0, ¢ < a+1, valamint
(11) [L—E]_‘;-&/t“‘le“-'e'(z“)dt
l—p r (u)o ’
ahol
l=1%p, u=0, 0=<p=<=l.

(10) szerint tehdt H—— illetve Hy elddllithaté B~ illetve B+ eloszldsokbdl
beta eloszldssal keverve, (11) szerint B~ el6dllithaté P eloszldsbél gamma elosz-
lassal keverve, hiszen (10), (11) épp a megfeleld generdtorfiiggvények Osszefiiggését
adja.
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142 F. E. BINET

A hidnyzé hdrom dtmenet elddllitdsa érdekében megjegyezziik, hogy ha &, g
fiiggetlen valdszinliségi véltozok és lehetséges értékeik nemnegativ egészek, akkor

P& =Kk)PH=n—k)
ig)P(f =0)P(n =n—1i)

PE=k|E+pu=rn)= (k=0,1,2, ...,n).

Ennek alapjdn ha &, 5 rendre 1,1, paraméterli Poisson-eloszldsu valdsziniiségi
valtozok, akkor az

ek Agke ®
i =kl [n][ A ]k[ A ]n-,,
L JiemM Jamiemh R ULV I VIR

2>

i=0 i! ) (n—z)'

azonossdag alapjdn feltéve, hogy ha &+n = n rogzitett, ¢ feltételes eloszldsa B+

Ay
A+ 4y
hogy ha &, n B~ ill. BT eloszldst valdsziniiségi valtozdk, akkor ¢ feltételes elosz-
ldsa a ¢+ = n = —a feltétel mellett Hy ill. HE lesz.

eloszlds lesz n és p = paraméterekkel. Hasonlé médon kapjuk (9) alapjén,

OTTESTAND [14] mutatott rd, hogy a hipergeometrikus eloszlds momentumai-
nak elédllitdsakor legcélszer(ibb eldszor faktoridlis momentumokat meghatdrozni:

legyen .
pP = E{EE—1)-...-(¢—j+ D}
Mint ismeretes, a generdtorfiiggvény alapjdn p( egyszerlien elddllithatd:

o - FP@ab,c; 1) a@+1):...-(@a+j—Dbb+D-...-(b+j—1)
K= "Fabe; 1) (c—a—b_1)(c—a—b—2)-...-(c—a—b—j)

Igy specidlisan az eloszlds Poisson-indexe

D) _ P +p® —[u]?
E® u® -
_(a+ Db+ ab (c—a—Dfc—b-1)

T c—a—-b-2 +1-c—a—b—l T (c—a—b—Dc—a-b-2)"

V) =

H*, H-, H™~ esetében u) létezésének feltétele, hogy a+b < c—j teljesiiljon,
Hf, Hy esetén p) mindig létezik. A fenti alakbdl kénnyen kiolvashats, hogy
H¢,B™ esetén V<1; H-—, B~ esetén V=1, P eloszldsra V=1, Hy eloszldsra
V lehet 1-nél nagyobb is, kisebb is, 1-gyel egyenld is. Ez utobbi korilmény kiilo-
nosen figyelemre méltd, hiszen sokszor el6fordul a statisztikai gyakorlatban, hogy a
Poisson-eloszldst V(£)=1 ellen6rzésével verifikdljdk.

Dolgozatunk végén numerikus példdval szemléltetjiik ezt az esetet: Az 1. tdb-
ldzatban az @ = —4, b=1, c¢= —4 paraméterii Hy eloszldst hasonlitjuk Gssze a
A=2 paraméteri Poisson-eloszldssal; a II. tdbldzatban az ¢ = —9, b=2, ¢ = —9.

MTA 1I1. Osztdly Kozleményei 18 (1968)
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A HIPERGEOMETRIKUS ELOSZLAS ALTALANOSITASA 143

! 1. tablazat

105 pi
k Poisson Negativ hipergeometrikus
=2 | a=-4,b=1c=—4
! 0 13534 20000
| i’ | 27067 20000
‘ 2 27067 20000
3 18044 20000
| 4 9022 20000
5 3609 20000
6 1203 0
i 344 0
8 85 0
8 2D 0
\
Faktoridlis momentumok ‘ Gl i3S
Poisson \ 1948 16-32
| Negativ hipergeometrikus ‘ 124648 0
II. tablazat
i Faktoridlis momentumok
2 ‘ Negativ hipergeometrikus Poisson
4 ;» a=-9 b=2 c==9 A=6
#0751 1 1
1 | 6 6
3 36 36
3 2016 \ 216
4 1008 1296
5 4320 l 7776
| 6 15120 46656
| 7 40320 279936
} 8 72576 1679-62-10
9 65978-2 1007-77-10%
10 0 6046-62- 104
11 0 36279-71-10%
11 0 l 6
|
.k i 105-px
|
| o 1818 248
o 3637 1487
g9 5455 4461
3 l 7273 8924
4 9091 l 13385
5 l 10909 \ 16062
6 G 12727 16062
7 14545 13768
8 16363 | 10326
9 l 18182 6884
10 0 4130
11 } 0 2253
(g ‘ 0 ‘ 2009

3% MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)




144 F. E. BINET

III. tablazat
_ b2+1
Negativ hipergeometrikus, a = -2, ¢ = et
b2 b2
=1-b++; = b—b?; =—
Do =} 5 Dy D2 2
103 pr
103 b | k=0 | k=1 3 k=2
100 90500 9000 500
200 82000 16000 2000
250 78125 18750 3125
500 62500 25000 12500
667 . 55556 25000 22222
750 53125 18750 28125
800 52000 16000 32000
900 50500 9000 40500
1000 50000 0 50000

paraméterii Hy eloszldst a A =6 paraméterii Poisson-eloszldssal. A III. tdbldzat
2.3 .
AZ 0 = —2°C— éb—tll« paraméterekhez tartozé Hy eloszldsokat mutatja be kiilon-

b6z6 0 <b <1 mellett: ezekre V' (£) =1 minden b mellett, elsé két faktoridlis momen-
tumuk megegyezik a b paraméter{i Poisson-eloszlds megfeleld faktoridlis momentu-
mdval, a tovdbbi faktoridlis momentumuk 0, mig a Poisson-eloszlds j-edik faktoridlis
momentuma 5.

A fenti eloszldsokkal kapcsolatban megemlitjiik a [2], [5], [7], [8], [9], [10], [12],
[15], [16] dolgozatokat.

3. Homogén sziiletési folyamatok

Ha a &() sztochasztikus folyamat lehetséges dllapotai a nemnegativ egész
szdmok, és

(12)  P(E(t+4t) = n|E(r) = n) = 1 —24,4t+o0(41)
P(E(+4t) = n+1|E@) = n) = LAt +o(4dt) (n=0,1,2,...)

teljesiil, ahol 1, a 7 id6tdl fiiggetlen konstans, a £(¢) folyamatot homogén sziiletési
folyamatnak nevezziik. Ez a folyamat igen gyakori az irodalomban: Mc KENDRICK
[17] volt az els8, aki tdrgyalta, a tovdbbi cikkek koéziil O. LUNDBERG [24], M. A.
WOoODBURY [18] munkdit emlitjiik.

Jeloljiik- P (7)-vel a {&(r) =k} esemény valdszin(iségét, és u®(¢)-vel a (1)
vdltozé k-adik faktoridlds momentumdt. Tegyiik fel, hogy £(0)=0. Igen 4ltaldnos
feltételek mellett teljesiil, hogy

Boiki s adgy
By ==t oY)

(13)
ﬂ(k)(t) = A’Oll ees lk_ltk‘i‘o(tk).

MTA III. Osztaly Kozleményei 18 (1963)



A HIPERGEOMETRIKUS ELOSZLAS ALTALANOSITASA 145

Fenti dsszefiiggéseket konkrét fizikai folyamatokkal kapcsolatban J. O. IrwiN [19]
mutatta ki, bizonyitdsukat P. ARMITAGE [20] adta meg.

Abban az esetben, amikor a A, paraméterek értéke egyenls: 1,=4(n=0,1, 2, ...)
a £(¢) véltozd — mint ismeretes — Poisson-eloszldsti At paraméterrel:

().t)k e—lt
!

a4 RBO="0— W0 = Gk

Ha a Poisson-folyamat A paramétere maga is valoszmusegl valtozé P(A<x) =
=G (x) eloszldsfiiggvénnyel, £(¢) eloszldsa in. kevert Poisson-eloszlds:

(lt)k —it

(15) P ()= G(d).)

0

Ennek az eloszldsnak a faktoridlis momentumai megegyeznek a keverd eloszlds
momentumaival:

16) %0 = [ Gr6@) = (),
0

mint ahogy azt mdr KerricH [21] kimutatta. FELLER [22], [23] vetette fel el6szor a
kérdést, hogy melyek azok a sziiletési folyamatok, amelyeket el lehet dllitani
Poisson-folyamatok keverékeként. A kevert Poisson-folyamat mdr nem lesz idében
homogén — tehdt a (12) jobb oldaldn 4dll6 A, tényezd fiigg az id6tdl — de a (13)
alatti osszefiiggések érvényesek tetszSleges sziiletési folyamatra, ha benniik 4,
értékét +=0 mellett vessziik. Altaldnosabban kérdezhetjiik azt is, hogy melyek azok
a sziiletési folyamatok, amelyek P,(¢) eloszldsa elédllithaté kevert Poisson-eloszlds-
ként, megengedve azt is, hogy a (15) alatti G(x) keverd eloszlds a ¢ id6tdl fiiggjon.

Osszefoglalva tehdt az eddig mondottakat: annak sziikséges feltétele, hogy a
sziiletési folyamat P,(z) eloszldsa minden ¢ mellett kevert Poisson-eloszlds legyen az,

hogy a

(k)
(17) #(k) = ]lm (t) = }.0/11 )'k—l

t=0

faktoridlis momentumok eleget tegyenek mindazoknak a feltételeknek, amelyek-
nek egy nemnegativ eloszlds momentumaira teljesiilniiik kell. Igy példdul a

u® = Aol = [ = 3,

azaz A, = A, feltétel épp annak felel meg, hogy a keverd eloszlds szordsa nemnegativ
legyen, tehdt Poisson-closzldsok keverékére a V(£) Poisson-index értéke legaldbb 1.

MTA 111, Osztdly Kozleményei 18 (1968)
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