
A HIPERGEOMETRIKUS ELOSZLÁS ÁLTALÁNOSÍTÁSA* 
F. E. BINET** 

Bevezetés 

Tekintsük a 

(1) Pk+1 = 
(a + k)(b + k) 

( 1 + k ) ( c + k ) 
Pk (k = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

rekurziós formulával és a 

(2) 2 P K = 1; A —0 (K = 0,1,2, ...) 
k = 0 

feltétellel meghatározott pk=P(f=k) diszkrét eloszlások családját. Könnyű látni, 
hogy a hipergeometrikus eloszlás eleget tesz az (1) és (2) feltételnek, ennek meg-
felelően az (1) és (2) által meghatározott eloszlásokat általánosított hipergeometri-
kus eloszlásnak fogjuk nevezni. 

Az általánosítás alapgondolata már A. NOACK [1] alatti cikkében megtalál-
ható, részletes kidolgozását KEMP és KEMP [6] adta meg. SARKADI [3] egyszerűsí-
tette KEMP és KEMP osztályozását és több, az irodalomban addig önálló esetként 
tárgyalt eloszlásról mutatta ki, hogy az általános hipergeometrikus eloszlásokhoz 
tartozik. 

Dolgozatunk 1. fejezetében az általánosított hipergeometrikus eloszlás osztá-
lyozását tárgyaljuk. A 2. fejezetben a hipergeometrikus, binomiális és Poisson-
eloszlás kapcsolatáról lesz szó: megmutatjuk, hogy határátmenettel, keveréssel és 
feltételes eloszlás képzésével ezek az eloszlások egymásból előállíthatóak. Végül 
áttekintjük a fenti eloszlásoknak a homogén születési, folyamatok körében való 
alkalmazását. 

Itt mondok köszönetet Dr. R. T. LESUEnek (Division of Mathematical Sta-
tistics, С. S. I. R. О) munkám elkészítéséhez nyújtott szívélyes segítségéért, valamint 
TUSNÁD Y GÁBORnak (MTA Matematikai Kutató Intézet) a dolgozat magyar nyel-
ven való megfogalmazásában nyújtott segítségéért. 

Ha az a, b, с paraméterek egyike sem negatív egész, (1) alapján az eloszlás 
generátorfüggvénye 

* Elhangzott az AUSZTRÁL MATEMATIKAI TÁRSASÁG rendes évi ülésén, a MONASH-Egyetemen 
(Clayton, Ausztrália) 1963. máj. 30.-án. 

** C. S. I. R. O. Division of Animal Genetics. Eppening, N. S. W. Australia. 

1. Az általánosított hipergeometrikus eloszlás osztályozása 

k-1 (a + i) (b + / ) 
c + i ( 3 ) -p0F(a, b,c;z). 
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Ismeretes (lásd pl. [25]), hogy a (3) alatti F (a, b, с; z) hipergeometrikus sor konver-
gencia-sugara 1, a z = 1 pontban akkor és csakis akkor konvergens a sor, ha 

(4) a + b < с 

teljesül. Ebben az esetben (2) alapján 

= 1 Г(с — а)Г(с — Ь) 
K ' / o F(a, b,c; 1) Г(с)Г(с-а-Ь) ' 

(ahol r ( z ) = J tz~1e~'dt; F(n) = (n— 1)! ha n természetes szám). Tehát pk általá-
O 

nos alakja 
_ Г(с — а)Г(с — Ь) Г(а + к)Г(Ь + к)  

1 ' Pk~ Г(а)Г(Ь)Г(с-а-Ь) ' Г(1+к)Г(с + к) ' 

Ahhoz, hogy a p k ^ 0 feltétel is teljesüljön, a 

(a + k)(b + k) 
( 7 ) (c + k) 

hányadosnak pozitívnak kell lennie к = 0 , 1 , 2 , . . . mellett. Ennek megfelelően az 
alábbi eseteket különböztethetjük meg. • 

I. Ha a, b negatív, с csak pozitív lehet — > 0 folytán, tehát (a + k) és (b + k) 
с 

előjele-azonos к mellett válik pozitívvá, ami csak úgy lehet, ha [a] = [è] (ahol [x] 
az x-nél nem nagyobb egész számok legnagyobbikát jelöli). Ebben az esetben (4) 
automatikusan teljesül, tehát feltételeink: 

H+: [a] = [Z>]<0; c > 0 , 

II. Ha a, b közül csak az egyik negatív, szimmetrikus szerepük miatt feltehet-
jük, hogy a < 0 . Mivel (7) pozitivitása szempontjából a, b, с egyikének sincs kitün-
tetett szerepe, ebben az esetben alkalmazhatjuk előbbi eredményünket (abban 
b és с szerepét felcserélve): (7) akkor és csakis akkor pozitív, ha [a] = [c], (4)-et is 
figyelembe véve kapjuk, hogy esetünkben a feltétel: 

H " : [a] = [c]<0; 0 < Z > < c - a . 

III. Ha a, b pozitívak, (4) alapján с is pozitív, így (7) is pozitív lesz, feltételünk 
tehát 

H — : A > 0 , b>0, с > a + b. 

Ha az a, b paraméterek közül valamelyik negatív egész, szimmetrikus szerepük 
miatt feltehetjük, hogy az a = —n. (Ha mindkettő negatív egész, válasszuk a-t 
а nagyobbiknak.) Ebben az esetben csak azt kell biztosítanunk, hogy (7) nevezője 
ne legyen 0 ha к a 0, 1, ..., (и —1) értékeket veszi fel. Célszerű módon (7) értékét 
0-nak tekintjük к = n mellett akkor is, ha с = a = — n, azaz (7) nevezője is 0. Mivel 
ebben az esetben a (3) alatti hipergeometrikus sor csak véges sok 0-tól különböző 
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tagot tartalmaz, a z = 1 pontbeli konvergenciához (4)-et nem kell feltennünk. Fel-
tételeink tehát: 

H ^ : a ——n (negatív egész), b < a + 1 , c > 0 , 

H ö : a = —n (negatív egész), с < a + 1, 0. 

Ezekben az esetekben (5) a 

Úk\L{ c + i ' Г(с-Ъ)Г(с + п) 

összefüggést jelenti; amit — ~ne ' s z o r o z v a a következő azonosságot kap-
J \C)1 (« -f-1) 

juk: 

amely az (1 + x ) c + " - 1 = (1 + x ) c - f t + n _ ) azonosságban x" együtthatói közti 
összefüggésnek felel meg. Fenti formuláink tehát az a = — n esetben is érvényesek, 
anélkül hogy a konvergenciát biztosítanánk. 

Felhasználva а Г (z) függvényre érvényes 

/о\ Г ( - а + 1) _ k Г (a + k) 
(8) r(-a-k+\) Г (a) 
összefüggést (ha a természetes szám, (8)-at célszerű definíciónak tekinthetjük) az 
egyes esetekben pk célszerű alakja a következő: 

I. А H + és a H J esetben 

Pk = 
Г - Л 

ahol —77i—ffi 1~ ^ „—rr , ill. ha ß természetes szám 
r(ß+l)r(a-ß+l) 

= g(g 1)...(<х / ? + 1 ) | > m d y a H + es tben a N = c-a-b-1, M = -b, 

n — —a jelölésekkel a hipergeometrikus eloszlás közismert formáját adja. A H + 

esetben k = 0 , 1 , 2 , . . . ; H J esetben k= 0 , 1 , 2 , . . . , —a. 
II. a H~ és Hö esetben 

Pk к J B(b,a-c + 1 ) 

ahol B(a,ß) a beta-függvény : ß(a , ß) = ^ y ß ) • H _ e s e t b e n * = 0, 1 ,2 , . . . , 

Hö esetben k = 0,1,2,... —a. 
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III. A H — esetben 

[b-k- П B(c-a,a+k) 

Itt jegyezzük meg, hogy a fenti eloszlások approximációját a [11] és [13] dolgo-
zatok tárgyalják. 

2. A hipergeometrikus, binomiális és Poisson-eloszlás kapcsolata 

b 
Ha \b\, ici tart °o-hez, miközben a rögzített és — tart сэ-hoz, az (1) összefüggés 

С 
átmegy az 

( 1 * ) A + I = F Ü ® A (K = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

összefüggésbe. így (l)-nek azok a megoldásai, melyek (2)-nek is eleget tesznek, 
(1*) azon megoldásaiba mennek át, amelyek (2)-nek eleget tesznek. (1*) generátor-
függvénye : 

(3*) Zpkz
k =PoZ M (-cozf = p0(l-œz)-, 

k=0 k = 0 V ' 

ahol (2) miatt p0 = (1 — co)a, ha (3*) konvergens z = 1 mellett. 
Ha tehát H ĵ" esetén b — — с -* + ill. ha Hö esetén b -» + с ->- — ° 

miközben a rögzített negatív egész: a — —n, és — • ш < 0, akkor a határeloszlás 
с 

generátorfüggvénye (px + я)" lesz, ahol p = - — , q = ——-, tehát a határelosz-
1 — СО 1 — СО 

lás binomiális: 

B+:Pk = (* = 0,1,..., и). 
Ha pedig (a és b szerepét felcserélve) H5" esetén а, с tart ( — f e l é , ill. H - -

esetén а, с tart ( + oo)-hez, miközben b rögzített és — ->-p, ahol 0 < p < l , akkor a 
с 

megfelelő eloszlás tart az generátorfüggvényű negatív binomiális elosz-

láshoz, melyre 

B~:pk = {-b\k~l)pkd -P)~b (.k = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Megjegyezzük, hogy — mint az a feltételekből könnyen kiolvasható — H + 

és H _ esetén ilyen határátmenetek nem lehetségesek. 
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Ha (l)-ben |а|, \b\, |с| tart oo-hez, miközben ~ -*A >0 , illetve (l*)-ban |а[ 

ю->-0, miközben am*-А >0 , akkor a (2)-nek eleget tevő megoldások tartanak 

A (1**) Pk+i = iA k + l 

(2)-nek eleget tevő megoldásához, melyre 
ykp-Я 

P: Pk = 

( K = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

k\ 
(k = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Ha tehát B + esetén n — p — 0 miközben np —A, illetve ha B~ esetén b — p -»0 
miközben bp-*A, a megfelelő eloszlások tartanak a Я paraméterű Рошои-eloszlás-
hoz. 

A fenti határátmenetek a következő ábrával szemléltethetlek : 

Я - " Я 0 - Я О 

B + 

\ / 
P 

A következőkben a fordított irányú átmeneteket tekintjük át. Erre a célra 
két módszert használunk : eloszlások keverését és feltételes eloszlás képzését. Előbbi-
vel kapcsolatban megemlítjük a [4] dolgozatot, mely — többek között — a negatív 
binomiális eloszlás Po/íiow-eloszlásból való előállítását tárgyalja. 

Az eloszlások keverésében a generátorfüggvényükre érvényes alábbi össze-
függéseket használjuk: 

Г(с — а)Г(с — Ь) . . 
0 ° ) r(c)r(c-a-b)F(a'b'C;Z)== 

Г t b - í { } _ t ) c - a - b - 1 ( ! _ ? z í - « 

J B(b, c — a — tí) l l - f j 
0 

[ 1 
J B(b,a-

41-0"- (tz+l-t)~"dt 

feltéve, hogy 0, vagy pedig a negatív egész és ű > 0 , с < а + l, valamint 

(И) 
ahol 

1 — pz 
1 - P ) 

A = 

-*= A" 

1-P 

1 e-* dt, 

0 < p e l . 

(10) szerint tehát H~~ illetve Н / előállítható B~ illetve B + eloszlásokból 
beta eloszlással keverve, (11) szerint B _ előállítható P eloszlásból gamma elosz-
lással keverve, hiszen (10), (11) épp a megfelelő generátorfüggvények összefüggését 
adja. 
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A hiányzó három átmenet előállítása érdekében megjegyezzük, hogy ha rj 
független valószínűségi változók és lehetséges értékeik nemnegatív egészek, akkor 

= Щ + p = n)= f = (jfe = o, ,,2, ...,«). 
2 Щ = i)P(f] = n-i) 

I=0 

Ennek alapján ha Ç, t] rendre Aj, A2 paraméterű Poisson-eloszlású valószínűségi 
változók, akkor az 

А* е~л' Xn
2-ke-Xl 

~k\ (n-k)\ [n\{ Aj Лк( 1 

y Aje- 2 ' А2~'е~Лг l Á J U i + Á 
ыо 7! (« -7 ) ! 

AJ + А2 

+ azonosság alapján feltéve, hogy ha £ + = n rögzített, Ç feltételes eloszlása В 
A 

eloszlás lesz n és p — — — p a r a m é t e r e k k e l . Hasonló módon kapjuk (9) alapján, 
AJ + АЗ 

hogy ha c, >i B~ ill. B+ eloszlású valószínűségi változók, akkor £ feltételes elosz-
lása a Ç + p = n = — а feltétel mellett Hö ill. H í lesz. 

OTTESTAND [14] mutatott rá, hogy a hipergeometrikus eloszlás momentumai-
nak előállításakor legcélszerűbb először faktoriális momentumokat meghatározni: 
legyen 

= -J + l)}. 
Mint ismeretes, a generátorfüggvény alapján p ( J ) egyszerűen előállítható: 

= 
Fu\g, b,c; 1) = а(а + 1) • ... • (а+j-l)b(b+ 1) -...-(b+j-1) 

F(a, b.c; 1) (c — a — b—\)(c — a — b — 2)-...-(c — a — b—j)' 

így speciálisan az eloszlás Poisson-'mdexe 

v(0 = 
Щ ) а 

(1 ) 

(e+!)(&+!) _ ab (c — a — \)(c — b— 1) 
c — a — b — 2 c — a — b—l (c — a — b—\)(c — a — b — 2)' 

H + , H~, H - _ esetében p(J) létezésének feltétele, hogy a + b < c—j teljesüljön, 
H í , Hö esetén mindig létezik. A fenti alakból könnyen kiolvasható, hogy 
H í , BT esetén F < 1 ; B~ esetén F > 1 , P eloszlásra K = l , H í eloszlásra 
V lehet 1-nél nagyobb is, kisebb is, 1-gyel egyenlő is. Ez utóbbi körülmény külö-
nösen figyelemre méltó, hiszen sokszor előfordul a statisztikai gyakorlatban, hogy a 
Bo7550«-eloszlást V(f ) = 1 ellenőrzésével verifikálják. 

Dolgozatunk végén numerikus példával szemléltetjük ezt az esetet: Az I. táb-
lázatban az a = —4, b = l, c = — 4 paraméterű Hö eloszlást hasonlítjuk össze a 
A = 2 paraméterű Bo7í5o«-eloszlással ; а II. táblázatban az a — — 9, b = 2, с = — 9. 
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J. táblázat 
105 pk 

к Poisson 
A = 2 

Negatív hipergeometrikus 
a = - 4 , Ъ = 1, с = - 4 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
8 

13534 
27067 
27067 
18044 

9022 
3609 
1203 

344 
85 
25 

20000 
20000 
20000 
20000 
20000 
20000 

0 
0 
0 
0' 

Faktoriális momentumok 
Poisson 
Negatív hipergeometrikus 

0 
1 
1 

12 3 4 
2 4 8 16 
2 4 6 4.8 

5 
32 

0 

II. táblázat 
Faktoriális momentumok 

j 
Negatív hipergeometrikus 

a = - 9 , b = 2, с = - 9 

Poisson 
A —6 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
11 

1 
6 

36 
201-6 

1008 
4320 

15120 
40320 
72576 
65978-2 

0 
0 
0 

1 
6 

36 
216 

1296 
7776 

46656 
279936 

1679-62-10 
1007-77-104 

6046-62-104 

36279-71-104 

67 

к 105-Pk 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
11 

1818 
3637 
5455 
7273 
9091 

10909 
12727 
14545 
16363 
18182 

0 
0 
0 

248 
1487 
4461 
8924 

13385 
16062 
16062 
13768 
10326 

6884 
4130 
2253 
2009 
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III. táblázat 
b2 +1 

Negatív h ipergeometrikus, a = — 2, с — — — 
b— 1 

b2 b2  

Po = 1-0 + *—; Pi = b — b2\ p2 = — 

TO5
 PK 

103 b k=0 fc = l k — 2 

100 90500 9000 500 
200 82000 16000 2000 
250 78125 18750 3125 
500 62500 25000 12500 
667 55556 22222 22222 
750 53125 18750 28125 
800 52000 16000 32000 
900 50500 9000 40500 

1000 50000 0 50000 

paraméterű H 0 eloszlást a Я = 6 paraméterű Po/sson-eloszlással. A III. táblázat 
b1 j-1 

az a = — 2, с = ——— paraméterekhez tartozó H 0 eloszlásokat mutatja be külön-
böző 0 < 6 < 1 mellett: ezekre K(£) = 1 minden b mellett, első két faktoriális momen-
tumuk megegyezik a b paraméterű Poisson-eloszlás megfelelő faktoriális momentu-
mával, a további faktoriális momentumuk 0, míg a Рошои-eloszlás y'-edik faktoriális 
momentuma bj. 

A fenti eloszlásokkal kapcsolatban megemlítjük a [2], [5], [7], [8], [9], [10], [12], 
[15], [16] dolgozatokat. 

3. Homogén születési folyamatok 

Ha a £(í) sztochasztikus folyamat lehetséges állapotai a nemnegatív egész 
számok, és 

(12) P(£(t + At) = и|{ (f) =n) = \ — A„At + o(At) 

P(Ç(t + At) = и + 1 |{(0 = и) = knAt + o(At) (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

teljesül, ahol Я„ a t időtől független konstans, a £(/) folyamatot homogén születési 
folyamatnak nevezzük. Ez a folyamat igen gyakori az irodalomban : Mc KENDRICK 
[17] volt az első, aki tárgyalta, a további cikkek közül O . LUNDBERG [24], M. A . 
WOODBURY [18] munkáit említjük. 

Jelöljük P t(/)-vel a {ç(/) = k } esemény valószínűségét, és p<k) (t)-vt\ a £ ( / ) 
változó k-adik faktoriálás momentumát. Tegyük fel, hogy < (̂0) = 0. Igen általános 
feltételek mellett teljesül, hogy 

(13) 
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Fenti összefüggéseket konkrét fizikai folyamatokkal kapcsolatban J . O . IRWIN [19] 
mutatta ki, bizonyításukat P. ARMITAGE [20] adta meg. 

Abban az esetben, amikor a A„ paraméterek értéke egyenlő : A„ = X (n = 0, 1,2, ...) 
а változó — mint ismeretes — Po/sson-eloszlású Xt paraméterrel: 

( И ) A ( 0 = - FT* ; n w ( t ) = ( x t f . 

Ha a Po/'sson-folyamat X paramétere maga is valószínűségi változó P(A<x) = 
= G(x) eloszlásfüggvénnyel, ((t) eloszlása ún. kevert Po/sson-eloszlás: 

со 

(15) Л ( 0 = / -G(dX). 
О 

Ennek az eloszlásnak a faktoriális momentumai megegyeznek a keverő eloszlás 
momentumaival: 

со 

( 1 6 ) 7 * > ( 0 = / (XtfG(dX) = pk(t), 
О 

mint ahogy azt már KERRICH [21] kimutatta. FELLER [22] , [23] vetette fel először a 
kérdést, hogy melyek azok a születési folyamatok, amelyeket elő lehet állítani 
Po/sson-folyamatok keverékeként. A kevert Рошои-folyamat már nem lesz időben 
homogén — tehát a (12) jobb oldalán álló Xn tényező függ az időtől — de a (13) 
alatti összefüggések érvényesek tetszőleges születési folyamatra, ha bennük X„ 
értékét / = 0 mellett vesszük. Általánosabban kérdezhetjük azt is, hogy melyek azok 
a születési folyamatok, amelyek Pk(t) eloszlása előállítható kevert Poisson-eloszlás-
ként, megengedve azt is, hogy a (15) alatti G(x) keverő eloszlás a t időtől függjön. 

Összefoglalva tehát az eddig mondottakat: annak szükséges feltétele, hogy a 
születési folyamat Pk(t) eloszlása minden t mellett kevert Рошои-eloszlás legyen az, 
hogy a 

(17) pM = h m ^ = X 0 X 1 ' . . . -X k _ 1 

faktoriális momentumok eleget tegyenek mindazoknak a feltételeknek, amelyek-
nek egy nemnegatív eloszlás momentumaira teljesülniük kell. így például a 

/D2> = ЯОЯ, S [ М ( 1 ) ] 2 - XI 

azaz Aj SA0 feltétel épp annak felel meg, hogy a keverő eloszlás szórása nemnegatív 
legyen, tehát PoAíon-eloszlások keverékére a V ( f ) Po/sson-index értéke legalább 1. 
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