A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

ALGORITMUSOK LOGIKAI SEMAIROL (I)
Irta: JU. 1. JANOV!

Bevezetés

Minden algoritmus elemi miiveletek egyértelmiien meghatdrozott sorozatdt
irja el6 konkrét objektum dtalakitdsdndl (amelyre az algoritmust alkalmazzuk).
A ténylegesen végrehajtott elemi miiveletek sorozata altaldban fiigg attdol az objek-
tumtol, amelyre a tekintett algoritmust alkalmazzuk. De taldlhaté az dtalakitando
objektumok bizonyos sajdtossdgait kifejez$ itéletek olyan véges halmaza, hogy
az adott algoritmushoz ezen itéletek egyértelmii fiiggvényeként meg tudjuk adni,
hogyan fiigg az elemi miiveletek elvégzésének sorrendje az dtalakitandé objektu-
moktdl. Ez a fliggvény véges sorozat segitségével felirhato, amely az 4,, 4,, ..., 4,
elemi miiveletek > szimbdlumaibdl (ezeket operdtoroknak nevezziik), itéletekbdl
és bizonyos [_ J segédjelekbdl (i=1, 2, ...) (ezeket bal és jobb félzdrSjeleknek

nevezziik) 4ll. Nevezetesen a kovetkezd jeldléseket vezetjiik be. Az 4; 4;, ... 4,
sorozat azt jelenti, hogy A4;, A,, ..., 4;, operatorokat (miiveleteket) kell sorban
egymds utdn végrehajtani. Az A, aI_A w14;,..., ahol x valamilyen itélet, azt

jelenti, hogy A; végrehajtdsa utdn a«=1 esetén az [ -t8] kdzvetleniil jobbra allé

m

A;, operdtort, x=0 esetén pedigaz _| jobb félzdrdjelts! (ugyanazzal az m indexszel

mint az « itéletnél 416 bal félzdrdjelé) jobbra 4llé A;, operdtort kell végrehajtani.

Az ilyen alaku sorozatokat algoritmusok sémafelirdsainak nevezziik. Példdul,
normdlis algoritmus [1] sémafelirdsdt a kovetkez6képpen lehet megkapni. Legyen
a normadlis algoritmus — valamely A4 dbécében — a kdvetkezd alakii:

Py~ 0y,
(1) Ps _"Qw
P, -~ 0Q,,

ahol P, — - Q, végformula. Jeloljiikk p;-vel — a ,,P; szé beletartozik az dtalakitandé

10 JIOTHYECKHX cxemax AJITOPHTMOB, HPOGHCMLI KuGepHeTnKu 1 (]958), 75—-—127 (A dol-

pontjat, valamint a dolgozat 1rodalomjegyzeket tartalmazza. Ez uton szeretnek koszonetet mondanl
mindazoknak, akik a forditas soran segitséget nyhjtottak. (A forditd.)
2 Pontosabban, elemi mfiveletek tipusai.
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84 JU. I. JANOV

szoba” itéletet, A;-vel — a P, szdnak az dtalakitandd szdban valés elsd el8forduldsa
helyén torténd helyettesitését a Q; széval (i=1, 2, ..., n). Akkor az

I O _J __lpll_AOL JPZI_AZOI_...

(2) n+l  n+s+1 n+s+1 2n n+1 1 n+2
JpsLAOL _lp,,LAOLJ_I
-1 n+s n—l 2n n n+s

sorozat a tekintett normadlis algoritmus sémafelirdsa. 3> Vildgos, hogy minden R
széra — az A dbécében — e sz0 fOlotti 4;, A, ... 1=i=n;s=1, 2, ...) miiveletek
olyan sorozata, amelyet (fenti médon) a (2) sémafelirds elSir, egybeesik az R sz6
azon dtalakitdsai sorozatdval, amely a normadlis algoritmus (1) séma szerinti alkal-
mazdsdndl el6all. Analég mddon beszélhetiink olyan algoritmusok sémafelirdsairol,
amelyek univerzdlis szdmoldgépre készitett programokkal adottak, és amelyeket
ebben az esetben programok sémdinak [2, 3]* neveziink. '

Ha algoritmusok sémafelirdsaiban elvonatkoztatunk az operdtorok tartalml
értelmétSl és csak elemi szimbolumaikkal vesszitkk figyelmbe &ket, az itéleteket
pedig fiiggetlen logikai valtozodkkal, akkor az igy kapott kifejezéseket nevezziik
algoritmusok logikai sémdinak, vagy egyszerlien sémdknak, ha ez nem vezet két-
értelmiiséghez. Algoritmusok logikai sémdit ugy tekinthetjiik, mint algoritmusok
sémafelirdsainak sémdit (a logikdban haszndlt formuldk sémdival analég modon),
amelyekbdl operdtorok szimbdlumainak és logikai vdltozéknak konkrét operd-
torokkal és itéletekkel valo helyettesitése utjan kapjuk algoritmusok konkrét séma-
felirdsait (nevezetesen, programok sémadit).

Konnyd meggy6z6dni arrdl, hogy elemi miiveletek és itéletek rogzitett halma-
zdndl ugyanannak az algoritmusnak® lehetnek kiilonb6z8 sémafelirdsai és kovet-
kezésképpen, kiilonbozé logikai sémdi. Példdul a

VP L. 1A p, LO:[; JAzg és P, pzl_A20L_]_lA1p2L_l
{2 2 1 2

kifejezések ugyanannak az algoritmusnak a sématelirdsai konkrét operdtorok és
itéletek tetszGleges megaddsanal (4, A, és p, p, helyett).

Sémdk tartalmi értelmére hivatkozva feltételezziik, hogy a logikai valtozék
értékei csak az operdtorok végrehajtdsdnak pillanatdban vdltozhatnak. Emellett,
amennyiben az algoritmusok logikai sémdi nem tartalmaznak semmiféle informdciot
a logikai valtozok értékeinek viselkedésérdl, akkor a valtozdsaik lehetOségeire
bizonyos korldtozdsokat — amelyeket algoritmusok sémafelirdsaiban az operatorok
individudlis sajdtossdgai tdmasztanak —, adunk meg a logikai sémdk szdmadra

3 Itt 0 azonosan hamis itélet.

4 Program sémaja fogalmdt A. A. LiapuNov inditvinyozta 1953-ban és kettds értelemben
hasznaltak. Egyrészt, a gyakorlati programozasban és bizonyos munkdakban [2, 3] program sémdjan
programok (algoritmusként tekintve) sémafelirasat értették, masrészt [4, 5, 6] munkdkban programok
sémain algoritmusok logikai sémdit (lasd a kdvetkezd bekezdést) vagy programok sémdit — az elsd
értelemben — értettek. Ezen kétértelmiiség elkeriilésére jelen cikkben ,,algoritmus logikai sémaja”
elnevezést hasznaljuk, amely tartalmilag ekvivalens [4, 5, 6] értelmében vett ,,program sémaja” elne-
vezéssel.

s Itt azonositjuk azokat az algoritmusokat, amelyek elemi miiveletek (operatorok)ugyanazon
sorozatit irjdk el minden atalakitandé objektumra.

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)
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kiviiirdl, ugynevezett valtozdseloszldsok (01. 6)©, azaz operdtorok és logikai val-
tozok halmazai ko6zotti megfeleltetések segitségével. Nevezetesen, ha adott vala-
milyen A;— B, valtozdseloszlds, ahol 4; —k operdtorok, B,-k logikai vdltozék hal-
mazai (i=1, 2, ...), akkor feltételezziik, hogy A; operdtor végrehajtdsa pillanatdban
csak azon logikai véltozok értékei véltozhatnak meg, amelyek beletartoznak a B;-be.
Legyen adva valamilyen séma; megadjuk szdmdra a logikai valtozok értékrend-
szereinek 4., 4, ..., 4, , ... sorozatdt”. Ha feltételezziik, hogy a séma végre-
hajtdsdndl a logikai véltozdk értékei ezen sorozatnak megfeieléen vdltoznak meg,
azaz az m-edik (végrehajtds sorrendjében) operdtor végrehajtdsa utdn a logikai
véltozok a 4, ,, értékrendszert kapjdk, akkor a végrehajtott operdtorok meg-
hatdrozott sorozatat kapjuk, amelyet a séma értékének neveziink az értékrendszerek
adott sorozatdra. A valtozaseloszlds megaddsa minden séma szdmadra Kkivalasztja
az értékrendszerek Osszes lehetséges sorozatai koziil a megengedett sorozatok hal-
mazdt, azaz olyan sorozatokét, amelyeknél minden értékrendszer az el6z6tSl csak
azon valtozdk értékeiben kiilonbozhet, amelyek az adott valtozdseloszlds révén
az el6z6 értékrendszernél végrehajtott operdtornak feleinek meg. Sémdk ekvivalen-
cidjdnak — adott valtozaseloszlasndl — a jelen munkdban bevezetett fogalma meg-
koveteli, hogy ekvivalens sémdk értékei egybeessenek az értékrendszerek tetszéleges |
megengedett sorozatdndl. Ez azt jelenti, hogy az Osszes ekvivalens sémdk halmaza
konkrét operdtorok és itéletek tetszOleges helyettesitésénél (amelyek kapcsolata
megfelel az adott vdltozdseloszldsnak) dtmegy ugyanazon algoritmus sémafel-
irdsainak halmazdba8,

A jelen munkdban alkalmazott mddszerekkel analég médon meg lehet oldani
sémdk ekvivalencidjdnak és azonos dtalakitdsainak problémadit a fentieknél dlta-
ldnosabb valtozdseloszldsok esetén. Példdul, vehetjiik azt az esetet, amikor az adott
megfeleltetés alakja:

AI_%?"‘BEI';Q}?’%? (i=1’21---)s

ahol WY, B!, B? és B} olyan logikai vdltozok halmazai, amelyek az A; operdtor
végrehajtdsa pillanatdban rendre felveszik a 0 értéket (BY), felveszik az 1 értéket
(B), értékeiket ellenkezdre vdltoztatjak (BZ) és tetszBleges mdédon viltozhatnak
meg (B7).

Mint mdr emlitettiik, a vdltozdseloszlds megaddsa minden séma szdmdra meg-
hatdrozza az értékrendszerek megengedett sorozatai halmazdt. Ez a halmaz jellemzi
a logikai valtozok olyan valtozdsait, amelyek formadlisan lehetségesek algoritmusok
— az adott sémdkbdl helyettesitéssel kapott — kiilonbozé sémafelirdsaival kap-
csolatban. Altaldban, az algoritmusok konkrét sémafelirdsaiban a végrehajtandé
operdtorok és a logikai vdltozok értékeinek vdltozdsai kozétti kapcsolat lehet
tetszOlegesen Osszetett és leirdsdra szitkség lehet, példdul olyan vdltozdseloszldsokra,
amelyek a sémak végrehajtdsa folyamdn véltoznak. A sémadk dtalakitdsainak a ma-
sodik §-ban felépitett teljes rendszere alkalmazhaté megengedett sorozatok halma-
zainak tetsz8leges megaddsai esetén azzal a feltétellel, hogy az operdtorok és logikai

6 Kényelem kedvéért jelen cikkben az 6sszes alapvetd definiciot On . m szimbélummal jeloljik,
ahol n a paragrafus szama, m a definicié sorszama, az adott paragrafusban.

7 Az 4ltalanossag megszoritasa nélkil szoritkozhatunk az értékrendszerek csak végtelen soro-
zataira, ‘
8 I. az 5 megjegyzést a 84. oldalon.
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feltételek logikai fiiggvényeknek vald aldrendeltségének — XI szabdlyban szerepld —
fogalma megfeleld6 modon meghatdrozott. Természetes, hogy a megengedett soro-
zatok halmazainak bizonyos megaddsaindl az aldrendeltség ezen fogalma egyaltaldn
nem bizonyul effektivnek. Egyszeriiség kedvéért tovabbi vizsgdiatainkban a valtozas-
eloszlds legegyszer(ibb formdjdra korldtozédunk, amely azonban lehetévé teszi,
hogy eléggé dltaldnos eredményeket kapjunk.

Az 1.§-ban szerepel egy effektiv kritérium, amely biztositja, hogy logikai
sémdk barmely pdrjara megdllapitsuk, ekvivalensek-e vagy nem, adott véltozds-
eloszldsndl. Ugyanitt fogalmazunk meg analég eredményt a parcidlis ekvivalencia
(01.9) fogalmdra. (Amikor a logikai sémdk vizsgdlatandl a végrehajtott operatorok-
nak csak véges sorozataira vagyunk tekintettel.)

A 2.§-ban felépitjiilk az algoritmusok logikai sémdi azonos dtalakitdsainak
rendszerét, amely teljes abban az értelemben, hogy bdrmely sémdbdl tetszOleges
— az adott vdltozdseloszldsndl — vele ekvivalens séma megkaphaté csak ezen
dtalakitdsok felhaszndldsdval.

A 3.§-ban az algoritmusok logikai strukturdjdnak kétmértékii felirdsait vizs-
gdljuk, melyeket madtrix-sémédknak neveziink. Ezekre az ekvivalencia és az azonos
dtalakitdsok problémdit szintén megoldjuk. Maitrix-sémdk segitségével kapjuk
algoritmusok logikai sémai ekvivalencia-problémdjdnak megolddsit 4,=4; alaku
definidld Osszefiiggés esetén. (Itt feltételezziik, hogy a sémdban minden operdtor
legfeljebb egy helyen fordul eld.)

Meg kell jegyezni, hogy — ellentétben példdul normadlis algoritmusok séma-
felirdsdval — programok sémdi (tehdt azok logikai sémdi) végrehajtdsuk folyamdn
megvéltozhatnak, mivel a nekik megfelelé programok dt tudjdk alakitani — azokkal
az objektumokkal egyiitt, amelyekre alkalmazzuk Oket — sajdt magukat is. Ezért,
ha jelen munkdban kapott eredményeket programok sémdira alkalmazzuk, sziik-
séges, hogy kiilonds tekintettel legyiink azok logikai sémdi vdltozdsdnak lehetdsé-
geire.

1. §. Algoritmusok logikai sémainak ekvivalencia-problémai

1. Alapfogalmak

Megdllapodunk abban, hogy a kovetkezd alapmiveleteket: negdcidt, kon-
Jjunkciét, diszjunkcidt, implikdcidt, ekvivalencidt [7], rendre a kovetkezd szim-
bolumokkal jelsljikk: —, -, v, -, =, a ,,hamis” és ,,igaz” értékeket pedig a 0, ill.
1 szdmjegyekkel.®

01. 1. Az itéletkalkulus o formuldjdt a tSle jobbra 4alld i természetes szdm
index(i bal félzdrojellel ol logikai feltételnek nevezziik.

01. 2. Algoritmus logikai sémdjdnak olyan véges sorozatot neveziink, amely
operdtorok A4,, A,, ... szimbdélumaibdl, aL BL, ... logikai feltételekbol és _I _J > e

J
jobb félzardjelekbdl all ugy, hogy barmely — e sorozatba tartozo — 1 1ndexu

bal félzarGjelhez taldlhaté benne egy és csakis egy jobb félzdrdjel ugyanazzal az i

9 Feltételezziik, hogy a . szimbolum erdsebben kot, mint a v. Tovabbiakban a . jelet gyakran
elhagyjuk.
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indexszel, és forditva, barmely _| jobb félzdrdjelhez taldlhato egy és csakis egy bal

félzardjel ugyanazzal az indexszel.
Algoritmusok logikai sémdinak legegyszer{ibb példdi a kévetkezdk: A; al _;
11

JalL;al A4 J i Aozl_, ahol « valamilyen logikai fiiggvény.

1 1 1 1
A tovabblakban ha ez nincs killon kikotve, feltételezziik, hogy a sémédban

minden operdtor legfeljebb egy helyen fordul eld.

01. 3. Megdllapodunk abban, hogy az operdtorokat és a logikai feltételeket
elemi kifejezéseknek nevezziik.

01. 4. Tekintsiik az W(p,, ..., px, 4; ..., 4,) sémadt, ahol p,, ..., p, — flgget-
len logikai valtozdk. Jeloljilkk a p,, ..., p, valtozdk értékeinek Osszes lehetséges
sorozatdt A, 4,, ..., 4,-val, és tekintsiik ilyen értékrendszerek tetszOleges vég-
telen sorozatdt:

1) A, Ay, .o A, A

51 Sm+12 "t

Indukcidval definidljuk az W(p,, ..., pp, A1, ..., 4,) séma (1) sorozatra torténd
végrehajtdsanak eljdrdsdt.

ElsS 1épés: 4 A4, értékek sorozatdt adjuk p,, ..., p, vdltozéknak és megjeldl-
jlik az A séma bal szélsé szimbolumdt. Tegyiik fel, hogy / 1épést elvégeztiink, ame-
lyek eredményeként kiirtuk az operdtorok

) Ay Ay ... A

im-1

sorozatdt (lires is lehet), és az l-edik 1épésben megjeloltilkk a séma valamely szim-
bolumdt. Akkor az [+ 1-edik 1épésben megvizsgdljuk az /l-edik 1épésben megjelolt
szimbdlumot, és attdl fiiggben, hogy az operdtor, logikai feltétel vagy jobb fél-
zardjel, a kovetkezOt tessziik.

1. Ha az l-edik 1épésben megjeldlt szimbolum az A; operdtor, akkor kiirjuk
azt (a (2) sorozat jobb oldaldra); ezutdn a 4, ., értékrendszert adjuk py, ..., Pk
vdltozoknak, és megjeloljiik az U sémdban az 4; utdn kozvetleniil kovetkezd
szimbdlumot.

2. Ha az l-edik lépésben megjelslt szimbdlum — a(py, ..., p)t 1°, akkor

a(d,,) =1 esetén megjelsljiik az A sémdban az a(p,, ..., p,‘)L.-tc")l kozvetleniil jobbra
dllé szimbolumot, és a4, ) =0 esetén az U sémdban az | jobb félzdrdjeltdl koz-

vetleniill jobbra dll6 szimbolumot.

3. Ha az l-edik 1épésben megjeldit szimbolum jobb félzdrdjel, akkor megjelol-
jik az A sémdban azt a szimbdlumot, amely ezen félzardjel utdn kdzvetleniil kovet-
kezik.

Ha az A sémdban nincs olyan szimbolum, amelyet 1(—3) értelmében meg kell
jeldlni, akkor semmiféle szimbdlumot nem jelSliink meg, és a kdvetkezd 1épésben
az eljdrds befejezidik.

Ezen eljdrds eredményeként kiirt operdtorok sorozatdt fogjuk U sémdnak
az (1) sorozatra tekintett értékének nevezni, emellett, ha a séma végrehajtdsdnak

10 Jtt és a tovabbiakban logikai fliggvények argumentumaiként az Osszes p,, ..., p valtozot
fogjuk irni, tekintet nélkil arra, hogy kozilikk némelyekt6l a figgvény-értékek ténylegesen nem
fagghetnek.
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eljardsa végteleniil‘ folytatddik, a kiirt operdatorok sorozata véges, akkor hozzdirjuk

jobbra a () jelet, amelyet iires periédusnak neveziink. Az iires periodusi értékeket

végteleneknek vessziik. Példdul, a {p,L 4, | p,L 4, séma értéke a (0,0), (1, 0),
2 1 1 2

(1,0),...,(1,0), ... sorozatnal: A4,( ), é a (0,0), (0,0), (1,1),... sorozatnal:
1A14,.

01.5. Az U séma — (1) sorozatra torténé — végrehajtdsdnak eljdrdsdban
megjelolt elemi kifejezéseket az (1) sorozatra az U sémdban végrehajthatéknak
nevezziik. Emellett, ha az adott elemi kifejezés megjelolésének pillanatdban a logikai
véltozdék értéke A, értékrendszer volt, akkor azt mondjuk, hogy az emlitett elemi
kifejezés az (1) sorozatra A, értékrendszernél végrehajtdsra keriil.

A tovdbbiakban egyszerliség kedvéért néha a sémdknak a A, 4, ..., 4, ...
alaku staciondrius sorozatokra kapott értékeit a A, értékrendszerre kapott érték-
nek nevezziik.

01. 6. Tekintsiik operdtorok M={4,, ..., 4,} halmazdt és logikai véltozok
B={p,, ..., py} halmazat. Azt mondjuk, hogy adott az

3) A=A, (=1,2..1)

valtozdseloszlds, ha minden IM-beli A4; operdtornak a logikai viltozdk valamely
B; =V halmaza van megfeleltetve.

Tartalmilag ez annak kifejezése, hogy az A; operdtor csak B-beli vdltozok
értékeit valtoztathatja meg.

01.7. Legyen az A(p,, ..., Pk, Ay ..., 4,) (ahol n=¢) séma — az értékrend-
szerek

)] 4., 4

1> Az eeen Ay, 0 4
sorozatdra kapott értéke:

m? T Sm+12 *°°

A A, .. A, A,

amely [ hossziisdgn (0=/=)'!. A (4) sorozatot az U séma szdmdra megengedeitnek
nevezziik (3) véltozaseloszldsnal, ha minden m(=/)-re 4, vagy egybeesik 4, -mel,
vagy attol csak B; -beli véltozdk értékeiben kiilonbozik (azaz a (3) vditozdseloszlds
dltal A4; -nek megfeleltetett halmaz elemei értékében).

Megdllapodunk abban, hogy megengedett sorozatokndl sémdk végrehajtdsdnak
eljardsdt és értékeit megengedett eljdrdsoknak és értékeknek nevezziik.

01. 8. Azt mondjuk, hogy A(py, ..., p) és B(py, ..., p) sémdk'? ekvivalensek
adott vdltozdseloszldsndl (amit igy jeldliink: U =), ha birmely — az A vagy B
séma szdmdra megengedett — értékrendszersorozatra értékeik egybeesnek ennél
a valtozaseloszldsnal.

Az alkalmazdsok szempontjdbdl érdekes az az eset, amikor a sémdknak csak
véges megengedett értékeit vizsgaljuk.

01.9. Az A(p,, ..., py) é B(py, ..., pr) sémdkat akkor nevezziik parcidlisan
ekvivalenseknek (W= B-vel jeloljiik) adort vdltozdseloszldsndl, ha biarmely — az U
vagy B séma szdmdra megengedett — értékrendszer-sorozatra értékeik vagy egybe-
esnek, vagy koziilik annak értéke, amelyre ez a sorozat megengedett, végtelen.

fm+1 0002

u Véges sorozat hosszan tagjai szamat értjiikk, végtelen sorozat hossza egyenl$ eo-nel.

2 Ttt és a tovabbiakban nem tesziink korlatozasokat a tekintett sémakban eldfordulé opera-
torok halmazira, kivéve azt, hogy ezen halmaz minden operdtordnak az adott véltozaseloszlas a
logikai valtozok valamely halmazat (esetleg iires) feleltesse meg.
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10. 10. Sémdk ekvivalencidjdnak (megfeleléen parcidlis ekvivalencidjdnak)
problémdjdt a kovetkez6képpen fogalmazzuk meg: keresni kell olyan algoritmust,
amellyel sémdk bdrmely pdrja esetén eldontheté, hogy ekvivalensek (parcidlisan
ekvivalensek) vagy nem, — adott vdltozdseloszlasnal.

Megemlitjiik a valtozdseloszldsok két esetét:
1. iires vdltozdseloszlds, amikor minden operdtornak a logikai vadltozok iires
halmazdt feleltetjiik meg;

2. univerzdlis véltozdseloszlds, amikor minden operdtornak az Osszes logikai
vdltozok halmazdt feleltetjitk meg.

Univerzdlis vdltozdseloszldsndl — minden sorozat megengedett, ezért ha U és
B sémdk univerzdlis vdltozdseloszldsndl ekvivalensek, akkor tetszGleges valtozds-
closzlasnal is ekvivalensek.

2. Az ekvivalen.ciaprobléma megolddsa

Bevezetiink néhdny kiegészitd fogalmat.

01.11. Az AW(p,, ..., pr) sémdban a B elemi kifejezés végrehajtdsa elsd fel-
tételének nevezzik az itéletkalkulus kovetkez8képpen definidlt B, (p,, ... p,) fiige-
vényét

1, ha B végrehajtdsra keriil az U sémdban a 4, 4,, ..., 4,, ...
%&)(A ) = szorzatnal;

0, az ellenkez§ esetben.

01. 12. Minden (p,, ..., pi, Ay, ..., A,) sémdhoz az
) A4;,~-9; Ai=12,...,n)

valtozdseloszlds mellett bizonyos specidlis sémdt épitiink fel, amelyet az U séma
staciondrius kibdvitésének neveziink.

1. Bevezetjiik a kovetkezd jeloiést: of =m‘51x ARy (P15 s p) (i=1,2,..., 1),

ahol a maximum a %);-beli vdltozok értékeinek Osszes lehetseges sorozatain veendd,
és tekintsiik a kovetkezé sémdt!3:

QI(I) gql _i L. anOTr}!—QI(p19---’pksA1 —] ’--~,An -—l),
. J1 Jn Fi Jn

ahol ¢, ..., g, fiiggetlen logikai vdltozok, j,, ..., j, az ¥ sémdban el6 nem fordu-
16 félzdrgjel indexek.

2. Legyenek definidlva az o (!=1, 2, ..., n) fiiggvények és az AM séma, ame-
lyet az W séma v-edik kibSvitésének neveziink. Akkor tegylik fel, hogy:

® .
~ a;’+1 =@ max Ai(ﬂl("))(pls s Prsdys oo qn) (l = 1,29 -"’n)’
isq15-5qn

13 A = jelet a grafikus azonossig jel6lésére hasznéljuk.
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ahol a maximum a 9;-beli és ¢q,, ..., g, valtozok értékeinek Osszes lehetséges soro-
zatain veend§;

AV = givat L gt U WPy, oy Dis Ay Ly o 4y 1)

J1 Jn Ji Jn
Megjegyezziik, hogy az U séma lehet olyan, hogy az A,, ..., 4, operdtorok koziil
némelyeket nem tartalmaz. Ebben az esetben azokat a jobb félzdrdjeleket, amelyek-
nek a megfelelé operatoroktdl jobbra kell dlini, kozvetleniil az U séma elé dllitjuk.
Vildgos, hogy ilyen félzdrdjelek elhelyezése nem befolydsolja a kibOvitések értékeit,
mivel a hidnyzé operdtorokra: A4® =0.

Konnyli meggy6z&dni arrél, hogy az AM (v=1,2, ...) séma minden megen-
gedett értéke az A séma valamely megengedett értékének része.

Nyilvdnvalé, hogy minden i(=1,2, ...,n)-re é w(=1,2,...)re af »ajt! 14
(azaz o =a* '), ezért taldlhatd olyan u természetes szdm, hogy o#*!=o# minden
i(=1,2,...,n)-re. Az AW sémdt az A séma staciondrius kibdvitésének nevezziik
(az (1) véltozdseloszldsndl).

Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

2
(2) A:k = max Ai(‘u(“)) (pl yers Prsqys -os qn)a
q1s..54n
3) A =af, azaz AF = maxAf= max Afyw).
Di Dis q15---14n

Akkor az U séma A® staciondrius kibovitését a kovetkezd alakban irhatjuk fel:

(31) m(u)gqlv’rf*L"'anAFL_—Q’I(pla""pkaAl —.J’-"9An—_|)’
Jn J1 In

J1

Az AF és AF* fiiggvények jelentése — mint ez a tovabbiakbdl (1. 1—3. 1 lemmadk)
ldthatd — a kovetkez8. Az A séma bdrmely megengedett értékrendszer-sorozatndl
torténd végrehajtdsdndl az A; operdtort csak olyan értékrendszernél lehet végre-
hajtani, amely az AF fiiggvény értékét 1-re valtoztatja, és e sorozat kovetkezd tagja
az A¥* értékét vdltoztatja 1-re; forditva, ha A¥ (4,)=1, akkor taldlhaté olyan

Qg ooy Ay Ay ...

megengedett sorozat, hogy ennél a A, értékrendszer mellett az 4, operdtor végre-
hajtdsra keriil.

Ures viltozdseloszldsndl nyilvdnvaldan A} =Af*=A49.

01.13. A(py, ..., pi) s B(py, ..., p) sémdkat gyengén ekvivalenseknek nevez-
ziik, ha bdrmely 4, 4,, ..., 4,, ... alaki sorozatnd! e sémdk értékeire fennall
a kovetkezd: vagy ugyanaz az els@ operdtoruk, vagy mindkettd iires, vagy mind-
kettd iires periddusu.

,

14 Jtt és mindeniitt, ahol ez nem vezet kétértelmiiséghez, a ,,¢ fiiggvény azonosan igaz” vagy
¢=1 kifejezés helyett egyszerien ¢-t irunk.
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Az ekvivalenciaprobléma megolddsdt a kdvetkezd tétel adja.

1. TETEL. Ahhoz, hogy W(py, ..., Pu> A1y vees A,) 65 B(P1y coos Pis Apy ooy AL
sémak adott vdltozdseloszlisndl (1) ekvivalensek legyenek, sziikséges és elegendo,
hogy staciondrius kibévitéseik gyengén ekvivalensek legyenek.'®

E tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz két lemmara.

1. 1. LEMMA. Legyen az N sémdnak — az (1) vdltozdseloszldsndl megengedett —

4) Agy dgyy ooy A s As, 15 o0
értékrendszer-sorozatra kapott értéke:
(5) AilAi2"' AimAim+l'...

Akkor minden m(=1, 2, ...)-re érvényes az Af (4,,)=1 egyenliség, és kovetkezés-
képpen A¥¥(4,,)=A44,,..)=1.

Sm+1
Bizonyitds. Nyilvanvaldan A®(4,)=1, és ezért
A5(4,) =1.
Tegyiik fel, hogy Af (4, )=1, és kovetkezésképpen
(6 AP (4s,) = A4, ) = 1

bizonyitjuk, hogy akkor a 47 , (4,,,,) =1 fonndll. Valéban (6)-bdl, a lemma feltételé-
bol és séma végrehajtdsa eljardsanak egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy a py, ..., px
viltozok értékeit a A, , értékrendszernél véve és ¢q; =0, q;=1 (i#i,) esetén
az A séma U staciondrius kibovitésében 42, =1, ezért (2)-t figyelembe véve:

Im+1

AR, (4,,.,.)=1,

i +1(
m

2. 1. LEMMA. Legyen A, tetszdleges operdtor. Ha az W sémdban az adott véltozds-
eloszldsndl AF*(A,) =1, akkor taldlhaté olyan — az N séma szdmdra ennél a vdltozds-
eloszldsndl megengedett — értékrendszer-sorozat, amelyre az N sémdban a A, érték-
rendszernél az A; operdtor végrehajtisa keriil.

Bizonyitds. Az AF* fiiggvények definicidja szerint, ha A}*(4,)=1, akkor van
olyan v, hogy az ¥ séma v-edik kibGvitésében fenndll az a}(4,)=1 egyenldség.
Ezért elegendd azon feltétel mellett igazolni dllitdsunkat, hogy valamilyen v ter-
mészetes szamra, o}(4,) egyenld 1-gyel. Ezt v szerinti indukcid segitségével bizonyit-
juk. Ha al(4,) =1, akkor ez azt jelenti, hogy létezik egy A, értékrendszer, amely
A8l csak P;-beli vdltozdk értékeiben kiilonbozhet gy, hogy 4%y, (4,)=1, azaz
A; végrehajtdsra keriil az N sémdban

N Ay, 44, ..., 4y, ...
15 Tlyen felirds nem jelenti azt, hogy az U és B sémaknak ténylegesen tartalmazni kell az
Osszes A,, ..., A, operatort és p,, ..., p, valtozot.

16 Feltételezzitk, hogy mindkét séma kibdvitéséhez a q,, ..., g, elemi logikai valtozéknak
ugyanazt a halmazat hasznaljuk fel.
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sorozatnal. Akkor nyilvdnvald, hogy a keresett sorozat a

Ae, gy ...sdg, A, A, ...

N+ 1-szer

sorozat lesz, ahol N azon operatorok szdma, amelyek megel6zik az A; operdtor
valamilyen el6forduldsdt az U séma — (7) sorozatra kapott — értékében. Tegyiik
fel, hogy a lemma dllitdsa igaz, ha «}(4,) =1, és bizonyitjuk

® o1 (4y) =1

esetére. A (8) feltétel azt jelenti, hogy taldlhatdk a p,, ..., p; és q,, ..., g, valtozok-
nak olyan Ay és A" értékrendszerei, hogy

) Auon(dy, 4) =1,

emellett A, értékrendszer a A4-tSl csak P-beli vdltozdk értékeiben kiilonbodzhet,

Két eset lehetséges:

l.AgNVo, (h=1,2, ..., n) fiiggvények a A, A" értékrendszernél 1-gyel egyen-
16k. Akkor az A séma értéke a 4, A” értékrendszernél egybeesik az U sémdnak
a A -nél vett értékével, és igy (9) miatt 4R,,(4,) =1, azaz azindukcid elsé Iépésében
tisztdzott eset dll fenn,

2. Nem minden g¢,Voa; fliggvény egyenlé 1l-gyel a 4., A" értékrendszer-
nél. Legyen ¢ Voyl az AV séma legbaloldalibb olyan logikai feltétele, melyre

Ji
gAMWW aof (44)=0. EbbSl két dolog kovetkezik: Elbszor, af(4,)=1, és akkor az
indukcid feltétele szerint taldlhat6 olyan A, ..., 4;, 4y, 4, ... megengedett sorozat,
melyre az A sémdban A4, ériékrendszernél az A, operdtor végrehajtdsra keriil.
Midsodszor, (9) miatt ugyanerre a sorozatra A, értékrendszer valamely el6forduld-
sdndl A; operdtor végrehajtdsra keriil. Teljesiiljon ez a A, értékrendszer A, utdni
N-edik el6forduldsdndl. Akkor, mivel A; a A_-t8l csak Y -beli vdltozdk értékeiben
kiilénbozik, a
Ag, b, g, Ay o, é;, 4, 4, ...

N-szer

sorozat lesz a keresett megengedett sorozat. A lemmat igy bizonyitottuk.
Az 1. Tétel bizonyitdsa.

Sziikségesség. Legyen az (1) vdltozdseloszidsnal
(10) / €A = B,

Kimutatjuk, hogy akkor A%, =A4f%, (=1,2,...,n). Valéban, ha valamely 4,
értékrendszerre fenndll, hogy AXs,(4,)=1, akkor a 2.1. lemma miatt taldlhatd
olyan, az U séma szdmdra megengedett 4,,, ..., 4, 4, ... sorozat, hogy 4, érték-
rendszernél A; operdtor végrehajtdsra keriil. (10) alapjan ennek a sorozatnak meg-
vannak ugyanezek a sajdtsdgai a B sémdra vonatkozdan is. Akkor az 1. 1. lemma
értelmében Af%,(4,)=1, ezért Af%, ~Af%). Ebben a meggondoldsban A és B
sémdt felcserélve kapjuk, hogy Afs —Alhy, azaz Al =A% (=12, ..., n).
Vildgos, hogy akkor (3!).és (10) figyelembevételével A és B sémdk staciondrius
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kibbvitései ekvivalensek adott valtozdseloszldsndl, és ebbdl kovetkezik, hogy még
inkdbb gyengén ekvivalensek.

Elégségesség. Legyenek az A és B séma AW és BE) staciondrius kibdvi-
tései (1) valtozdseloszldsndl gyengén ekvivalensek, és legyen valamilyen

AslaAsz9 ---,Asm’ 4

Sm41? '

értékrendszer-sorozat példdul az U sémdra megengedett, az N és B sémdk értékei
pedig

(11) A Ay o Ay Ay e
és
(12) AL Ay, AL AL s e

Kimutatjuk, hogy ezek az értékek egybeesnek. Nyilvanvald, hogy i; =i7, mivel
AW s BU) sémdk gyenge ekvivalencidjdbdl az A és B sémdk gyenge ekvivalencidja
kovetkezik.1?

Tegyiik fel, hogy
13) =i (I=m),

és kimutatjuk, hogy akkor i,,; =i,.,. Valdban, 1. 1. lemma szerint az W séma
szdmdra

(14) A (4, = 1.
Ezenkiviil a (13) feltevésbdl kovetkezik, hogy a
Ags Agyy ooy Ay Ay Bsiirs oo

sorozat megengedett a B séma szdmdra. Akkor az 1. 1. lemma alapjdn
15) A wd,,,) = L.

Jelsljik Ad-val a py, ..., P, 415 ...» g, Vdltozdk értékei koévetkez8 rendszerét:
Dis .-, Pprnak adjuk A, értékeit, tovdbbd legyen g; =0 és g, =1 (i=i,). (11)-et
és (15)-ot figyelembe véve, az 4; , és A4; ,, operdtorok az A® és B sémdk
— 4, 4, ..., 4, ... sorozatndl vett — értékeinek elsd operdtorai. De mivel AP ¢és
BE) sémdk gyengén ekvivalensek, ezek az operdtorok egybeesnek, azaz i, 4, = ins -

Ugyanezekbdl a meggondoldsokbdl kovetkezik, hogy ha (11) érték iires periddust
tartalmaz, akkor (12) érték szintén iires periddust tartalmaz.

A tételt ezzel bebizonyitottuk.

Megjegyezziik az 1. tétel kbvetkezé nyilvanvalé mdédositdsdt.

1. TETEL. Ahhoz, hogy az N és B sémdk valamilyen (1) vdltozdseloszldsndl
ekvivalensek legyenek, sziikséges és elegends, hogy staciondrius kibdvitéseik iires
vdltozdseloszldsndl ekvivalensek legyenek.

Megjegyezziik, hogy iires vdltozdseloszldsndl minden sémdnak csak véges
szamu (2%) véges vagy periodikus értéke van, ezért a sémdk ekvivalencidjanak problé-

17 Innen, specidlisan, kovetkezik az is, hogy ha (11) érték iires periddusu vagy iires, akkor
a (12) érték is tires periddusu vagy megfelelden iires.
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mdja lires véltozdseloszldsndl mindig megoldhaté értékeik kozvetlen Gsszehason-
litdsaval.

Megjegyezziik, hogy univerzdlis vditozdseloszldsndl az Osszes AF* fiiggvény
azonosan a 0 vagy 1 konstanssal egyenld.

3. A parcidlis ekvivalencia problémdjdnak megolddsa
ElGszor bebizonyitjuk a kovetkezd allitdst:

3. 1. LemMA. Ha az W(py, ..., P, A1s .., A,) sémdra A—9; (i=1,2,...,n)
vdltozdseloszlasndl fenndll A% (Ay) =1, akkor taldlhaté olyan

Ay, A,y on Ay, Ay,

512 Sm?

megengedett sorozat, hogy a A, értékrendszernél az A; operdtor végrehajtdsra keriil.

Valéban, mivel A*— max Al(mm) (ahol A® az A séma staciondrius kibSvitése),
ezért taldlhatd a ¢, ..., q,, Valtozok értékeinek olyan A’ rendszere, hogy

1) Aluon(ds, &) = 1.

Ha A’ olyan, hogy minden qu,‘f’f*- 4y)=1(@=1,2, ..., n), akkor nyilvdnvaldan
a keresett sorozat:
4, 4, ..., A, ..

Ellenkezd esetben legyen g,V AF* L az A® séma legbalodalibb olyan logikai fel-
J

tétele, hogy

2 g4V AF*(4) = 0.
Ez azt jelenti, hogy AF* (4,)=1, és akkor a 2. 1. lemma értelmében létezik olyan
4y, ...y Ag, A, ... megengedett sorozat, hogy 4,, értékrendszernél az A, operdtor

Végrehajtasra kerﬁl. De akkor (2) és (1) miatt a 4, ..., 4,,, 4;, 4,, ... megengedett
sorozatra A, értékrendszer valamely el(”)fordulésainal A; operator végrehajtdsra
keriil, amit bizonyitani kellett.

A felirdsok egyértelmiisége kedvéért jelen pontban minden sémdhoz hozzi-
frunk balra és jobbra t6lilkk bizonyos lerogzitett operatorokat (példdul iireseket,
amelyeket A,-val és A,-val jeloliink, azaz feltételezziik, hogy minden séma ilyen

alaka:
AoANA,,.

Emellett minden vdltozdseloszldst kiegészitiink az 4, —0, 4, — 0 megfeleltetésekkel,
ahol 0 a logikai véltozok iires halmaza. Vildgos, hogy i=1, 2, ..., n esetén
Afey = Altoudn)-

Aldbbiakban leirunk egy eljairaist amely lehet6vé teszi, hogy barmely 2 sémd-
hoz felépitsiink bizonyos spemahs A sémdt ugy, hogy U és B sémdk parcidlis ekvi-

valencidjanak problémdja az A és B sémdk gyenge ekvivalencidjanak problémd-
jahoz vezessen.
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01. 14. Tekintsik az A W(py, .-y Pi> A1y -rs AA, sémdt és  A—9;
(i=0,1,2, ..., n, w) véltozaseloszldst, ahol 9, és P, lires halmazok.
Bevezetjiik minden i(=0, 1, ..., n)-re a kovetkezd jelolést:

ﬁié ;ﬁo‘ﬂAw) l—- 0 LAOQI(PU -"3Pl¢sAl’ ---aAi —I 1) --',An)Aa)J ;
s t s t

specialisan, A
Ao =0LO0L A4y AUA, .
s s t

t

Jelslje I'y(e, B) a maximdlis olyan y filiggvényt, amelyre y=a és mgx y=p, ahol

9 a logikai valtozék valamilyen halmaza, és a maximumot a 9)-beli vdltozok értékei
Osszes lehetséges értékrendszerein kell venni. Vildgos, hogy I'y(x, ) létezik barmely
a, B fitggvényparra.

01. 15. Jelljiik w-t n+ 1-gyel és tekintsiik a fiiggvények kovetkezd rendszerét,
amely i=0,1,..,n; j=1,2,...,n+1 esetén definidlt.

v+1 BUV V Blm ym1 s ‘y?j+ = F‘Di (A;'?Ao‘ll)’ ﬁ'}’j"' 1)'

Mivel barmely i=0,1,...,n; j=1,2,...,n+1 é v=0, 1, ... esetén nyilvdnvaléan
v =Py, ezért taldlhaté olyan A természetes szdm, hogy minden i,j (0=i=n;

1=j=n+1) pérra: g} =p.
Bevezetjiik a kovetkezo Jeloleseket Bi=PBtn+1 &

QI—E-BO\_/qO!—- B anl— —] 0 LAO—J QI(pl: -pk’Al —I 2 ~-',An —J)An+1~
Jo J1 Jn

Jn t
Ervényes a kovetkezd tétel:

2. TETEL. Az W(py, ...iPuy A1s oos Ay) 65 B(Pys ooy Pi» Aqs ...y A,) sémdk
akkor és csakis akkor parcidlisan ekvivalensek, ha W és B sémdk gyengén ekvivalensek.

E tétel bizonyitdsa vildgossa va11k ha megvnzsgaljuk a f§, fliggvények jelentését.
01. 16. Az

(3) Ay ooy Ai JA; o A

im+1® “ime2d o0

sorozat A; elemet kéveté maradékdnak nevezziik az A; , ., A sorozatot,

amelyet (3) -bdl az A;,, ..., 4;, szelet elhagydsdval nyeriink.

Az 1. 1. és 2. 1. lemmadk miatt nyilvdnvald, hogy az 51,-(0§i =n) sémdk minden
(nem iires) megengedett értéke az A,AA,,; séma megengedett értékének az A4,
operdtort kovetd maradéka, és forditva, az 4,% A4, , séma megengedett értékének
minden — az A; operdtort koveté — maradéka az Qi,- sémdk megengedett értéke.
Akkor nyilvdnvaléan B5 maximélis a kévetkezd tulajdonsdggal rendelkezé fiigg-
vények koziil: ha az 4,UA4,,,; sémdban valamely

45,4 .4 4, . 4

512 §22

im+29 **°

Sm—1% © sm? sms---aAsa--
™m
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megengedett sorozatra a A, _, értékrendszernél 4; operdtor végrehajtdsra keriil
és BY (4,,)=1, akkor az 4,UAA,, séma értékének At kovetd maradéka tartal-
mazza az 4; operdtort.

Mds széval B a maximalis olyan figgvény, hogy ha A4; operdtorral kezdjiik
az A WA,,,; séma végrehajtisit a BJ-t l-re vdltoztaté értékrendszernél, akkor
— az AyWA, ., séma végrehajtdsa kézben a logikai vdltozok értékeit nem valtoz-
tatva — sziikségszerlien végrehajtjuk az A; operdtort. A 3.1. lemma miatt pJ;
maximalis a kovetkez6 feltételt kielégit fiiggvények koziil: ha y(4;,)=1, akkor
létezik az A,NA,,, sémdra megengedett olyan

Agpovis Ay s Ao s Agrs s ovor Ay s oon

értékrendszer-sorozat, hogy a A,  értékrendszernél végrehajtdsra keriil az 4; ope-
rator, és az Ay UA,,,; séma értekének A; ezen el6forduldsdt kovetd maradéka
tartalmazza az A4; operdtort. Ebbdl kovetkezik, hogy bdrmely:

Ay Bryy ooy A, s A o5 con Ay oo
megengedett sorozatra fenndll, hogy ha yJ (4, )=1 é a 4, értékrendszernél
az A; operdtor véagrehajtdsra keriil, akkor a 4 értékrendszer valamely el6for-
duldsdndl az A4; operdtor is végrehajtdsra keriil.

Hasonldan ldthaté, hogy B. a maximdlis azon fiiggvények koziil, amelyekre
az AyNA,,., séma minden megengedett végrehajtdsdndl fenndll a kovetkez4: ha
kozvetlenill az A4; operdtor végrehajtdsa utdn a py, ..., p, vdltozok a fl-et l-re
vdltoztatd értékeket kaptak, akkor mindig van olyan megengedett folytatdsa az
AoUNA, ., séma végrehajtdsa ezen eljdrdsdnak, amelynél a logikai vdltozok értékei
legfeljebb egyszer vdltoznak meg és az A4; operdtor végrehajtdsra keriil.

Ezeket a meggondoldsokat folytatva, azt kapjuk, hogy f}; maximdlis a kovet-
kezd feltételnek cleget tevo fiiggvények koziil: az 4,UA,,, séma minden meg-
engedett végrehajtdsandl fenndll, hogy ha az A; operdtor végrehajtdsa utdna p,, ..., p;
vdltozék a f}-t l-re vdltoztat értékek rendszerét kapjdk, akkor ezen eljdrdsnak
van olyan megengedett folytatdsa, amelynél a logikai vdltozdk értékei legfeljebb
v-szOr véltoznak meg, és az A; operdtor végrehajtdsra keriil. Kovetkezésképpen,
a P4 figgvények (BA*!-gyel ekvivalensek minden (=0, 1, ..., n)-re és
j(=1,2, ..., n+1)re) maximdlisak a kdvetkezd tulajdonsdgl fiiggvények kozott:
az AyNA,,, séma barmely megengedett végrehajtdsdnak eljdrdsdndl, ha az 4,
operdtor végrehajtdsa utdn a p,, ..., p, valtozék egyszerre veszik fel értékek olyan
rendszerét, amely a p; fiiggvényt 1-re vdltoztatja, akkor van ennek az eljdrdsnak
olyan megengedett folytatdsa, amelynél az A; operdtor végrehajtdsra keriil. Az a
tény, hogy a Y-k maximdlisak az emlitett tulajdonsdgu fiiggvények kozott, azt
jelenti, hogy a py, ..., p, értékeinek minden olyan rendszere, amely a felsorolt kdve-
telményeknek eleget tesz, a S (p(, ..., p) fuggvényeket I-re vdltoztatja.
A B (i=0,1, ..., n) fiiggvények definicié szerint annak az esetnek felelnek meg,
amikor j=n+ 1, és meghatdrozott értelemben jellemzik az 4,UA,,; séma értékeit,
mivel ilyen séma értéke akkor és csak akkor véges, ha az 4, ., operdtort tartalmazza.

Most bebizonyitjuk a 2. tételt.

Sziikségesség. Legyen W(A4,, ..., A,)=B(4,,...,4,). A B; fiiggvényekrsl
megdllapitottak szerint ez azt jelenti, hogy B =pim (i=0,1,2,...,n). Ezért

Sm+1
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az N és B sémdk parcidlisan ekvivalensek. Tovabbd, barmely (4°, 4,), (4°, 4), ...
w4, 4y), ... értékrendszer-sorozatra (ahol 4" a ¢, q,, ..., g, értékeinek rend-
szere, A, a p,,..., p, értékeinek rendszere), amelyre A é&s B séma értéke nem
iires periddusu, taldlhaté olyan 7, hogy B(4,) =1, és igy létezik olyan — (4’, 4,)-sel
kezd6d6 — megengedett sorozat, amelyre A és B sémdk azonos véges értékiek.
De mivel =B, ez azt jelenti, hogy A és B sémdk gyengén ekvivalensek.

Elégségesség. Tegyiik fel, hogy A és B gyengén ekvivalensek. Kimutatjuk,
hogy akkor Bjq) =Pfiw)- Valdban, ha f;q,(4,) =0, B;s)(4,) =1, akkor a (4’, 4y),
4, 4,), ... értékrendszer-sorozatra — ahol 4" a g, ..., q, valtozdk értékeinek olyan
rendszerét jelenti, amelyben ¢;=0 és ¢q;=1 (j=i) —, A séma értéke iires (iires
periédusi), a B sémdé pedig nem. (Mivel abbdl, hogy Bim(ds) =1 kdvetkezik
olyan — az A4,BA,,,-re megengedett — 4, , ..., 4,, 4, 4,,, ... sorozat létezése,
amelyre az A4,BA,,, séma értéke az A,;, operdtort tartalmazza.) Ezért, ha
Bi@y(45) =0, akkor ;) (4,) =0, azaz g, —Biq. Mivel ebben a meggondoldsban
az W és a B séma ekvivalens, igy

Biew = Biwy, azaz Piwm =Py (@ =0,1,...,n).
Legyen most valamely megengedett

Ay Agyy o4, o 4

Sma1d ot
értékrendszer-sorozatra
Ao, A;) A;

2%

(XY Aim’ Aim+1, very A"+1
az A,UA,,, séma véges értéke. Tovabbd legyen ugyanerre a sorozatra /

Ao, A" Ai’z, sesy Ai’m, Ai

,
(284 m+1? "

az AyBA, ., séma értéke. Tegyiik fel, hogy i, =i (I =m), és kimutatjuk, hogy akkor
Im+1=Imsi. Valéban, a B; fliggvényekr6l megdllapitottak szerint B; (4, ,)=1.
De akkor az 4, és A operdtorok az A és B sémdk értékeinek elsd operd-

. Inm+1t
torat a
4, 4,,.), 4, 45, ), ...

értékrendszer-sorozatra, ahol 4" a ¢, ..., q, értékeinek olyan rendszere, amelyben

4;,, =0 és (jZi,)re qg;=1. A & B sémak gyengén ekvivalens volta miatt ezeknek
az operdtoroknak egybe kell esniok, azaz i,.,=i,,,;, amit bizonyitani kellett.

.
Im+1

2, §. Algoritmusok logikai sémainak atalakitisai

1. Elemi kifejezés logikai fliggvénynek vald aldrendeltsége

Ebben a paragrafusban olyan kalkulust épitiink fel, amelyben az Osszes A =B
alaku igaz dllitdsok megkaphatdk (adott vdltozdseloszldsndl), ahol ¥ és B sémadk.
Ehhez sziikségiink van az elemi kifejezés logikai fiiggvénynek valé aldrendeltsége
fogalmdra.

7 MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)
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02. 1. Kiterjesztjiikk tetszOleges elemi kifejezésekre az A; fiiggvényeknek a
01. 12-ben operatorokra adott definicidjdt. Tekintsilk a B elemi kifejezést és az
W(Pyy eoes Pis A1 - A,) sémit 4, — Y, (1) véltozdseloszldsndl. Bevezetjiik a kovet-
kezd jelolést:

B* = max 5883)(::),
q1y--5qn

ahol A® az A séma staciondrius kibGvitése az (1) valtozdseloszlasndl (1. 94. old.).

Nyilvdnvaléan iires vdltozdseloszldsndl B* =Be.

02. 2. Akkor mondjuk, hogy az U(p;,...,p,) sémdban B elemi kifejezés
az a(py, ..., p) fiiggvénynek ald van rendelve adott véltozdseloszldsndl, és ezt
B < a-val jeloljiik, ha ennél a véltozdseloszldsndl

B* -~ a.
Az aldrendeltség fogalmdnak jelentése a kovetkez6. Ha

B < a(pl’ -"’pk)9

akkor p,, ..., p, értékeinek az a-t O-ra véltoztaté rendszerénél B semmilyen meg-
engedett sorozatra nem hajthaté végre. Ha B operdtor, akkor ez az 4llitds az
1. §. 1. 1. lemmdbdl kozvetleniil kovetkezik. Abban az esetben, ha a B logikai
feltétel, akkor sziikséges az 1. 1. lemmdt ugy élesiteni, hogy az U séma értékei
helyett az Osszes végrehajtott elemi kifejezések sorozatdt tekintjik. Akkor a A,
értékrendszernél B, ,, B, ,, ..., B, ;, eclemi kifejezések valamely halmaza keriil
végrehajtdsra, amelyek koziil a legutolsé az A; . Azzal analég mddon, ahogy ezt
az 1.§. 1. 1. lemmadban tettiik, bebizonyithatd, hogy

QS?:..J‘(As,,.) =1 (] = 1,2, ---sjm)

minden m(=1, 2, ...)-re, ahonnan &allitdsunk mdr kovetkezik.

Nyilvdnvald, hogy a staciondrius kibGvitések — és kovetkezGképpen a B*
fiiggvények — felépitéséhez tetszbleges vdltozdseloszldsndl elegendé csak a B®

fiiggvények ismerete (azaz iires valtozdseloszldsndl B* fiiggvények ismerete), ame-
lyeket mindig véges eljdrdssal kaphatunk meg. Ebbsl kovetkezik, hogy az aldren-
deltségnek fentebb adott definicidja effektiv.

A tovdbbiakban (2. pont) ekvivalencidk olyan rendszereit vezetjiik be, amelyek
megolddsai a B* fiiggvények és amelyek biztositjdk, hogy e fiiggvényeket meg-
kapjuk anélkiil, hogy a staciondrius kib&vitések felépitéséhez folyamodnank. Ezen-
kiviil nagyon gyakran — a definidlt feltételek értelmében — adott valtozdseloszlds-
ndl vett aldrendeltség egybeesik az iires vdltozdseloszldsndl vett aldrendeltséggel,
ezért az iires vdltozdseloszlds esetére az 5. pontban gy definidljuk az aldrendeltség
fogalmdt, hogy a séma topoidgiai felépitésébdl indulunk ki, nem tdmaszkodva
a séma értékének fogalmdra.

Gyakorlatilag nem sziikséges a B* fliggvények ismerete azon fiiggvények meg-
hatdrozdsdhoz, amelyeknek ald van rendelve valamely elemi kifejezés. Mint isme-
retes, a tartalmi meggondoldsok felhaszndldsa lehetévé teszi, hogy viszonylag
konnyen taldljunk olyan értékrendszereket, amelyeknél az adott elemi kifejezés
nem hajthatd végre semmiféle megengedett sorozatra, és akkor minden olyan fiigg-
vény, amely ilyen értékrendszerek tetszOleges részhalmazdn O-val egyenld, olyan
fliggvény lesz, amelynek az adott elemi kifejezés ald van rendelve. Vizsgdljunk meg
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néhdny példdt. Megdllapodunk abban, hogy valamely 7/ index{i jobb félzdrdjelre
azt mondjuk, hogy ahhoz a logikai feltételhez hozzdtartozik, amelynek bal félzaro-
jele ugyanolyan i index.

1. Az ...0{_B ... alakd sémdban nyilvanvaloan a B elemi kifejezés az o fiigg-

i
vénynek ald van rendelve tetszlleges véltozdseloszldsndl, emellett, ha ol logikai

feltétel ald van rendelve f fiiggvénynek, akkor B ald van rendelve o-f fﬁgévénynek.
2. Az ..ol | | . B ... alaka sémdban, ahol a Jynd jobb félzdrdjelek

i J1 J2 Js J1 Js
hozzdtartoznak a f, L, ..., B, L logikai feltételekhez, a B elemi kifejezés nyivan-

F) Js
valéan bdrmely véltozdseloszlisndl ald van rendelve aVp,V...VB, figgvénynek.
Emellett, ha
BL<n (=12 ..,9),
Ji

akkor B<aVy, B, V...V, Bs.
3. Az ..al4;B ... alaki sémdban B elemi kifejezés nyilvdnvaldan ald van

t
rendelve a max a fuggvénynek az 4;—9; valtozdseloszldsndl, mivel 4;<a.

02. 3. the}'ezésnek neveziink minden olyan véges sorozatot, amely operdtorok
szimbdlumaibol, logikai feltételekbdl és jobb félzdrdjelekbdl dll Gigy, hogy minden
benne el6forduld i természetes szdmra legfeljebb egy i index(i bal és jobb félzdro-
jel van.

A kifejezéseket tartalmilag sémdk részeinek kell tekinteniink.

Tovabbiakban beszélni fogunk logikai filiggvényeknek aldrendelt elemi kife-
jezésekrdl adott kifejezésben is, ezen az adott kifejezést tartalmazé minden sé-
mdban vald aldrendeltséget értve. Ez a fogalom nem annyira effektiv, mint az ald-
rendeltség fogalma sémadban, mivel minden kifejezéshez lehet taldlni olyan sémat,
amely azt tartalmazza, és ebben a sémdban vett aldrendeltség ekvivalens a tekintett
kifejezésben vett alarendeltséggel.

2. Ekvivalencidk rendszerei a B* fiiggvényekre

Jelen pontban olyan Osszefiiggéseket vizsgdlunk, amelyeket konnyen meg-
kaphatunk a séma kijilsé alakjdbdl, és amelyek az esetek tSbbségében lehetové
teszik a séma Osszes elemi kifejezéseire a B* fiiggvények megtaldldsat.

02. 4. Legyen valamely U kifejezés A, BLIWA, alaka, ahol B, £ és I kifeje-
zések. Akkor a BLY kifejezést az U kifejezés [BI] zdrt intervallumdnak, a L Kkife-
jezést (B, ) nyitott intervallumdnak nevezziik.

02. 5. Valamely kifejezésben «l_ logikai feltételt egyenesnek neveziink, ha

J jobb félzdrdjele ebben a kifejezési)en a bal félzdrdjeltsl jobbra dll, és forditott-

;zak, ha jobb félzardjele a bal félzdrojeltdl balra 4ll.
02.6. Az A(x L) kifejezésben o egyenes logikai feltétel hatdstartomdnydnak

az (aL, _]) intervallumot nevezziik. A!z A kifejezésben «|_ forditott logikai feltétel

13 i t
hatdstartomdnydnak az 9 kifejezés azon részeit nevezziik, amelyek az | bal fél-
i
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zardjeltd] jobbra és az _|, ezen logikai feltételhez tartozo, jobb félzardjeltél balra

taldlhatdk.
Az a|_ logikai feltétel hatdstartomdnydt o(xL)-val jeloljiik.

Az all_ logikai feltétel hatz:istartom.ainyainakl a bal félzarojeltdl jobbra fekvd
részét a[_ hatdstartomdnya egyenes részének nevezziik, és o+ (a l_)-vel jeloljik.
Abban az esetben, ha AU(x |_) kifejezés nem tartalmazza az _| _]obb félzardjelet,
ugy tekintjiik, hogy o+ (o l_) egybee51k az A kifejezésnek az L bal felzaro_|e1t01 jobbra

esé részével.

Nyilvdnvalé, hogy minden kifejezésben bdarmely logikai feltétel hatdstarto-
mdnydnak egyenes része kifejezés.

02. 7. Azt mondjuk, hogy az U sémdban a| logikai feltétel a B elemi kifeje-

zést difogja, ha a| a legjobboldalibb az U séma azon logikai feltételei koziil, amelyek

B-t hatdstartomdnyuk egyenes részében tartalmazzik.
02.8. A yL logikai feltételt az W sémdban B elemi kifejezéshez vezetének

k
nevezziik, ha az -ban van olyan 8-t dtfogd al logikai feltétel, hogy
yLE@L,B) é J€(@L,B).
k i k i

Vizsgdljuk elészor a B* fiiggvények elallitdsdanak modszereit iires valtozds-
eloszldsndl, azaz amikor a fiiggvények egybeesnek B?® fiiggvényekkel.

Valamely A(p,,... p,) sémdban ol logikai feltétel legyen B elemi kifejezést
atfogo, és az Osszes, A-ban B-hez vezletc'S logikai feltétel: vy,1,...,7y, L. Akkor
ki ki

nyilvdanvald, hogy:
(D 53(?1)Ed-(alf)®vi'1-(v1ll‘_)®V---V37:-(Vzl;)®-
13 1 ?

Valdban, az W séma végrehajtdsdandl — A4,, 4, ... staciondrius értékrendszer-
sorozatra — B-hez eljuthatunk: vagy a| -t végrehajtva a(d4,)=1 feltétel mellett,

vagy yjlk_ (1=j=D-k kozil valamelyiketl végrehajtva y,(4,)=0 feltételnél, azaz
J

B ~a- (aL)@Vh (m )®V N (sz)®
Forditva, legyen A4, értékrendszernél az (1) ekvivalencia jobb oldala 1-gyel
egyenld. Ez azt jelenti, hogy vagy a(4,)=1 és (« L)A,_l vagy van olyan j(l=j=I),
hogy y;(49) =0 és (y,l_)}’—l Nyilvdnvald, hogy akkor a 4, 4, ... sorozatra

a B elemi kifejezés a 23 sémdban végrehajtdsra keriil, azaz Be(4,)=1.
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Ha nincs B-t dtfogd logikai feltétel, azaz nem tartozik valamely hatdstartomdny
egyenes részébe, akkor nyilvanvaldan

) BG = 1.

Ily médon, ha az U séma minden elemi kifejezésére felicjuk az (1) (vagy (2), ha
nincs megfelelé dtfogé logikai feltétel) alaku ekvivalencidt, akkor ekvivalencidk
olyan rendszerét kapjuk, amelynek megolddsa az U séma Osszes elemi kifejezése
végrehajtdsa els6 feltételeinck halmaza. Emellett, mivel az (1) és (2) ekvivalencia
jobb oldala nem tartalmazza operdtorok végrehajtdasa elsé feltételét, ezért a séma
Osszes elemi kifejezése végrehajtdsa elsé feltételének megkapdsdhoz elegendd ekvi-
valencidk olyan rendszerének megolddsdt megtaldlni, amely csak logikai feltételekre
van felirva (ha ennek a rendszernek van egyetlen megolddsa), és akkor az operdto-
rok végrehajtdsa elsd feltételét egyértelmiien meghatdarozzak az (1) és (2) formuldk.
Azokban az esectekben, amikor az emlitett rendszernek nincs egyetlen megolddsa,
a sémdbdl kiegészitd feltételeket kell nyerni, példaul Ggy, hogy megvizsgdljuk az
értékeit bizonyos értékrendszerekre. -

1. Példa. A -
PrLApy LAy 1A3ps | Ay 1 Aspal As 1 A7 1 Ag 1 Ao 1 A1ops L Ayqpe i
1 2 1 3 2 4 5 6 3 4 5 6

sémara:
(pl IT)® = 11
(P2 [;)8 =p,- (P, |T)®’
(ps ‘;)® =p,-(p, IE)® Vpi(p: Ll-)Q,
(pa IZ)® =p;-(ps 15)8 VP, (p2 |2-)®,
(p5 I—)® = 1’
s
(ps Ié_)® = ps(ps 15_)®,
ahonnan

(p3 %)® =p, 01 VP = pVpy; (Pa 12)9 = p3(P\VP)V Py P, = p3VpiDs.
Akkor, példdul:
AS = pa(p4 lz)g’ VPsVPeps = pa(p3Vp, P2)VPsV pe.

A tdbbi operdtor végrehajtdsa elsd feltételét analég modon kaphatjuk.

Megjegyezziik, hogy a logikai feltételek végrehajtdsa elsé feltételének meg-
hatdrozdsdndl elegendS csak a séma ,logikai vdz’-4t vizsgdlni, azaz azt, ami az
Osszes operdtor torlése utdn a sémdbdl marad.
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2. Példa. Legyen a séma logikai vdza a kdvetkezd:

LJJPzLJpl\/PzL._]PlLJP
1

Bevezetjiik a kovetkezé jeloléseket:
xy = (py II)Q’XZ = (p, 12—)8, x3 = (p1VP, l3_)®’ x4 =(py l4—)®,x5 = (p, |5—)®-
Akkor, nyilvdnvaléan:
x, =1,
Xy = pyVPy Py X3VPs Xs,
X3 = Py XV Py Xa,
Xs = (p1VP2) X3V Py,
X5 = Py XaVPaX;.
Tegyiik fel, hogy p, =0. Akkor a rendszer ilyen alaku lesz:
Xy =Py X3V PrXs,
X3 =PrX3,
X, =1,
Xs=X,VP2rx2 =1,

ahonnan x,=p, és kovetkezésképpen x;=p,.
Tegyiik fel most, hogy p, =1. Akkor

x, =1,

x3 El’zvxm
X4 = X3,

Xs EﬁZ’

ahonnan x; =p,Vx;, azaz vagy x; =1, vagy x;=p,. A sziikséges megoldds kivd-
lasztdsdhoz megvizsgdljuk a sémat. Mlvel p1=1, p,=0-nédl a p,V pzl_ logikai fel-

tétel nem keriil végrehajtdsra (azaz x5 (1,0)=0), igy p, =1-nél x3-ra a mdsodik
megolddst kell tekinteni: x;=p,.
Ity mddon kapjuk:

Pll Xz X3 Xa Xs
0 ! P2 D2 1
LI 1 p op2 P2

ahonnan _
X2 =PV Py X3=Pay X4a=pV Py, Xs=p1VP,.

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968) /




ALGORITMUSOK LOGIKAI SEMAIROL (1) 103

Vizsgdljuk most tetszOleges vdltozdseloszlds esetét. Keressiik ekvivalencidk
olyan rendszerét, amelyet a B* fiiggvények kielégitenek.

02.9. Azt mondjuk, hogy B elemi kifejezés az U sémdban ald van rendelve
az A; operdtornak, ha A4; az U sémdban a B-t6l balra 4llo operdtorok koziil a
legjobboldalibb, tovdbbd az At és B-t atfogd logikai feltétel azonos (vagy egyikiik-
nek sincs).

Vizsgdljuk az AU(B) sémadt valamely A4;— 9, valtozdseloszlasndl. A kovetkezd
esetek lehetségesek:

I. B ala van rendelve valamelyik A4; operdtornak. Legyen az Osszes [A;, B}
zdrt intervallumon kiviil dll6 olyan logikai feitétel, amelyek jobb félzdrdjele ebben
a zart intervallumban van: 9,1, ..., ;.. Akkor, nyilvdnvaléan

ki ki

3 B* = max AFVF, (7 LYV VF- (0 L)
Di k1 ki
2. B egyetlen operatornak sincs aldrendelve, de al a B-t dtfogé logikai fel-

tétel. Legyen az Osszes B-hez vezetd logikai feltétel: v, L, ..., y,L.. Akkor
ki ki
4 3*E“‘(“L__)*V?r(?lL-)*V---V}jt'()’tkL)*-
1 1 1

3. B egyetlen operdtornak sincs aldrendelve, és nincs B-t dtfogd logikai fel-
tétel. Akkor nyilvdnvaldan:

) B* = 1.

Ily médon, ha az U séma minden B elemi kifejezésére felijuk a (3), (4) vagy
(5) ekvivalenciat attol fiiggden, hogy az (1)—(3) esetek koziil melyik 4ll fenn, akkor
ekvivalencidk olyan rendszerét kapjuk, amelynek megolddsai a B* fiiggvények.

3. Példa. Tekintsiik a kovetkezd sémadt:
N=p, LA 1A, JA3p, L 1 Asp NP, L As | Agp L 1 AP, L,
1 3 5 2 4 3 1 4 2 5
amelynek logikai vdzdt a 102. oldal 2. példdjdban vizsgdltuk. Jelolések: x, =(p, L)%,
1

X, =(p, %)*, x3=(p;Vp; IE)*’ x,=(p, {Z)+’ x5 =(P, Ls)* Akkor az A;—{p,},
A,—{p}, A;—0 (i =3, 4) vdltozdseloszldsnal:

X =1, X3 = max A%,
{p1}

A1 =p,, A% = (pVD,) x3,

A% = A{VP, py x5, AE= ALVP,,

A5 = A3V p, xs, x4 = AL,

X, = max A%, AY =P x4V Py x,,

{p2}

A= p,-x,Np x4, Xxs= A%,
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Innen a kovetkezSt kapjuk:
A; =D VPZ X3,

x, = max A3Vxs = p,Vx;Vxs,
{p2}
’ X3 = maxp,x,Vxs = paVx3VxaVxs,

{p1}
xa = (P VDP2) x3VPy = Py VX3,

Xs = Py X4V P2 X,,
ahonnan
X; = p VP VxsVxaVxs = p VpVxa VP Vs = 1,

Xs = A% = py(p1VX3)VP, = piVP,,
X3 = p,Vx3Vp VP, = 1,

A% = pVp;,
A5 =p,Vp,,
Xa = Af =1, '
A% = pVps,
A3 =pVp,.

Univerzdlis valtozdseloszldsnal ugyanerre a sémdra kapjuk:
— pu— — — —_ b J— L J—
XI=EX,=Ex3=x=x5=1, Ai=p;, Ai=pVp,,

A% = p;Vp,, A% = p;Vp,, A3 =A5=A5=1.

3. Algoritmusok logikai sémdi dtalakitdsainak
teljes rendszere

Ebben a pontban axiémdk (pontosabban, axiomdk sémdi) és kovetkeztetési
szabdlyok olyan rendszerét vizsgdljuk, amely leirja algoritmusok logikai sémdi
ekvivalencidjdnak fogalmat adott vdltozdseloszldsndl. A vizsgdlandé kalkulus

formuldi
A=21B

alakud sorozatok lesznek, ahol U és B kifejezések. Abban az esetben, amikor U és B
alagoritmusok logikai sémadi, az (1) alakli formuldkban a = jelet uigy interpretaljuk,
mint ekvivalencidt adott vdltozdseloszldsndl. Ha pedig 2 és B kifejezések, amelyek
nem sémdk, akkor az W =B alaki formuldkat ugy lehet interpretdlni, mint (W)=
=R(B) alaka formuldk egyszerisitett felirdsdt, ahol 2(A) tetszSleges, az W kife-
jezést tartalmazé séma, a L(B) olyan séma, amelyet £(W)-bol A kifejezésnek B
kifejezéssel valé helyettesitésével nyeriink.!® Az adott kalkulus axiomadit és kovet-

18 Az a tény, hogy {(B) szintén séma, azt jelenti, hogy a L(W) sémdiban A-nak B-vel vald
helyettesitésénél nem sziikségszerii, hogy zardjelek vagy operatorok Osszeiitk6zése torténjék, azaz
L-ben eldforduljon két egynevil azonos indexii félzarbjel vagy két azonos operator.
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keztetési szabdlyait gy lehet tekinteni, mint sémak azonos dtalakitdsainak szabadlyait,
azaz, mint olyan szabdlyokat, amelyek a sémadkat veliikk ekvivalensbe viszik 4t
adott valtozdseloszldsndl. Példdul, ha A =B alaku kovetkeztetési formula adott,
akkor minden 2() sémdban A kifejezést B kifejezéssel potolhatjuk (azon fel-
tétel mellett, hogy nem torténik Osszelitkzés), amelytdl a séma megengedett értékei
nem valtoznak. Formadlisan ezt a tényt a IX. szabdly fejezi ki. A tobbi kovetkez-
tetési szabadlyt (VIII, X, XI) gy fogalmaztuk meg, hogy kozvetleniil sémdk dtala-
kitdsi szabdlyaiként foghatjuk fel Oket.

Az aldbb ismertetendd axiomarendszerben 2A, B betik helyett dllhatnak
tetszOleges kifejezések azzal a feltétellel, hogy ilyen behelyettesitésnél az axiémdk
formuldkba mennek 4t; az 4 betiivel tetsz8leges operdtort jeloliink; «, § a klasszikus
itételkalkulus tetsz6leges formuldi, 0 azonosan hamis formula, 1 azonosan igaz
formula.

I. 1. oLA1=0L 1.

N

1L =L

3. 3JUIL =
IL 1 af LA J=aLBLAJ .
i i i J i

2. TJ‘l[aﬁg:J__AJQIaI'_ﬁlT.

i j i i
3. aVBL =&LBL J
i J i j
JIL AB = 0L JBOL JAOL J.
. i j k i i k
Iv. Jd4=11.
i J J i
V. 2L | = 4, ahol A iires kifejezés. .

VI 1. al U Jal B | =al A B .
i i j i j Jj i

2, al A 1B JoalL=al. U ) I Bal..

i J i J i i i J

3. Nt B lal = | Ve Bal .

J i i Jj i i J

4, _.JaITQIaL'QS_.] =alTQIaL%_J J.

J i J J i Ji
5. JalLW_IBal =oal A1 JBal.
i oj g i i i

6. JUA Jal Bal = Vx| Ba L.
R - i - ;

i J i J J

MTA II1. Osztdly Kézleményei 18 (1968)
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VII. _IotLQ[_locL—aLQI_J Jeal.
i J i i Jj J
—oa=p 19
VIII. _—
= A(e) = A(B)
FA=B, —-2A) =
IX.
F2(B)=29

X. Az egy kifejezésbe tartozd I_ J felzarOJel-par tetszlleges |_ _J pdrra

atjelolhets, de csak ugy, ha felzaro_|elek Osszeiitkozése nem lep fel.
XI. Ha ol logikai feltétel f-nak ald van rendelve (a valtozdsok adott elosz-

lésénéi), akkor al helyettesithetd o-f lT-vel.
A VI. 1—6 formuldk azt jelentik, hogy ha aL logikai feltétel _| jobb félzdrd-
jele kozvetlenill az o logikai feltétel elStt &ll, akkor | aithelyezhletc”) | -hez.

J i J
Az I—VII. formuldk és a VIII—XI. szabdlyok helyessége a benniinket érdekld
értelmezésben nyilvdnvald. Vildgitsuk meg, példdul a XI. szabdlyt. Ha al logikai

feltétel ald van rendelve f-nak, azaz (o 1_)* — B, akkor a 20. oldalon elrr;ondottak
szerint ez azt jelenti, hogy a[_ csak 1gaz ﬁ -ndl keriil végrehajtdsra, de igaz f-nal

az o-f formula ekvivalens oz-val
Miel6tt az I—XI rendszer teljességét bizonyitandnk, bevezetiink bizonyos
formuldkat és szabdlyokat.

1°° A=A a VIIL szabdly alapjdn B =o mellett.

2°, —::—;Ii—i a IX. szabdly szerint Q(A) = 9 = A-ndl.

g, FU=BEA=L ¥ crtelmében L) =A, 9= 2 mellett.
}_% = 2 [y

4°, HU T—?;I’ l__;B =2 a 2° és 3° miatt.

5°.Haa |_ logikai feltétel a f-nak ald van rendelve, akkor o [_ pétolhaté aV f L_ vel.
— Valdban, QI otL_ -nél 1. 2-bdl és 2°-bdl kapjuk, hogy l—ozL =1 Lal_ _| IX ertel—
mében a jobb oldalt az eredeti sémdba beirva nyerjiik, hogy 1 [_ 10g1ka1 feltétel

ugyanannak a logikai feltételnek van aldrendelve, mint ol, nevezetesen p-nak.
i

19 A 1 jellel a kdvetkeztetési formulikat jeloljiik, mikozben a VIIL. szabdly premisszajiban,
és mindeniitt ahol logikai formulakrdl van sz, a kovetkeztethetdséget a klasszikus itéletkalkulus
értelmében tekintjiik,
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Akkor a XI. szabdly alapjan 1 -t az 18| -vel potoljuk, azaz a VIII. szabdly miatt
J ]
ﬁlT-vel; — II. 3. figyelembevételével kapjuk a kivdnt szabdlyt.
6°. Ha egy logikai feltétel 0-nak van aldrendelve, akkor az torolhetd (jobb
félzardjelével egyiitt). Ez a szabdly 5°-bdl és 1. 2. és 1. 3. axiomdkbdl kovetkezik.
6'. Ha egy operator nulldnak van aldrendelve, akkor tdrélhet3. Valdban, a
vizsgdlandé 4 operdtort az I. 2. axioma értelmében cseréljiik fel az 114 | Kkifeje-
i i
zéssel. Az 1 logikai feltétel szintén ald van rendelve nulldnak, ezért a XI. szabdly
1
szerint poétolhatjuk 0| -vel, azutdn az 1. 1. és V. axioma alapjdn torSlhetjiik A-t

és OL__J-t.

7°. }—aL —aL_OL __l Valéban, a VIII. szerint }—ozl_ —aVal_, azaz II. 3. értel-
mében r—al_ —cxl_ocL_ _| Innen, mivel al_ <a, ezért XI szabaly alapjdn a 7° for-

mulat kapjuk Azokat a kifejezéseket, amelyekben minden jobb (illetve bal) fél-
zardjelhez taldlhaté ugyanolyan indexii, bal (jobb) félzdrdjel, bal- (illetve jobb-)
kifejezéseknek nevezziik.

Legyen 2, bal kifejezés, amely nem tartalmaz olyan operdtorokat, amelyek-
nek az adott vdltozdseloszlds a logikai vdltozok nem iires halmazdt felelteti meg.
Akkor a kovetkezé formuldkat kaphatjuk:

8° ral W,y Jul Bl =al A,B 1,
i i Jj Jj i i
8. F JdBa L AW jal = |Bal A,.
j i i Jj i i
Ha a jobb oldalakon az L J félzdrojeleket dtjeldljiik |, ) -re, akkor 8°-at és 8!-et

jJ
egy formula alakjdban 1rhat)uk fel:

8 o W Jal =al A,.
J

i i Jj
Tekintsiik példdul a 8°-at. A VI. 1-bél
}—aLQI,Jocl_%J =al Wal B .
i J i J Jj i
A jobb oldalon nyilvdnvaléan a| <o Akkor 5° és I. 2. alapjan a 8° formuldt
kapjuk. A 8! formula analég médon adédik.
e} i_&"’ﬁ
FalLBL=BFLaL
i J Jj i

Valéban, — 2B _ Akkor VII értelmében
—o=aVp
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Ha~p azaz ce-p
«l fL=BVaLBL’ FoalpL=FLal JBL°

i Jj i J . i Jj k i k i
ahonnan 8-at figyelembe véve kapjuk 9°-at.

10°. |—ac|_91,cx[_—cx[_91,, ahol 2, olyan balkifejezés, amely kielégiti ugyan-

azokat a felteteleket amelyek a 8°%ban is szerepelnek. Valdban, nyilvinvaldan
ol <a, mivel A, nem tartalmaz olyan operdtorokat, amelyek a logikai valtozdk

J
értékeit megvaltoztathatndk. De akkor, 5°-t tekintve, ol Wl =oal WaVal,
i J i J
ahonnan I. 1, 2. alapjan kapjuk 10°-et.

Megjegyezziik, hogy az Osszes levezetett formuldk és kovetkeztetési szabalyok,
amelyek sémdk dtalakitdsai szabdlyainak tekinthetdk, megfordithatok, azaz minden
levezethet 4dtalakitdshoz a forditott dtalakitds is levezethet6. Formuldkra a
2° alapjan ez nyilvdnvalé. A VIIIL, IX., X. szabdlyok megfordithatdsdga szintén
nyilvanvald. Megmutatjuk, hogy a XI. szabdly is megfordithaté. Lényegében,
ha az a- 1 logikai feltétel a f fiiggvénynek ald van rendelve, akkor 5° miatt helyet-

tesithetjﬁklazt A EL-Vel azaz aV ﬁL val. A legutolsé logikai feltételt II. 3. miatt
B I_a[_ _| alakban eloalhthatjuk Akkor a 5° szabaly szerint §§ L_ -t pétolhatjuk BV j |_-
vel azaz lL—Vel amelyet I. 2 miatt torélhetiink (_J -vel egyutt)
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