PRIMOSZTOK SZAMANAK BECSLESE
DIOFANTIKUSAN SIMA SOROZATOKON

frta: KATAI IMRE

1. U(n) jelentse n kiilonboz6 primosztéinak a szdimdt. HARDY €s RAMANUJAN
tétele szerint [1] majdnem minden n-re U(n) = (1 +o0(1)) log log n. E tételre TURAN
PAL igen egyszerii bizonyitdst adott [2]. Nem sokkal késébb HARDY és RAMANUJAN
tételét dltaldnositva kimutatta [3], hogy ha f(x) irreducibilis, egész egyiitthatds
polinom, akkor U(f(n)) = (1 +0(1))loglog n majdnem minden n-re. ERDGS meg-
mutatta [4], hogy majdnem minden p primszdmra U(p—1) = (1 +o0(1)) log log p.
H. HALBERSTAM bebizonyitotta [5], hogy U(f(p)) = (1+o(1))loglogp majdnem
minden p-re.

Természetes kérdés, hogy mit lehet mondani azon n-ek siiriiségérdl, amelyekre
U = c(1+o(1)) loglogn, ¢#1 esetén. Az U(n)-re vonatkozé centrdlis hatdr-
eloszldstétel ,,nagy-eltéréses” alakjabol (1. [6]) megadhatd az ezen reldcidt kielégitd
n-ek szdma aszimptotikusan c¢=c¢,(=2) esetén. A c¢=>2 esetben csak szerényebb
eredmények vannak. E kérdések vizsgdlata polinom helyettesitési értékeinek halma-
zdn, vagy a prim plusz konstans tipusu szamok halmazdn lényegesen nehezebb.
Tekintsiik példdul a {p +2} halmazt. Mig az az dllitds, hogy az Un)=1, n=x
reldciot kielégitd természetes szdmok szdma aszimptotikusan x/log x a primszdm-
tétellel azonos, addig az az dllitds, hogy az U(p+2) = 1 reldcié végtelen sok p
primre fenndll, az ikerprim problémdval. Ebben az irdinyban még az sem ismeretes,
hogy U(p+2) végtelen sok p-re pdratlan.

Az U(p+2) = c(l+0(1), loglog p reldciét kielégit6 primek siir{iségérél keve-
set tudunk, kiiléndsen, ha ¢<1.

E dolgozatban a c¢=1 esetet vizsgdljuk.

2. Jelglések. 2. 1. ¢, ¢(, ¢3, ... alkalmas pozitiv dllanddkat, p, p,, p,, ... prim-
szamokat jelolnek. p(u) jelentse u legnagyobb . primosztdjdt.

2.2. Legyen g(n) egészegyiitthatSja irreducibilis polinom, amely
pozitiv n-ekre pozitiv érték{i. Tegyiik fel, hogy g(x)Zcx.
Jelolje A(m) a g(n)=0(mod m) kongruencia m-hez relativ
prim megolddsainak a szdmat.

2. 3. Legyen x; =log x, x, =log x;, x;=log x;. A < szimbdlum
jelentése ugyanaz, mint VINOGRADOVNAl.

2. 4. Legyen a, a természetes szdmok monoton ndvé sorozata,

AX)= > 1; Ax,D,DH= 2 1.
an=x an=KD)
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148 KATAI 1.

Az a, sorozatot diofantikusan simdnak nevezziik, ha

2.1 AX) > x-x7°,
és
A(x) -
Q. 2) Dgx max | A(x, D, l)_W < AX)-x7®B (x> )

(,D)=1

alkalmas pozitiv a-val és minden B dllanddval.
2.5. Legyen A(x) tetszOleges monoton névekvd fiiggvény,
lim A(x) =co. Legyen z>1 édllandd, w = z—1.

X—oo

Jelolje N(x, z, h) azon a,(=x)-ek szdmdt, amelyekre

|U(g(a) —2x;| = h(x)Vx, .
Frvényes a kovetkezd

TETEL. Ha a, a 2. 4. alatt definidlt sorozat, s g(x) 2. 2. alatti polinom, akkor

B gz

3. Tételiink bizonyitdsa A. 1. VINOGRADOV és LINNIK [7], ERDGS PAL [8] és
BARBAN [9] mddszerének kombindldsdval torténik.

1. Lemma [10). Ha g(x) irreducibilis polinom és # cx, akkor

G3.1) ZM = x, 4+ 0(1).
¢ psx D
2. Lemma [11]. u=>0, 0<6<1 esetén -~
-u _Ifi - - yu — l 2
(3.2) e ,m_%a.,m! O™, y=y8&

3. LEMMA. Legyen n(k) monoton nivekvé fiiggvény, lim n(k) = . Ekkor
k— oo

(3.3) 2 = (1+o(1)) > w(]:] (k > o).

{r-%k 1§n(k)ﬁ

(3. 3) a valdsziniiségszdmitdsban hasznélatos Csebisev-egyenlStlenségbbl azon-
nal kovetkezik.
A kovetkezd dllitds M. BARBANtO! szdrmazik [9].

4. LEMMA. Legyen t(n) multiplikativ fiiggvény, amelyre
3.4 W) = k%, (P = (P (k=0,1,2,..),
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a, 2.4. alatt definidlt diofantikusan sima sorozat, g(x) 2. 2. alatti polinom. Ekkor

(3.5 e= 3 tg@)a®exp [2 M‘—”] = ¢,

p=x p

ahol ¢; és ¢, csupdn az a, sorozattdl, a g(x) polinomtdl és a c,, c, dllandoktdl fiiggé

© pozitiv dllandok.

Jelsljiik B-vel azon a,-ek halmazit, amelyre g(a,) nem tartalmaz az (y, x*3%)
intervallumba esé primosztot.

5. LeMMA. y=x/*3 vdlasztdssal

3.6) - 3 V) = o(1)A(x)xY.
%
Bizonyitds. Definidljuk a t(n) multiplikativ fiiggvényt a kovetkez6 mddon:
t(p*) =z, ha p4 (y, x*/32) és t(p*) =1, ha p € (y, x*32). Vildgos, hogy (3. 6) bal oldala

= 3 t(g(an)-

apn=x

Felhaszndlva a 4. lemmadt (3. 4) bal oldala

= A(x)xYexp [——w %] = o(1)A(x)xY.

y§p§x“/32

4. Jeldlje A_ illetve 4, azon a,-ek halmazdt, amelyekre U(g(a,)) < zx,—
—h(x)Vx,, illetve U(g(a,)) > zx, +h(x)Vx,. Legyen
“.1) R(x) = 25 zV6@) = R=(x) + Ro(x) + R* (%),

an=x

ahol R~(x) az A_, R*(x) az A, halmazon vett Gsszeget jelenti.
Kimutatjuk, hogy

4. 2)—(4. 3) R~(x) = o(DAX)xY, R*(x) = o(1)A(x)xY,

s innen tételiink dllitdsa rogton kovetkezni fog. A 4. lemmat #(p*) =z vdlasztdssal,
tovdbba az 1. lemmadt alkalmazva

R(x)=A(x)xY.

A (4. 2)—(4. 3) egyenlGtlenségeket felhaszndlva
Ro(x) = > ZUls@n] = A(x)- XY,
|UGg(an) - zx2} hCY %2

s innen tételiink rogtdn kovetkezik.
(4. 2) bizonyitdsa. A 3. lemmdbol kovetkezik, hogy

ZV@@) = (1+0(1)) 3 w'® +0(1),

vig(an)
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150 KATAI L.

ahol a jobb oldalon csak azokra a négyzetmentes v osztékra Gsszegeziink, amelyekre

U0)— Ulg(a) | < n(e(@)V U(e(a,).
fgy a,cA_ esetén ‘

1 -
4.4 V6@ < DT wUO; = wx, —— h(x)Vx,.
vlglan) 2
U(v)y=ry

A tovdbbiakban v olyan szdmot jeld!l, amelyre U(v)=r,.
Bontsuk a g(a,) szdmot két tényezbre:

g(a,)=d,b,,

b, a g(a,) Osszes x*32-nél nagyobb primosztdibdl 4ll.
Minthogy U(b,)=0(1), igy

R~ (x)< 2 ZVEnw,

an€A-
(4. 4) miatt
4.5) RT()< 2 2wl < 3"+ 37,
an€A- vidn

ahol >’-ben v=x* 2"-ben v=x* >"-ben az Osszegezés sorrendjét felcserélve

(4.6) > észx WU ( )ZE’O(V)l = A(x) 21+ 0(S(x)),
_ s AU ) f Ax) |
L = §Zx PO Sx) = vgxd l(v) max | A(x v,1)— o0 |

A (2. 2) reldciobdl S(x)<<A4(x) kovetkezik. Az 1. és a 2. lemma miatt

Si= Sl 3100 e,

., r=0 r=ry
1gy ,

> = o(D)A(x)xY.
Vizsgdljuk >'”-t. Legyen v(>x% primtényez8s alakja

v=pipapr (P1<P2<...<p)
A p szamot definidljuk a kovetkez8 mddon:

K=py.. . =X MUPy 41> X"

Ixy

Ha g(x) foka /, akkor v=x!, s igy egy u legfeljebb 2legr®)  szdmu  kiilonbdzd

v-hoz tartozhat. Tovabba U(v) = c51 +U(). igy

(ﬂ)

57« > wlelogpw 3 1 Up)=r,.
P VEE e glan)=0(n)
an=x
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A (2.2) egyenlétlenséget felhaszndlva innen
AU
2= Ax) 2 T c6'8 P + O(A(x)) = A(x) Z»+ O(A(x)).
x31/32F =y =xx

Kimutatjuk, hogy >, =0(1)x%. Ismeretes (1. ERDSs [8], 6. lemma), hogy elegendd
csak azon a,-ekre Osszegezni, amelyekre

4.7 Il p<x¥8, X =exp [x;]
Ple X3
p=

Legyen x,/log p=r(=r(p)). Ekkor

U(w) X1 Un)
2’2 < W @06103 () <z Z ﬁ W '@,
PEIVE Fee g (p(ﬂ) X<p=x*/32 D h¢B, (P(H)

ahol B,-rel azon négyzetmentes s szdmok halmazdt jeldltiikk, amelyekre (4.7) u

helyett h-val fenndll, x%“ =h=x*és U(h)=r, teljesiil.
Konnyen ldthatd, hogy h-nak legaldbb

_|r@+Da
No= D]

i 1
szamd primosztdja van az I = (x"z‘“, x"z‘] , t=0, ..., 1, intervallumok vala-
melyikében. 7, az a legnagyobb egész szdm, amelyre r.2% = x3. Jel6lje B, , azon
B,-beli elemek halmazdt, amelyeknek I,-ban legaldbb N, primosztéjuk van, s
t<vy esetén I,-ben legfeljebb N,—1. Ekkor

Z WU(h)l(h) _ ‘VU(h)l(Q
wes, @) v wéEn, o)

h€B, , esetén irjuk h-t h=uv alakba, ahol u az I, intervallumba esé N, szdmu
kiilonb6z6é primszdm szorzata. Igy

WY@ (k) _ [2 WU i(u)] [ > WU @ ,l(v)]

WéB,, @) P 1)) > @)
Tovdbbd
wl® A (w) 1 [ w);(p)]Ny
_ = <« e—cryriogr
) Z o) N,! pé p—1
és
U ) (4 U(m)
Z " . i(L_) = W @ = o(l)x‘l",
v ¢(U) m=x* (P(m)
U(m)=r;
y-ra Osszegezve innen
wl® A(n)

—~ 7 = o(1 e—csrlogrxw’
& oty W :

majd az r-ekre Osszegezve konnyen ldthatd, hogy >, =o(x?).
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152 ' KATAI 1.

(4. 3) bizonyitdsa hasonld R~(x) becsléséhez, igy csak vazoljuk. (4. 4) helyett
a 3. lemmdbdl most

1
ZU(Q(ﬂn» < ._>.. WU ) s I = H/'xz + 5 h(.x) " X2
v|g(an) ’
U(v)=r2 .

A (4. 5) egyenlétlenség megfelelGje teljesiil. Ebben most U(v) =r,-re kell §ssze-
gezni. >’ becslése teljesen hasonld, igy elhagyjuk. > becslésénél az 5. lemma

miatt elég azokra a u-kre Gsszegezni, amelyekre p(u) =y. Ilyen esetben U (5) <Vx,,
s igy
1 —
U(p) = wx, +§ h(x)Vx; (Ers).

Legyen most u=p(u)h, he€B,,, h=uv. Mivel
Uw) = N, < ry <rty <rxsflogry < x3,

igy a v-re valé Osszegezésben

1 S (de
U() = iz + h(x)Vx; (1)

feltehetd. '
A bizonyitds tovdbbi része hasonlé (4. 2) bizonyitdsdhoz. h€ B, , esetén irjuk
h-t h=uv alakba, ahol u az I, intervallumba esé N, szdmi kiilonbozé primszdm

szorzata., Igy
WY@ Ay [ > wku(u)J [ > wvw(v)]

Tovdbbi Y §0(h)* I o) v o)
ovébbd
w'@iw _ 1 [ wi(p) |V e log
, 270w = wmilg et T
és
wl@ A(v) wUm A(m) »
; oo = o oo = o()xy.

y-ra osszegezve, innen
wU® 2(h)

_ = o(1 e—carlogrxw,
& ey W i

majd az r-ekre Gsszegezve konnyen ldthatd, hogy 22I=o(x’1”).

(4. 3) bizonyitdsa hasonld R—(x) becsléséhez, igy csak vdzoljuk. (4. 4) helyett
a 3. lemmdbdl most

1 -
ZU(9(an)) E wU(")’ Fy, = WX, + ~ h(X) Vx2 .
v|g(an) “

Uvyzr2

MTA IIl. Osztdly Kozleményei 18 (1968)



PRIMOSZTOK SZAMANAK BECSLESE 153

Id

A (4. 5) egyenldtlenség teljesiil. Ebben most U(v)=r,-re kell dsszegezni. >
becslése teljesen hasonlo, igy elhagyjuk. > becslésénél a 4. lemma miatt elég azokra

a p-kre Osszegezni, amelyekre p(u) =y. Ilyen esetben U(#) <Vx,, s igy
Uly) = sz +3 h(x)sz (& ry).

Legyen most p=pQh, h€B,,, h=uv. Mivel
U(u) = N, < ry << rty < rxsflogry < x3,

igy a v-re valé Osszegezésben
Up) = wx2+%h(x) Vx, (£r,) -

feltehetd.
A bizonyitds tovdbbi része hasonlé (4.2) bizonyitdsahoz.
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ESTIMATION OF THE NUMBER OF PRIME DIVISORS ON
DIOPHANTINELY SMOOTH SEQUENCES OF INTEGERS

by I. KATAI
Summary
Let a, denote a monotonically increasing sequence of integers,

A= 2 1; Ax,DDH= 2 L
an=x an=1(D)
an=x :
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154 KATAI I.: PRIMOSZTOK SZAMANAK BECSLESE

for which the inequalities

A > ——
X)» —
(log x)°
and
! A
S max | A, D,0— 291« 4otogx)-?
D=x® (,5)(;)31\ o(D) |

hold with suitable constants « >0, ¢>0 and with arbitrary constant B.
Let g(x) be an irreducible polynomial with integer coefficients differing from cx.
Let h(x) be an increasing function, lim A(x)=s<s. U(n) denote the number of different prime

X~ 00
factors of n. :
For a constant Z>1 (w=z-1) let N(x, z, h) denote the number of the a,-s not exceeding x,
for which

[U(g(a,)) -z log log x| = h(x)Yloglog x .
Combining the method of A. I. VINoGRADOV and Yu. V. LINNIK [7], P. ERDGs [8] and M’
BARBAN [9] we proved the following

THEOREM:
g NGz by

A(x)(]og x)w—z log z

< h(x)(log log x)*/2,
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