A VEGES-DIFFERENCIA MODSZER
HIBAJANAK BECSLESE ELLIPTIKUS PEREM-
ES SAJATERTEK FELADATOKNAL

frta: VEIDINGER LASZLO

A jelen dolgozatban rovid dttekintést adunk a mdsodrendli dnadjungalt ellip-
tikus egyenletekre vonatkozd perem- és sajdtérték-feladatok véges-differencia koze-
litéseinek hibabecslésével kapcsolatos kutatdsok legijabb eredményeirdl. A teljes-
ségre nem torekedve, kizdrolag kétdimenzios feladatokkal és a legegyszeriibb, régota
ismert véges-differencia kozelitésekkel foglalkozunk. A jobb dttekinthetdség cél-
jabol kiilon fejezetben tdrgyaljuk a Laplace-operdtorra vonatkozd feladatokkal
kapcsolatos eredményeket. '

I.-A véges-differencia modszer hibdjanak becslése
a Laplace-operatorra vonatkozo feladatoknal

1. Tekintsiik a kovetkezd két feladatot:

ey 1. du(x,y)= f(x,y), (x,»)€ER,
ulx, )=0x,y), x»EeC,

2 . 2. Au(x,y)+2u(x,y) =0, (x, y)ER,
ux,»)=0,  (x,»)e€C,

ahol R korldtos, nyilt sikbeli tartomdny, amelynek C hatdra véges sok szakaszonként
analitikus egyszer{i zdrt gorbébdl 4ll. Feltessziik, hogy f(x, y) analitikus egy olyan
G tartomdnyban, amely az R-et hatdrdval egyiitt tartalmazza.! A ¢(x, y) fiiggvény-
rol feltessziik, hogy C-n folytonos és C minden analitikus gérbeszakaszdn analitikus,

Az (1) feladat a Poisson-egyenletre vonatkozo Dirichlet-feladat, a (2) feladat a
Laplace-operdtorra vonatkozé sajdtérték-feladat (mdsnéven membrdn sajdtérték-
feladat). Az elliptikus egyenletek elméletébd] ismeretes, hogy a tett feltevések mel-
lett az (1) feladat u(x, y) megolddsa létezik, egyértelmii és R-ben, valamint a C
analitikus gorbeszakaszain analitikus (ldsd példaul [17]). A" (2) feladat A'=A%=...
sajdtértékei pozitivok és minden egyes sajdtérték véges multiplicitdsu. A A, 42, ...

1 Ez a feltétel az alkalmazasokban eldforduld feladatok jelentds részénél nem teljesiil. Leg-
ujabban BrRAMBLE, HUBBARD és ZLAMAL az f(x, y) fiiggvényre vonatkozd igen altaldnos feltevések
mellett becsiilték meg a véges-differencia modszer hibajat (1asd [10]), eredményeik azonban a jelen
dolgozat megiraSakor még nem voltak végleges formaban publikélva.
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170 VEIDINGER L.

sajdtértékeknek megfelelé u!, u?, ... sajdtfiiggvények megvdlaszthatok ugy, hogy
ortonormalt rendszert alkossanak abban az értelemben, hogy

ffu"u’a’xdy = 0y = {l’ k=1
R 0, ksl

Az u*(x, y) sajétfiiggvény R-ben, valamint a C analitikus gérbeszakaszain analitikus.

Az R tartomdny sikjdt egy 4 sortdvolsdgl négyzetes rdccsal fedjiik le. Az x =mh,
y=nh egyeneseket (m,n =0,% 1, +2,...) rdcsegyeneseknek, a négy rdcsegyenessel
hatdrolt legkisebb négyzeteket rdcsnégyzeteknek nevezziik. Legyen R* az R-ben
elhelyezked$ OGsszes rdcsnégyzet egyesitése és C* az R* hatdra. Jeldljiik Rf-val,
illetve Cy-val az R* belsejében, illetve hatdrdn elhelyezkedd rdcspontok halmazat.
Végiil jeloljiik R,-val az R-ben elhelyezked$ rdacspontok halmazdt és C,-val a rdcs-
egyenesek C-vel valo metszéspontjainak halmazit.

\
2. Tekintsiik el8szor azt az esetet, amikor az R tartomdny olyan A, oldal
egybevdgd négyzetek egyesitéseként dllithato el6, amelyeket rdacsegyenesek hatdrol-

nak., Ha h=h7° , ahol p pozitiv egész szdm, akkor nyilvdnvaléan R=R*, C=C%,
R,=R}, C,=Cf. Az (1) és (2) feladatot rendre a
4 UP)=f(P), PER,,

)
, UP)=9(P),  PEG
€s a
4, UP)+4,UP) =0, PER,,
@

UP)=0, PcC,
feladattal kozelitjiik, ahol

4,U(P) = h=2[U(E)+ UN) + U(W) + U(S) —4U(P)]

a Laplace-operdtor ,,6tpontos” véges-differencia analogonja, E = (xp+h, yp)
N = (xPa yP+h)’ W = (xP—h, y]’)’ S = (xP, yP_h) a P:(xP’ yP) I'EiCSpOI‘lt I’légy
szomszédja.

Legyen U a (3) feladat megolddsa, 1} =A2=... a (4) feladat sajdtértékei, U,
U2, ... a megfelels sajdtfiiggvények. Az U!, U?, ... sajatfiiggvények megvdlaszt-
haték ugy, hogy ortonormdlt rendszert alkossanak, abban az értelemben, hogy

h? > UYP)U'(P)=0dy.
P€Rn
A tovdbbiakban az u—U, A*—ik, u*— U* kiilonbségek becslésével foglalko-
zunk.
Az u—U Kkiilénbségre a legrégibb egzakt becslés GERSGORINtOl szdrmazik.

GERSGORIN becslése a jelen pontban vizsgélt specidlis alakd R tartomdnyok esetében
a kovetkezd (ldsd [1] és [14])

) max [u(P) — U(P)] = 4= 2,

ahol d az R-et tartalmazo legkisebb kér dtmérdje, M; az u(:é, ¥) megoldafs i~edrendi
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A VEGES-DIFFERENCIA MODSZER HIBAJANAK BECSLESE 171

parcidlis derivéltjai abszolit értékének maximuma R-ban. Azonban 4dltaldban
M, =, még akkor is, ha R téglalap, igy példdul a

Au = =2 R-ben,
u=0 C—n

,torzié-feladatndl”, ugyanis a szogpontok koérnyezeteiben az u(x,y) megoldds
negyedrendli parcidlis derivdltjai dltaldban nem korldtosak. A Gersgorin-becslés
ilyenkor nem mond semmit.

VoLkovnak sikeriilt meghatdrozni azokat a sziikséges és elégséges feltételeket,
amelyeket abban az esetben, ha az R tartomdny egy sokszog belseje, az f és ¢ fiigg-
vényeknek ki kell elégitenidk ahhoz, hogy M, véges legyen (lasd [2], [3]). Ezek a
feltételek az alkalmazdsokban el6fordulé feladatokndl dltalaban nem teljesiilnek.
Azokban a specidlis esetekben, amikor M, véges, az (5) becslés dtalakithato kizdro-
lag az ismert adatokat tartalmazé un. a priori hibabecsléssé (ldsd [2], [3]).

Kérdés, hogy a jelen pontban vizsgdlt specidlis alakdl R tartomdnyok esetén
dltaldban mekkora az u— U kiilonbség nagysdgrendje. LAASONENtS] szarmazik az
az empirikus Uton aldtdmasztott sejtés, hogy (ldsd [4])

max [u(P)—UP) =0 [h%]

és ez a becslés tovdbb nem javithatd. Legtjabban LAASONENDnek sikeriilt bebizonyi-
tania, hogy (ldsd [5])

2.
© max u(P) — U(P)] = 0 (37,

ahol T}, = R,— S;, S, a szdgpontok r, sugari kornyezeteiben elhelyezkedd rdcs-
pontok halmaza, r, és ¢ tetszbleges pozitiv szdmok. Sajnos, LAASONEN becslési
maodszere csak a hiba nagysdgrendjét adja meg, konkrét hibakorldt kiszdmitdsdra
nem alkalmas.

A priori (csak az adatokat tartalmazd) hibabecslések kizdrdlag abban az eset-
ben ismeretesek, ha M, véges vagy ha R téglalap. Ha R téglalap és ¢ =0, akkor fenn-
all a kovetkezd a priori hibabecslés (ldsd [6])

max |u(P)—U(P)| = [[21,4—1- 18,8 log -Z—] F+ 8,1aFL+2,7a2F2] h?,

ahol F az f(x, y) fiiggvény abszolit értékének, F, és F, az f(x, y) els6- illetve md-
sodrendii parcidlis derivaltjai abszolut értékének maximuma R-ban, a a téglalap
hosszabbik oldala. Az f(x, y) fiiggvényr6l ebben az esetben csak azt kell feltenni,
hogy elsé- és mdsodrendii parcidlis derivdltjaival egyiitt folytonos R-ban. FREY
és RoOzsA hasonld jellegli a priori hibabecsléseket kaptak az f(x, y) fiiggvényre
vonatkozé még gyengébb feltevések mellett (ldsd [16]).

A ¥ — ¥ kiilonbségre a jelen pontban vizsgdlt specidlis alakii R tartomdnyok
esetén fenndll a kovetkezd kétoldalu becslés (ldsd [7])

4

@) _ —eyh? < M=k < e, B2,
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172 VEIDINGER L.

ahol ¢, és ¢, pozitiv dllanddk, amelycknek szamértéke csak k-t6l és az R tartomdny-
ol fiigg.

Empirikus adatok azt mutatjak, hogy a (7) becslés tovdbb nem javithatd.
Nevezetesen, az L-alaki membrdn esetében A} feliilr6l kozelit A'-hez és a hiba
0(h*'®) nagysdgrenddi, 47 pedig alulrdl kozelit A2-hoz és a hiba 0(h%) nagysdgrendii
(ldsd [8], 351—353. old.).

Az u*— U* kiildnbségre SZAULIEV az (5)-hoz hasonlé Gersgorin-tipusii becslé-
seket kapott (l4sd [18]). Ezek a becslések azonban teljesen irredlisak, mert ha R
nem téglalap, akkor u*(x, y)-nak mdr az els6rendii parcidlis derivdltjai sem korld-
tosak R-ban (ldsd [19]). A Dirichlet-feladathoz hasonléan ebben az esetben is az
varhatd, hogy .

4
k _IJk = 3
max () — UA(P)| = 0 (),
ha A* egyszeres sajdtérték és
n—1 K . ' i
max | ¥ (P)— > BEtiUF(P) =0 [113] s
PERp i=0

ha 2% = 2kl = | = 2k+"-1 pogzeres sajdtérték (B; pE+?, ..., BE+"—1 valds egyiitt-
hatok); ez a sejtés azonban még nincs bizonyitva.

3. Tekintsiik most az dltaldnos esetet, amikor az R tartomdny C hatdra véges
sok szakaszonként analitikus egyszerii zdrt gorbébdl dll. Az (1) és (2) feladat egyik
legegyszertibb véges-differencia kozelitése

4,UP)=f(P),  PERj,

(®)
UP)=o¢(P), PEeCy,
illetve a
4,U(P)+2,U(P) =0, PcR;,
6)

UP)=0, PecCy

feladat, ahol P’ a C,-nak P-hez legkiézelebb esé pontja.

Legyen U a (8) feladat megolddsa, A} =AZ=... a (9) feladat sajdtértékei, U?,
U2, ... a megfelels sajdtfiiggvények. Az U', U?, ... sajdtfiiggvények megvdlaszt-
haték gy, hogy ortonormdlt rendszert alkossanak, abban az értelemben, hogy

hZ Z’ Uk(P) U’(P) = 5”.
PeR}

Az u—U kiilonbségre fenndll a kovetkez§ Gersgorin-tipust becslés (ldsd [14])

10 - M,d? ,
(19) max [u(P) — UP)| = VZhM, + "¢ 2.
PERn 96

Az elliptikus egyenletek elméletébd! ismeretes (ldsd [17]), hogy ha C és ¢ elég
sima, nevezetesen, ha a C egyenletét paraméteres alakban megadd x(s), y(s) fiigg-
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A VEGES-DIFFERENCIA MODSZER HIBAJANAK BECSLESE 173

vények és a ¢ (s) =@ (x(s), y(s)) fiiggvény a C minden egyes pontjiban 6tszor foly-
tonosan differencidlhatd, akkor M, véges. (Az f(x, ) figgvényrdl eleve feltettiik,
hogy analitikus.) Ennek ellenére, a (10) becslésnek gyakorlatilag haszndlhatd a
priori hiba becsléssé vald dtalakitdsa még tetszélegesen sima C és ¢ esetén is igen
nehéz probléma. Az (1) feladatnak egy, a tovabbiakban ismertetendd, (8)-ndl pon-
tosabb véges-differencia kozelitésénél BRAMBLE és HUBBARD a priori hibabecs-
lést adtak meg (ldsd [9]). Valoszinlinek ldtszik, hogy hasonld a priori hibabecslést
lehet kapni a jelen esetben is.

Régebbi tankonyvekben gyakran szerepel az a megjegyzés, hogy a (10)-hez
hasonlé Gersgorin-tipustt becslésekb6l nem egzakt, de a gyakorlatban haszndlhato
becsléseket lehet kapni oly mddon, hogy M,-et illetve M,-et az U rdcsfiiggvény
elsé-, illetve negyedrendli differenciahdnyadosai abszolut értékének maximumadval
kozelitjiik. Sajnos, ez a megjegyzés sem elméleti, sem empirikus Gton nem tdmaszt-
haté ald.

Az dltaldnos esetben legyenek A4,, 4,, ..., A, a C szdgpontjai és nay, noy, ...,
na,, (0<o;<2) a hozzdjuk tartozd belsé szbgek. (Szbgpontoknak nevezziik a
C-nek azokat a pontjait, ahol két killébnbdz4 analitikus gorbeiv taldlkozik.) Az
u— U kiilonbségre fenndll a kovetkezd nagysdgrendi becslés (ldsd [10] és [11])

max u(P)~ U(P)| = 0GH),
PcRy

ahol’
1, ha max o<1, vagy ha nincsenek szogpontok,
i=1,..,m -
B= 1 \
- ——¢, ha max =1, !
max % i=1,..,m
i=1,...,m

¢ tetszbleges pozitiv valds szam. A n-nél nagyobb belsd szdgek tehdt a hiba nagy-
sagrendjét 0(h'/?)-ig novelhetik. ’
A 2% — 2k kiilonbségre fenndll a kovetkezd kétoldalu becslés (ldsd [7])

—c3h < =2k < ¢, B2,

ahol ¢; és ¢, pozitiv konstansok, amelyeknek a szdmértéke csak k-tél és az R tarto-
mdnytdl fiigg. Ebben az esetben a hiba nagysdgrendjét a m-nél nagyobb belsd szo-
gek sem befolydsoljdk. Ha R egyszeresen Osszefiiggd és a C-nél levd bels6 szogek
n-nél kisebbek, akkor a A* — Ak kiilonbségre a priori alsé becslés adhaté (ldsd [12]).

Az u* — U* kiilonbségre ugyanolyan becsléseket lehet megadni, mint az u — U
kiilonbségre. Nevezetesen, ha A* egyszeres sajdtérték, akkor

max |u(P)— UX(P)| = 0(h?),
PERp

ha A% = Jk+1 = =)*¥+1=1 p.greres sajdtérték, akkor '
‘; n—1 X
max  u*(P)— > Bit U*+i(P)| = 0(hF),
Pexﬂ i=0

ahol B§, Bett, ..., Bk*"~1 valos egyiitthaték (ldsd [13]).
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174 VEIDINGER L.

4. Az (1) és (2) feladatnak (8)-ndl és (9)-nél pontosabb véges-differencia kéze-
litése a
ADV(Py=f(P), P¢R,,

(11)

€s a )
APY(P)+pV(P) =0,  PER,

(12)

V(P)=0, PcC,
feladat (l4sd példdul [8], 200. old.), ahol

2W(E) 2V (N) 2W(W) weES)
hg(he+hy) * hy(hy+hs) — hy(hg+hy) — hs(hy + hs)

2 2
- [hnhs htzhw] Ve,

E = (xp+the,yp)y N=(xp,yp+hy)y, W= (xp~hw,yp), S = (xp,yp—hs) a
P =(xp, yp) racspont négy szomszédja. (A P€ R, rdcspont szomszédjainak nevezziik
az R,UC, halmaznak azt a négy pontjit, amely a P-n dthaladé rdcsegyeneseken
P-hez legkozelebb helyezkedik el.)

Legyen V a (11) feladat megolddsa, uf=p?=... a (12) feladat sajdtértékei,
Vi, V2, ... a megfeleld sajdtfiiggvények. A V!, V2, ... sajdtfiiggvények megvdlaszt-
hatdk ugy, ’hogy ortonormdlt rendszert alkossanak abban az értelemben, hogy

ADY(P) =

Z Vk(P)VI(P)HP = Oy,

PERn
ahOl HP (hE + hWZ‘(hN +/15)
Az u—V kiilonbségre fenndll a kovetkezd Gersgorin-tipusii becslés (ldsd [14])
max [u(P)" V(P) = *h 3 ——h.

Mint az el6z6 pontban mar emlitettilk, BRAMBLE és HUBBARD a priori becs-
lést kaptak az u— V kiilonbségre (ldsd [9]). A becslés levezetésénél feltették, hogy
R egyszeresen Osszefiiggd, C és ¢ elég sima. BRAMBLE és HUBBARD becslése eredeti
formdjdban numerikus hibakorldtok kiszdmitdsdra nem alkalmas, azonban egyes
specidlis esetekben, igy példdul konvex R tartomdny esetén a

Au = -2 R-ben,
u=0 C-n

»torzio-feladatndl”, numerikus hibabecslésre alkalmas egyszer(i alakra hozhatd.

Az u—V kiilonbségre nem egzakt, de a gyakorlatban sokszor jol haszndlhatd
becslést lehet kapni az tigynevezett Runge-elv alkalmazdsdval (ldsd példdul [20]).
Tekintsiik azt a 2/ sortdvolsdgl négyzetes rdcsot, amelyet a A sortdvolsdgi récsbol
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minden mdsodik rdcsegyenes elhagydsdval nyeriink és legyen V,, a (11) feladat
megolddsa ezen a rdcson. A Runge-elv szerint

u(P)—V(P) ~ Zg_))__:;_VH@ .
A Runge-elv az u— V kiilonbség aszimptotikus elGdllitdsdn alapul, az ezzel kap-
csolatos problémdkra itt most nem tériink ki (ldsd [8], 307. old.).
Az 4ltaldnos esetben fenndll a kovetkezd, LAASONENtO! szdrmazd becslés
(1dsd [5])
(i) max [u(P)—V(P)] =0,
PETh

ahol T, = R,—S,, S, a szdgpontok r, sugari kdrnyezeteiben elhelyezked6 récs-
pontok halmaza,

2, ha max a;< 1, vagy ha nincsenek szogpontok

Y= 2

—g, ha max =1, '
max o; i=1,...,m

i=1,...,m

r, és ¢ tetszOleges pozitiv szdmok. A (6) becslés a (13) becslés specidlis esete.
Ha a C-nél levd bels6 szogek n-nél nem nagyobbak, akkor fenndll a

M —pk = 0(h*)
becslés (ldsd [15]). Ha a C-nél levd belsé szogek g-nél nem nagyobbak, akkor
attol fiiggden, hogy A* egyszeres illetve n-szeres sajdtérték, fenndll a
max |u*(P)—V*(P)| = 0(h*|logh)),

illetve a

|
ma; iu’*(P)— 'Sy | = 0(h* log h])

becslés (ldsd [15]). Az dltaldnos esetben a Dirichlet-feladathoz hasonléan az védrhato,
hogy
Ae—uk = 0(h)
és
k _ 1k — 3
max [u“(P) = V*(P)| = 0(A"),
illetve

n—1
max (u*(P)— 2 ykriVAHi(P) | = 0(h),
PERn i=0

ezeket a sejtéseket azonban eddig még nem sikeriilt bizonyitani.
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II. A véges-differencia médszer hibajanak becslése
a masodrendii onadjungailt elliptikus operatorra vonatkozé feladatoknal

1. Ugyanagy, mint az elsé fejezetben, legyen R korldtos, nyilt sikbeli tartomény,
amelynek C hatdra véges sok, szakaszonként analitikus egyszerii zart gorbébol
all. Tekintsiik a kovetkezd két feladatot

(14) 1. Lu(x,y)=f(x,y), (x,»)€R,
u(x’ }/')':-QD(X, y)s (x’ y)EC,
15 2. Lu(x,y)+Au(x,y) =0, (x,))€R,

u(x, y)=0, (x,»€C,
ahol

7
1 L L X PRl PO

0 o1
* 3 [C(x, ) 3%‘] —d(x, y)u.

Feltessziik, hogy az a(x, y), b(x, y) c(x, y) d(x, y) egyiitthatok és f(x, y) analitikus
egy olyan tartomdnyban, amely R-et hatdrdval egyiitt tartalmazza. A ¢(x, y) fiigg-
vényrdl feltessziik, hogy C-n folytonos és C minden analitikus gérbeszakaszdn
analitikus. Feltessziik, hogy az L operdtor elliptikus tipusd, vagyis hogy az R minden
pontjdban

al? 1-2b&n+cn? = a(é24+4%  (a=const. >0)

minden valds &, y-ra. Végil feltessziik, hogy d(x, y)=0.

Az elliptikus egyenletek elméletébdl ismeretes, hogy a tett feltevések mellett
a (14) feladat megolddsa létezik, egyértelmii és R-ben, valamint a C analitikus
gbrbeszakaszain analitikus (Idsd [17]). A (15) feladat A' =A%=... sajdtértékei pozi-
tivok és minden egyes sajdtérték véges multiplicitasu. A A, A2, ... sajdtértékeknek
megfeleld ul, u?, ... sajitfiiggvények megvdlaszthatok tgy, hogy ortonormdltak
legyenek, abban az értelemben, hogy

ffu"u’dxdy'= St
R

Az u*(x, y) sajdtfiiggvény R-ben, valamint a C analitikus gorbeszakaszain analitikus.
Az R tartomdny sjkjdt ugyanugy, mint az els6 fejezetben, egy A sortdvolsdgi
négyzetes rdccsal fedjikk le. Az Rf, CF, R, és C, rdcsponthalmazok definicidja
ugyanaz, mint az elsé fejezetben.
Ha a P€R, racspont egyik szomszédja sem tartozik C,-hoz, akkor legyen

_Z(P)-ZW)

ZE)-ZP) o, py_
* h

h 3

z(p) = ZOEE) | g py = ZOZZS),

Z,(P) =

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)



A VEGES-DIFFERENCIA MODSZER HIBAJANAK BECSLESE 177

ahol Z=Z(P) a rdcspontokon értelmezett tetszSleges fiiggvény. Ha a P€ R, rdcs-
pont valamelyik szomszédja C,-hoz tartozik, akkor legyen

7Py = ZRI=ZW) - 5 py = ZEIZZE)
P 0,5(hp + 1)

Z,(P) = ZB)=ZS) - Zpy = ZWN)=ZP)
hs 0,5(y + hs)

2. A (8) és (9) feladat természetes dltaldnositdsa az
th/(P)=;f(P), })E‘R:,

(16) UP)=o¢(P), PeCy,
és a
LUP)+AUP) =0, PER},

(17) U(P)=0, PeCy
feladat (ldsd [26] és [11]), ahol

L,U=05[aU)s+(@Ug,+ (bU,); + Uy, + (bU); + (bUz), + (cUy); + (cUs),] — dU
és P’ a C,-nak P-hez legkizelebb esé pontja.

Legyen U a (16) feladat megolddsa, Ai =A?=... a (17) feladat sajdtértékei,
U!, U?, ... a megfeleld sajdtfiiggvények. Az U!, U?, ... sajatfiiggvények megvélaszt-
hatok tgy, hogy ortonormdlt rendszert alkossanak, abban az értelemben, hogy

h2 Z Uk(P) UI(P) = 5’(1'
PeCh

Az u— U kiilonbségre az dltaldnos esetben fenndll a

1 1
(18) max |u(P) — U(P)| = 0 (/ﬁ |log h|7)
P¢Ry

becslés (ldsd [11]).
Legyen A; a C i-edik szdgpontja, amelyhez na; (0 <a; <2) belsé szog tartozik.
Legyen

(19) CoXN =k Xt Ly, Y= myXtngy

egy olyan linedris transzformdcid, amely az L operdtort az 4; pontban kanonikus
alakra hozza. A (19) transzformdcid az A; szogponthoz tartozd wa; belsd szoget
egy m¥ (0 <af <2) szdgbe viszi 4t. Nyilvdnvaldan of <1 akkor és csak akkor, ha
o;< 1.

Ha b(x, y)=0, vagyis ha az L operdtor nem tartalmaz vegyes parcidlis deri-
vdltakat, akkor (18)-ndl lényegesen jobb becsiés adhaté meg, nevezetesen (ldsd [11])

(20) max |u(P)— U(P)| = 0(h"),
PERy
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ahol
1, ha r{lax af <1 vagy ha nincsenek szdgpontok,
‘s
B* = 1.
——-————g, ha max of=],
I{laX (Z i=1,...,m
i R 1

¢ tetszbleges pozitiv szdm.

Valészintinek ldtszik, hogy a (20) becslés akkor is fenndll, ha b(x, y)#0, ezt
azonban eddig még nem sikeriilt bizonyitani. Egy mdsik nyitott probléma a (20)
becslés élesitése abban a specidlis esetben, amikor az R tartomdny racsnégyzetek
egyesitéseként dllithatd eld.

A A¥—Jk kiildnbségre az dltaldnos esetben fenndll a

Ak =0
becslés (ldsd [21]). Ha az L operdtor egyiitthatoi dllandok, akkor
—csh < AA—2k < ¢ 12,

ahol ¢5 és ¢4 csak k-tol, az R tartomdnytdl és az L operdtor egyiitthatéitol fiiggd
pozitiv konstansok

Az u*— U* kiilonbségre ugyanolyan becsléseket lehet megadm, mint az y— U
kiilonbségre. Nevezetesen, ha A* egyszeres sajdtérték; akkor

1 1
max [u*(P)— U*(P)| = 0 (h'f llog /1]2) ,
PERy
ha AF = 2kt = =%+"—1 p.gzeres sajdtérték, akkor
n-1 _1_ 1
max [ik(P)— 3, i+ UR+ip)] = 0 (2 Jloghf2),
PCRy i=0

ahol B, Bi*1, ..., Bk*"~1 valds egyiitthatok (ldsd [13]). Ha b(x, y) =0, akkor

@) max [s(P) — U(P)| = 0(h*"),
PERp
illetve ‘
22 max ‘ u"(P) — Z Pt U"’“(P) = 0(h*").
PeR i=0

Valdszinlinek ldtszik, hogy a (21) illetve (22) becslés az dltaldnos esetben is fenn4ll.

3. Ha b(x, y)=0, akkor a (I11) és (12) feladat természetes dltaldnositdsa az
‘ LWV(Py=f,(P), . PER,

(23 V(P)=9(P), PEC,

és az
LOV(P) +p,V(P) = 0, PER,,

24 V(P)=0, reC,
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feladat (ldsd [22] és [23]), ahol
LWV =(a,V)s+ (b, Vy s—d ¥V,

a,(P) = a(W’), W = (xp—0,5hy, yp), b, (P)=5b(S"), S = (xp, yp—0,5hs),
d\(P)=d(P), f1(P)=f(P).

Legyen V a (23) feladat megolddsa, pl=p?=... a (24) feladat sajdtértékei,
V1, V2, ... a megfeleld sajatfiiggvények. A V1, V2, ... sajétfiiggvények megvdlaszt-
hatok ugy, hogy ortonormdlt rendszert alkossanak abban az értelemben, hogy

2 Vk(P)VI(P)HP = 5k1a
PERy,

ahol

- (g +hw)(hy + hs)
1 .
Ha u(x, y)€C*®(R),2 akkor fenndll a kovetkezd Gersgorin-tipusi becslés?
(dsd [22])
(25) max |u(P) — V'(P)| = 0(4?).

Hp

A (25) becslés levezetésénél az a(x, y), c(x, y), d(x, y) és f(x, y) figgvények anali-
tikussdga helyett elég feltenni, hogy a(x, )€ C*®P(R),. c(x, )€ CP(R), d(x, y)€
€COB)N(R), és f(x,y)€CP(R). Az alkalmazdsokban elbforduld feladatok jelentds
részénél (igy példdul a hdvezetési feladatokndl) azonban még ezek a gyengébb
feltételek sem teljesiilnek. SzAMARSZKU szdmos dolgozatdban (ldsd példdul [24])
részletesen foglalkozott azzal az esettel, amikor az L operdtor egyiitthatdinak és az
f(x, y) fiiggvénynek véges szdmi rdcsegyenes mentén elsGfaju szakaddsa van. Bebi-
zonyitotta, hogy ha az q,(P), b,(P), d,(P) és f,(P) rdcsfiiggvények definicidjdt
megfelelden mddositjuk, akkor az u(x, y)€ C(R) feltétel mellett a (25) becslés
ebben az esetben is fennall.

Ha a C hatiron szdgpontok vannak, akkor dltaldban u(x, y)¢ C*¥(R). Az
dltaldnos esetben valosziniileg fennall a

max [u(P)~V(P)| = 0(h™)
becslés, ahol

i=1

2, ha ax of <1 vagy ha nincsenek szégpontok,

- v= 2
——————¢, ha max o =1,
ax o; i=1,..,m
i=1,...,m

ez a sejtés azonban nincs még bizonyitva.

2 A korlatos, zart T sikbeli tartomanyban értelmezett fiiggvény akkor tartozik a C*"(T)
osztalyhoz, ha m-edrendd parcialis derivéltjai folytonosak T-ben.

3 Valtozd egyiitthatdjii L operatorok-esetén a Gersgorin-tipusi becslések lényegesen bonyo-
luttabbak, mint a Laplace-operator esetében, ezért a tovabbiakban a Gersgorin-tipusi becsléseknél
is csak a nagysagrendet adjuk meg.
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A ¥ — pf és az u* — U* kiilonbségekre szintén csak Gersgorin-tipusi becsléseket
ismerlink. Nevezetesen, ha u*(x, y)€ C*¥(R), akkor

“-k_ k — 0 hZ
(ldsd [27]) és p 9
max [u*(P) —V*(P)| = 0(h* [log hl),

illetve

n—1
max w(P)— > yﬁ”V"“(P)! = 0(h*|log h}),
i=0 ;

PERy !

attdl fiiggden, hogy A* egyszeres vagy n-szeres sajatérték (lésd [23]).

Befejezésiil megemlitjiik, hogy a (14) és (15) feladatnak a jelen dolgozatban vizs-
gdlt két véges-differencia kozelitésén kiviil még nagyon sok, egymdstdl lényegesen
kiilonbodz8 véges-differencia kozelitése ismeretes (ldsd példdul [8], 190. old., [25]
és [28]). Az irodalomban ajdnlott kdzelitések tobbségénél a hiba becslésével is fog-
lalkoztak. Ennek ellenére, a (14) feladat véges-differencia kozelitései kéziil eddig
még csak egyetlen egynél sikeriilt tetsz6leges L operdtor esetén a hibdra 0(h?) nagy-
sdgrendii Gersgorin-tipusii becslést megadni (ldsd [25]), ez a kozelités rendkiviil
bonyolult és ezért inkdbb csak elméleti jelent8sége van. A (15) feladat véges-dif-
ferencia kozelitései koziil eddig még egynél sem sikeriilt a hibdra 0(h?) nagysdg-
rend{ becslést kapni.
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