
A VÉGES-DIFFERENCIA MÓDSZER 
HIBÁJÁNAK BECSLÉSE ELLIPTIKUS PEREM-

ÉS SAJÁTÉRTÉK FELADATOKNÁL 
í r ta: VEIDINGER LÁSZLÓ 

A jelen dolgozatban rövid áttekintést adunk a másodrendű önadjungált ellip-
tikus egyenletekre vonatkozó perem- és sajátérték-feladatok véges-differencia köze-
lítéseinek hibabecslésével kapcsolatos kutatások legújabb eredményeiről. A teljes-
ségre nem törekedve, kizárólag kétdimenziós feladatokkal és a legegyszerűbb, régóta 
ismert véges-differencia közelítésekkel foglalkozunk. A jobb áttekinthetőség cél-
jából külön fejezetben tárgyaljuk a Laplace-operátorra vonatkozó feladatokkal 
kapcsolatos eredményeket. 

I. A véges-differencia módszer hibájának becslése 
a Laplace-operátorra vonatkozó feladatoknál 

1. Tekintsük a következő két feladatot: 

(1) 1. Au(x,y) = f(x,y), (x, y) £ R, 

и (x, y) = (p (x, y), (x, у) € C, 

(2) . 2. Au(x,y)+Au(x,y) = 0, (x, y) € R, 

u(x,y) = 0, (x, у) € C, 

ahol R korlátos, nyílt síkbeli tartomány, amelynek С határa véges sok szakaszonként 
analitikus egyszerű zárt görbéből áll. Feltesszük, hogy / (x , y) analitikus egy olyan 
G tartományban, amely az B-et határával együtt tartalmazza.1 A cp(x, y) függvény-
ről feltesszük, hogy C-n folytonos és С minden analitikus görbeszakaszán analitikus. 

Az (1) feladat a Вошон-egyenletre vonatkozó Dirichlet-feladat, a (2) feladat a 
Lap/űce-operátorra vonatkozó sajátérték-feladat (másnéven membrán sajátérték-
feladat). Az elliptikus egyenletek elméletéből ismeretes, hogy a tett feltevések mel-
lett az (1) feladat u(x,y) megoldása létezik, egyértelmű és B-ben, valamint а С 
analitikus görbeszakaszain analitikus (lásd például [17]). A (2) feladat A ^ A 2 ^ . . . 
sajátértékei pozitívok és minden egyes sajátérték véges multiplicitású. A A1, A2, ... 

1 Ez a feltétel az alkalmazásokban előforduló feladatok jelentős részénél nem teljesül. Leg-
újabban BRAMBLE, HUBBARD és ZLÁMAL az f(x, y) függvényre vonatkozó igen általános feltevések 
mellett becsülték meg a véges-differencia módszer hibáját (lásd [10]), eredményeik azonban a jelen 
dolgozat megírásakor még nem voltak végleges formában publikálva. 
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sajátértékeknek megfelelő и1, и2, ... sajátfüggvények megválaszthatok úgy, hogy 
ortonormált rendszert alkossanak abban az értelemben, hogy 

ffuku'dxdy = Skl = \l> k ~ \ 
r [0, 

Az uk(x, y) sajátfüggvény JGben, valamint а С analitikus görbeszakaszain analitikus. 
Az R tartomány síkját egy h sortávolságú négyzetes ráccsal fedjük le. Az x = mh, 

y = nh egyeneseket (m,n = 0 , ± 1 , ± 2 , ...) rácsegyeneseknek, a négy rácsegyenessel 
határolt legkisebb négyzeteket rácsnégyzeteknek nevezzük. Legyen R* az Á-ben 
elhelyezkedő összes rácsnégyzet egyesítése és C* az R* határa. Jelöljük Rk-va\, 
illetve C^-val az R* belsejében, illetve határán elhelyezkedő rácspontok halmazát. 
Végül jelöljük J?A-val az Л-ben elhelyezkedő rácspontok halmazát és Cft-val a rács-
egyenesek C-vel való metszéspontjainak halmazát. 

2. Tekintsük először azt az esetet, amikor az R tartomány olyan h0 oldalú 
egybevágó négyzetek egyesítéseként állítható elő, amelyeket rácsegyenesek határol-

h 

nak. Ha h = -- -, ahol p pozitív egész szám, akkor nyilvánvalóan R = R*, C = C*, 

Rh-Rt, Ch = Ck. Az (1) és (2) feladatot rendre a 

AhU{P)=f(P), PfRh, 
( 3 ) 

U{P) = cp(P), P€C„ 
és a 

AhU(P) + XhU(P) = 0, P£Rh, 
( 4 ) 

U(P) = 0, P(LCh 

feladattal közelítjük, ahol 

AhU(P) = h-2[U(E)+U(N)+U(W)+U(S)-4U(P)] 

a Laplace-operátor „ötpontos" véges-differencia analogonja, E = (xP + h,yP) 
V = (xp, yP + h), W = (xp — h, yp), S - (xp, yP - h) a P = (xP, yP) rácspont négy 
szomszédja. 

Legyen U a (3) feladat megoldása, a (4) feladat sajátértékei, Ul, 
U2, ... a megfelelő sajátfüggvények. Az Ul, U2, ... sajátfüggvények megválaszt-
hatok úgy, hogy ortonormált rendszert alkossanak, abban az értelemben, hogy 

h2 2 Uk(P)U'(P) = ökl. 
PíRh 

A továbbiakban 
ciz и — С/, — )J}1, uk — Uk különbségek becslésével foglalko-

zunk. 
Az u—U különbségre a legrégibb egzakt becslés GERSGORINÍÓI származik. 

GERSGORIN becslése a jelen pontban vizsgált speciális alakú R tartományok esetében 
a következő (lásd [1] és [14]) 
(5) 

ahol d az R-et tartalmazó legkisebb kör átmérője, M ; az u(x, y) megoldás /-edrendű 
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parciális deriváltjai abszolút értékének maximuma R-ban. Azonban általában 
= még akkor is, ha R téglalap, így például a 

„torzió-feladatnál", ugyanis a szögpontok környezeteiben az u(x, y) megoldás 
negyedrendű parciális deriváltjai általában nem korlátosak. A Gersgorúz-becslés 
ilyenkor nem mond semmit. 

VoLKOvnak sikerült meghatározni azokat a szükséges és elégséges feltételeket, 
amelyeket abban az esetben, ha az R tartomány egy sokszög belseje, az / és cp függ-
vényeknek ki kell elégíteniök ahhoz, hogy M4 véges legyen (lásd [2], [3]). Ezek a 
feltételek az alkalmazásokban előforduló feladatoknál általában nem teljesülnek. 
Azokban a speciális esetekben, amikor M 4 véges, az (5) becslés átalakítható kizáró-
lag az ismert adatokat tartalmazó ún. a priori hibabecsléssé (lásd [2], [3]). 

Kérdés, hogy a jelen pontban vizsgált speciális alakú R tartományok esetén 
általában mekkora az и — U különbség nagyságrendje. LAASONENtől származik az 
az empirikus úton alátámasztott sejtés, hogy (lásd [4]) 

és ez a becslés tovább nem javítható. Legújabban LAASONENnek sikerült bebizonyí-
tania, hogy (lásd [5]) 

ahol Th = Rh — Sh, Sh a szögpontok rl sugarú környezeteiben elhelyezkedő rács-
pontok halmaza, r1 és e tetszőleges pozitív számok. Sajnos, LAASONEN becslési 
módszere csak a hiba nagyságrendjét adja meg, konkrét hibakorlát kiszámítására 
nem alkalmas. 

A priori (csak az adatokat tartalmazó) hibabecslések kizárólag abban az eset-
ben ismeretesek, ha M4 véges vagy ha R téglalap. Ha R téglalap és cp= 0, akkor fenn-
áll a következő a priori hibabecslés (lásd [6]) 

ahol F az f ( x , y) függvény abszolút értékének, F[ és F2 az f(x,_y) első- illetve má-
sodrendű parciális deriváltjai abszolút értékének maximuma R-ban, a a téglalap 
hosszabbik oldala. Az f(x, y) függvényről ebben az esetben csak azt kell feltenni, 
hogy első- és másodrendű parciális deriváltjaival együtt folytonos R-ban. FREY 
és RÓZSA hasonló jellegű a priori hibabecsléseket kaptak az f(x, y) függvényre 
vonatkozó még gyengébb feltevések mellett (lásd [16]). 

А kk — 2k
h különbségre a jelen pontban vizsgált speciális alakú R tartományok 

esetén fennáll a következő kétoldalú becslés (lásd [7]) 

Au = — 2 R-ben 

u = 0 C - n 

(6) 

max \u(P) — U(P)\ ^ 21,4+ 18,8log^M F+%,\aFt + 2,la2 F2 h2, 
P 6 Rh l rí I 

4 

( 7 ) — с ,Л 3 < ;.*_A* < c2h2 
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ahol ck és c2 pozitív állandók, amelyeknek számértéke csak k-tól és az R tartomány-
tól függ. 

Empirikus adatok azt mutatják, hogy a (7) becslés tovább nem javítható. 
Nevezetesen, az L-alakú membrán esetében felülről közelít A1-hez és a hiba 
0(/Г4/3) nagyságrendű, A2 pedig alulról közelít Á2-höz és a hiba 0(/Z2) nagyságrendű 
(lásd [8], 351—353. old.). 

Az uk — Uk különbségre S Z A U L J E V az (5)-höz hasonló Gersgorin-típusú becslé-
seket kapott (lásd [18]). Ezek a becslések azonban teljesen irreálisak, mert ha R 
nem téglalap, akkor uk{x, y)-nak már az elsőrendű parciális deriváltjai sem korlá-
tosak P-ban (lásd [19]). A Dirichlet-feladathoz hasonlóan ebben az esetben is az 
várható, hogy 

max№)~ Uk{P)\ =o(/ű), 

ha kk egyszeres sajátérték és 

= о (a3) , 
ha ?k = At + 1 = . . . = kk+n~1 n-szeres sajátérték (ßk

h; ßk
h
+1, valós együtt-

hatók); ez a sejtés azonban még nincs bizonyítva. 

3. Tekintsük most az általános esetet, amikor az R tartomány С határa véges 
sok szakaszonként analitikus egyszerű zárt görbéből áll. Az (1) és (2) feladat egyik 
legegyszerűbb véges-differencia közelítése 

AhU(P)=f(P), Pc Rt, 
(8) 

U{P) = cp{P'), PeCl 
illetve a 

AhU{P) + lhU{P) = 0, PeRl 
(9) 

Ü ( P ) = O , p e c t 

feladat, ahol P' a Ch-nak P-hez legközelebb eső pontja. 
Legyen U a (8) feladat megoldása, /Ц ^ ^ . . . a (9) feladat sajátértékei, Ul, 

U2, ... a megfelelő sajátfüggvények. Az U1, U2, ... sajátfüggvények megválaszt-
hatok úgy, hogy ortonormált rendszert alkossanak, abban az értelemben, hogy 

h2 z uk(P)ul(P) = skl. 
PéRh 

Az u— U különbségre fennáll a következő Gersgorin-típusú becslés (lásd [14]) 

0 ° ) max |n(P) - U{P)\ fihMl + h2. 
PtRÎ. 96 

Az elliptikus egyenletek elméletéből ismeretes (lásd [17]), hogy ha С és cp elég 
sima, nevezetesen, ha а С egyenletét paraméteres alakban megadó x(s), j ( s ) függ-

max u\P)~ 2ßkH+iUk+i(P) 
PTRH J = O 
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vények és a <p(s) = cp(x(s), y(s)) függvény а С minden egyes pontjában ötször foly-
tonosan differenciálható, akkor M4 véges. (Az f(x,y) függvényről eleve feltettük, 
hogy analitikus.) Ennek ellenére, a (10) becslésnek gyakorlatilag használható a 
priori hiba becsléssé való átalakítása még tetszőlegesen sima С és cp esetén is igen 
nehéz probléma. Az (1) feladatnak egy, a továbbiakban ismertetendő, (8)-nál pon-
tosabb véges-differencia közelítésénél B R A M B L E és H U B B A R D a priori hibabecs-
lést adtak meg (lásd [9]). Valószínűnek látszik, hogy hasonló a priori hibabecslést 
lehet kapni a jelen esetben is. 

Régebbi tankönyvekben gyakran szerepel az a megjegyzés, hogy a (10)-hez 
hasonló Gersgorin-típusú becslésekből nem egzakt, de a gyakorlatban használható 
becsléseket lehet kapni oly módon, hogy Л/j-et illetve M4-et az U rácsfüggvény 
első-, illetve negyedrendű differenciahányadosai abszolút értékének maximumával 
közelítjük. Sajnos, ez a megjegyzés sem elméleti, sem empirikus úton nem támaszt-
ható alá. 

Az általános esetben legyenek Ay,A2, • ••, Am а С szögpontjai és mxt, ла2, ..., 
7ioím ( 0 < а г < 2 ) a hozzájuk tartozó belső szögek. (Szögpontoknak nevezzük a 
C-nek azokat a pontjait, ahol két különböző analitikus görbeív találkozik.) Az 
u—U különbségre fennáll a következő nagyságrendi becslés (lásd [10] és [11]) 

max| u(P)-U(P)\ = 0(hß), 
PíRh 

1, ha m a x аг < 1, vagy ha nincsenek szögpontok, 
i— 1 m 

— f , — £> h a max аг S 1, 
max аг i=i,...,m 

1 = 1 m 

e tetszőleges pozitív valós szám. A 7i-nél nagyobb belső szögek tehát a hiba nagy-
ságrendjét 0(/zI/2)-ig növelhetik. 

А Afc —A£ különbségre fennáll a következő kétoldalú becslés (lásd [7]) 

— c3h < Xk — lk
h < с4/г2, 

ahol c3 és c4 pozitív konstansok, amelyeknek a számértéke csak k-tói és az R tarto-
mánytól függ. Ebben az esetben a hiba nagyságrendjét a 7i-nél nagyobb belső szö-
gek sem befolyásolják. Ha R egyszeresen összefüggő és a C-nél levő belső szögek 
7t-nél kisebbek, akkor a AFC — különbségre a priori alsó becslés adható (lásd [12]). 

Az uk — Uk különbségre ugyanolyan becsléseket lehet megadni, mint аг u — U 
különbségre. Nevezetesen, ha A* egyszeres sajátérték, akkor 

max \uk(P)-Uk(P)\ = 0(hß), 
PeRÍ 

ha Àk — Àk+1 = . . . =A*+" _ 1 «-szeres sajátérték, akkor 

ahol-

ß = 

max I uk(P)- 2 ßh+i Uk+i(P) 
PíRh 

= 0(hß), 

ahol ßk
h,ßl+1, ...>ßk

h
+n~1 valós együtthatók (lásd [13]). 
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4. Az (1) és (2) feladatnak (8)-nál és (9)-nél pontosabb véges-differencia köze-
lítése d 

A,h>V(P)=f(P), PeRh, (П) 
V(P) = cp(P), P(LCh 

Afh)V(P) + phV(P) = 0, PíRh 
(12) 

V(P)=0, Pech 

feladat (lásd például [8], 200. old.), ahol 
Л W V(P) = 2 V ( E ) + 2 V ( N ) + 2V{W) + 2V(S) 

hE(hE + hw) hN(hN + hs) hw(hE + hw) hs(hN + hs) 

2 2 
hNhs hEhw 

V(P), 

E = (xp + hE, }'p), N = (xP,yP + hN), W = (xP-hw,yP), S = (xP,yP-hs) a 
P = (xP, yP) rácspont négy szomszédja. (A P£ Rh rácspont szomszédjainak nevezzük 
az PhÖCh halmaznak azt a négy pontját, amely a P-n áthaladó rácsegyeneseken 
E-hez legközelebb helyezkedik el.) 

Legyen Va (11) feladat megoldása, a (12) feladat sajátértékei, 
Vх, V2, ... a megfelelő sajátfüggvények. А Vх, V2, ... sajátfüggvények megválaszt-
hatok úgy, hogy ortonormált rendszert alkossanak abban az értelemben, hogy 

2 v \ p ) v \ p ) h p = ökl, 
PíRh 

ahol я = (hE + hw)(hN + hs) 
4 

Az и— V különbségre fennáll a következő Gersgorin-típusú becslés (lásd [14]) 

I /Г,Ч „ / Т . , , M S D 2 , , 2 M 3 , , 
max |M(E) - V(P)\ s — h 2 + h3. 

Mint az előző pontban már említettük, BRAMBLE és HUBBARD a priori becs-
lést kaptak az u—V különbségre (lásd [9]). A becslés levezetésénél feltették, hogy 
R egyszeresen összefüggő, С és cp elég sima. BRAMBLE és HUBBARD becslése eredeti 
formájában numerikus hibakorlátok kiszámítására nem alkalmas, azonban egyes 
speciális esetekben, így például konvex R tartomány esetén a 

Au = -2 E-ben, 

м = 0 C-n 

„torzió-feladatnál", numerikus hibabecslésre alkalmas egyszerű alakra hozható. 
Az и - к különbségre nem egzakt, de a gyakorlatban sokszor jól használható 

becslést lehet kapni az úgynevezett Runge-eÍv alkalmazásával (lásd például [20]). 
Tekintsük azt a 2h sortávolságú négyzetes rácsot, amelyet a h sortávolságú rácsból 
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minden második rácsegyenes elhagyásával nyerünk és legyen V2h a (11) feladat 
megoldása ezen a rácson. A Runge-eÍv szerint 

A Runge-e\\ az u—V különbség aszimptotikus előállításán alapul, az ezzel kap-
csolatos problémákra itt most nem térünk ki (lásd [8], 307. old.). 

Az általános esetben fennáll a következő, L A A S O N E N Í Ő I származó becslés 
(lásd [5]) 
(13) max Iu(P) - V(P)\ =0(h?), 

ahol Th = Rh — Sh, Sh a szögpontok rx sugarú környezeteiben elhelyezkedő rács-
pontok halmaza, 

2, ha max oc;< 1, vagy ha nincsenek szögpontok 
I = 1 , . . . , m 

- — e, ha max a + 1 , 
max осг t=i,...,m 

i = 1 m 

rx és e tetszőleges pozitív számok. A (6) becslés a (13) becslés speciális esete. 
Ha a C-nél levő belső szögek 7T-nél nem nagyobbak, akkor fennáll a 

Xk-pk
h = 0(h2) 

л 
becslés (lásd [15]). Ha a C-nél levő belső szögek —-nél nem nagyobbak, akkor 

attól függően, hogy Xk egyszeres illetve и-szeres sajátérték, fennáll a 

max \uk(P) — Vk(P)\ = 0(h2 |log/i|), 
P € Rh 

illetve a 

= 0(h2 [log h\) max uk(P)-"Z'â+iVk+i{P) 
PtRh j = o 

becslés (lásd [15]). Az általános esetben a D/r/c/i/et-feladathoz hasonlóan az várható, 
hogy 

k k - p l = 0QP) 

és 
max \uk(P)-Vk(P)\ = O(h'), 

illetve 
n- 1 

max 
PÍR и 

uk(P)- Zykh+iVk+i(P) 
i = 0 

= от, 

ezeket a sejtéseket azonban eddig még nem sikerült bizonyítani. 
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II. A véges-differencia módszer hibájának becslése 
a másodrendű önadjungált elliptikus operátorra vonatkozó feladatoknál 

1. Ugyanúgy, mint az első fejezetben, legyen R korlátos, nyílt síkbeli tartomány, 
amelynek С határa véges sok, szakaszonként analitikus egyszerű zárt görbéből 
áll. Tekintsük a következő két feladatot 

(14) 

(15) 

ahol 

1. Lu(x, y) =f(x, y), (x, y) <E R, 

u(x,y) = tp(x,y), (x,y)eC, 

Lu(x,y) + Âu(x,y) = 0, (x, y)£R, 

u(x,y)=0, (x,y)ÇC, 

Lu = 
дх 

a(x,y) 

+ 

du 

дх 

д_ 

ду 

+ 
д_ 

дх h(x, у ) 
ди 

~ду 
+ ду 

Ь(х,у) * + 

Их, у) 
ди 

»У 
-d(x, у)и. 

Feltesszük, hogy az а(х, у), b(x, у) с(х, у) d(x,y) együtthatók és f(x, у) analitikus 
egy olyan tartományban, amely R-et határával együtt tartalmazza. A cp (x, y) függ-
vényről feltesszük, hogy C-n folytonos és С minden analitikus görbeszakaszán 
analitikus. Feltesszük, hogy az L operátor elliptikus típusú, vagyis hogy az R minden 
pontjában 

aÇ2+2bÇri + c>i2 S a ( £ 2 + //2) (a = const. >0 ) 

minden valós ra. Végül feltesszük, hogy d(x, >')—()• 
Az elliptikus egyenletek elméletéből ismeretes, hogy a tett feltevések mellett 

a (14) feladat megoldása létezik, egyértelmű és Ä-ben, valamint а С analitikus 
görbeszakaszain analitikus (lásd [17]). A (15) feladat sajátértékei pozi-
tívok és minden egyes sajátérték véges multiplicitású. A A1, A2, ... sajátértékeknek 
megfelelő и1, и2, ... sajátfüggvények megválaszthatok úgy, hogy ortonormáltak 
legyenek, abban az értelemben, hogy 

f f uk ul dx dy = bk 

Az uk(x, y) sajátfüggvény 7?-ben, valamint а С analitikus görbeszakaszain analitikus. 
Az R tartomány síkját ugyanúgy, mint az első fejezetben, egy h sortávolságú 

négyzetes ráccsal fedjük le. Az Rk, Ck, Rh és Ch rácsponthalmazok definíciója 
ugyanaz, mint az első fejezetben. 

Ha a P £ R h rácspont egyik szomszédja sem tartozik CA-hoz, akkor legyen 

ZX(P) = 

ZÁP) 

Z(E)~ Z(P) 
h 

Z(N)~Z(P) 

Z Á P ) = 

ZÁP) = 

Z(P) - Z(W) 

Z(P) — Z(S) 
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ahol Z = Z(P) a rácspontokon értelmezett tetszőleges függvény. Ha a P£P ; , rács-
pont valamelyik szomszédja Ch-hoz tartozik, akkor legyen 

_ Z(P) — Z(W) _ Z(E) — Z(P) 

~Á ' ~ hw ' - 0,5(hE+hw) ' 

_ Z(P) — Z(S) _ Z(N)-Z(P) 
Z Á n ~ hs ' 0,5(hN + hs) • 

2. A (8) és (9) feladat természetes általánosítása az 

LhU(P)=f(P), PC Rt, 

(16) U(P)=cp{P'), PCCt, 

LhU(P) + XhU(P) = 0, PC Rt, 

(17) Í/(P) = o, p e c t 

feladat (lásd [26] és [11]), ahol 

LhU= 0,5 [(a Ux)-x + {a Us)x + (b Uy)x + (b U0X + (b Ux)-y + (b Us\ + (c Uy)-y + (c Щ)у] -dU 
és P' а Сл-пак P-hez legközelebb eső pontja. 

Legyen U a (16) feladat megoldása, = a 0 7 ) feladat sajátértékei, 
U1, U2, ... a megfelelő sajátfüggvények. Az U1, U2, ... sajátfüggvények megválaszt-
hatok úgy, hogy ortonormált rendszert alkossanak, abban az értelemben, hogy 

h2 Z uk(P)u'(P) = Ökl. 
Piti 

Az и — U különbségre az általános esetben fennáll a 

(18) max |w(P) - E/(P)| = 0 [h2 |logA|y) 
PíRh 

becslés (lásd [11]). 
Legyen А, а С Fedik szögpontja, amelyhez 7га ;(0<а( <2 ) belső szög tartozik. 

Legyen 
(19) x* = kAix + lÁiy, y* = mAix+nAly 

egy olyan lineáris transzformáció, amely az L operátort az Лг pontban kanonikus 
alakra hozza. A (19) transzformáció az At szögponthoz tartozó na, belső szöget 
egy т га / (0<а /<2) szögbe viszi át. Nyilvánvalóan а * < 1 akkor és csak akkor, ha 
аг < 1. 

Ha b(x,y) = 0, vagyis ha az L operátor nem tartalmaz vegyes parciális deri-
váltakat, akkor (18)-nál lényegesen jobb becslés adható meg, nevezetesen (lásd [11]) 

(20) max | u ( P ) - Í/(P)| = 0(hß*), 
PíR-t 
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ahol 

ß* = 

ha max a* < 1 vagy ha nincsenek szögpontok, 
i — 1 m 

' ; — s, ha max a * S i , 
i=l, 

e tetszőleges pozitív szám. 
Valószínűnek látszik, hogy a (20) becslés akkor is fennáll, ha b(x, ezt 

azonban eddig még nem sikerült bizonyítani. Egy másik nyitott probléma a (20) 
becslés élesítése abban a speciális esetben, amikor az R tartomány rácsnégyzetek 
egyesítéseként állítható elő. 

A Xk — Xk
h különbségre az általános esetben fennáll a 

Xk-Xk
h = 0(h) 

becslés (lásd [21]). Ha az L operátor együtthatói állandók, akkor 

— c5h < Xk — Xk c6h2, 

ahol cs és c6 csak k-tól, az R tartománytól és az L operátor együtthatóitól függő 
pozitív konstansok. 

Az uk — Uk különbségre ugyanolyan becsléseket lehet megadni, mint az u—U 
különbségre. Nevezetesen, ha Xk egyszeres sajátérték, akkor 

max 
* 1 

PèRh 

Iuk(P) - Uk(P)I = 0 (h2 [log h\2), 

ha Xk = Xk+Í =... =Xk+n~1 n-szeres sajátérték, akkor 

Iuk(P)- "z ßh+i Uk+i(P)I = 0 ( a t | l o g ; max 
PCRt 

ahol ß\, ßk
h

 + 1, ..., ßk,+"~1 valós együtthatók (lásd [13]). Ha b(x,y) = 0, akkor 

(21) ' max \tf(P)-- Uk(P)\ = 0(hß*), 
PÍR*h 

illetve 

(22) max j uk(P) - "z ßh+i Uk+i(P) = 0(h'*). 
PÍRh\ i = 0 

Valószínűnek látszik, hogy a (21) illetve (22) becslés az általános esetben is fennáll. 

3. Ha b(x,y) = 0, akkor a (11) és (12) feladat természetes általánosítása az 

L(h)V(P)=fl(P), . PeR„, 

(23) V(P) = (p(P), PcCh 

és az 

L^V(P)+phV(P) = 0, P£Rh, 

(24) V(P) = 0, PíCh 
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feladat (lásd [22] és [23]) , ahol 

LWV = (alV,h4-(b1V,yy-d1V, 

ai(P) = a(W'\ W = ( x p - 0 , 5 h w , yP), bk(P) = b(S'), S' = (xP, yP-0,5hs), 
d1(P) = d(P),fi(P)=f(P). 

Legyen V a (23) feladat megoldása, a (24) feladat sajátértékei, 
V 1 , V 2 , . . . a megfelelő sajátfüggvények. A V 1 , V 2 , ... sajátfüggvények megválaszt-
hatok úgy, hogy ortonormált rendszert alkossanak abban az értelemben, hogy 

2 v \ p ) v \ p ) h p = ö k l , 
PÍRh 

ahol 
(JiE + hw)(hn + hs) 

H p = 4 ' 

Ha u(x, y)ÇCw(R),2 akkor fennáll a következő Gersgorin-típusú becslés3 

(lásd [22]) 
(25) max \u(P) - V ( P ) \ = 0(h2). 

A (25) becslés levezetésénél az a(x, y), c(x, y), d(x, y) és f(x, y) függvények anali-
tikussága helyett elég feltenni, hogy a(x, y) Ç C ( 3 ) (R) , . c(x, y) Ç C<3>(R), d(x,y)Ç 
ÇC(3)(R), és f(x, y)ÇC(3>(R). Az alkalmazásokban előforduló feladatok jelentős 
részénél (így például a hővezetési feladatoknál) azonban még ezek a gyengébb 
feltételek sem teljesülnek. SZAMARSZKIJ számos dolgozatában (lásd például [24]) 
részletesen foglalkozott azzal az esettel, amikor az L operátor együtthatóinak és az 
f(x, y) függvénynek véges számú rácsegyenes mentén elsőfajú szakadása van. Bebi-
zonyította, hogy ha az a , (P) , (P), dt (P) és / , (P) rácsfüggvények definícióját 
megfelelően módosítjuk, akkor az u(x, y)ÇC(4\R) feltétel mellett a (25) becslés 
ebben az esetben is fennáll. 

На а С határon szögpontok vannak, akkor általában u(x, y)$Cw(R). Az 
általános esetben valószínűleg fennáll a 

max \u(P) — V ( P ) \ = 0 ( h ' * ) 
PÍRh 

becslés, ahol 
2, ha max a f < 1 vagy ha nincsenek szögpontok, 

i= 1,.... m 
2 

г — e, ha max a * ë 1, max af i=i,...,m 
U = i m 

ez а sejtés azonban nincs még bizonyítva. 

2 A korlátos, zárt T síkbeli tartományban értelmezett függvény akkor tartozik a C (m)(7") 
osztályhoz, ha m-edrendű parciális deriváltjai folytonosak 7-ben. 

3 Változó együtthatójú L operátorok esetén a Gersgorin-típusú becslések lényegesen bonyo-
lultabbak, mint a Laplace-operátor esetében, ezért a továbbiakban a Gersgorin-űpmvi becsléseknél 
is csak a nagyságrendet adjuk meg. 
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A X} — és az w*— Uk különbségekre szintén csak Gersgorin-típusú becsléseket 
ismerünk. Nevezetesen, ha uk(x, C (4 )(R), akkor 

(lásd [27]) és 

illetve 

attól függően, hogy Xk egyszeres vagy «-szeres sajátérték (lásd [23]). 
Befejezésül megemlítjük, hogy a (14) és (15) feladatnak a jelen dolgozatban vizs-

gált két véges-differencia közelítésén kívül még nagyon sok, egymástól lényegesen 
különböző véges-differencia közelítése ismeretes (lásd például [8], 190. old., [25] 
és [28]). Az irodalomban ajánlott közelítések többségénél a hiba becslésével is fog-
lalkoztak. Ennek ellenére, a (14) feladat véges-differencia közelítései közül eddig 
még csak egyetlen egynél sikerült tetszőleges L operátor esetén a hibára 0(h2) nagy-
ságrendű Gersgorin-típusú becslést megadni (lásd [25]), ez a közelítés rendkívül 
bonyolult és ezért inkább csak elméleti jelentősége van. A (15) feladat véges-dif-
ferencia közelítései közül eddig még egynél sem sikerült a hibára 0( / r ) nagyság-
rendű becslést kapni. 
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