SPEKTRALMATRIXOK FAKTORIZACIOJAROL

frta: KRAMLI ANDRAS

Az id6ben folytonos, ill. diszkrét staciondrius, sztochasztikus folyamatok prog-
nézisdnak elméletében fontos szerepe van a spektrélsiirliség matrleuggvenyek ana-
litikus szorzat felbontdsdnak. Kiildndsen fontos az az egyszerii eset, amikor a spekt-
ralsiiriség matrix elemei raciondlis fiiggvények. Ebben az esetben ugyanis meg lehet
konstrudlni a — bizonyos szempontbél — legjobb analitikus felbontdst. Az [1]
cikk az id6ben folytonos esetben megad egy konstrukciés mddszert.

Ebben a cikkben a staciondrius folyamatok elméletében alkalmazott mddszerek
segitségével egy egyszer{ibb konstrukciot adunk meg. A gondolatmenet azon alap-
szik, hogy az ugynevezett CAYLEY transzformdcid segitségével az idében folytonos
esetet vissza lehet vezetni az id6ben diszkrét esetre, ahol a meggondoldsok jéval
dttekinthetdbbek. Amint az a bizonyitdsb6l kideriil, a CAYLEY transzformadcio
alkalmazdsdval tételiink kozvetleniil is igazolhatd lenne, de a két eset szoros kap-
csolatdnak hangsulyozdasdra mi az el6bbi (lényegében nem bonyolultabb) utat
valasztjuk.

Az id8ben folytonos folyamatok esetében a raciondlis spektrdlslirliség matrix
szorzatfelbontdsi tétele a kovetkez8képpen szdl:

1. TETEL. Legyen A(z) olyvan, a komplex szdmsikon értelmezett nXn tipusu
matrixfiiggrény, amelynek elemei raciondlis fiiggvények, és rang A(z) =r =n — kivére
esetleg véges sok pontot.

A(2) akkor és csak akkor faktorizdlhaté az

, A@2)=B(2)B(2)
alakban, ahol
a) B(z) raciondlis nXr tipusi matrix és B,(z) = (B(—Z))* — B(z) un. para-
konjugdltja — (C* a C matrix adjungdltjat jelenti),
b) B(z) analitikus a Re z<0 félsikon,
c) létezik B(z) balinverze, amely szintén analitikus a Re z <0 félsikon,
ha A(z) onadjungdlt és pozitiv szemidefinit az imagindrius tengelyen.

A feltétel sziikségessége nyilvdnvald (ti. ha A valés B, (id) = B(il)*), ezért csak
az elegendGség bizonyitdsdval foglalkozunk.

MindenekelStt a kovetkezdket vegyiik észre:

Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy az A(z) raciondlis matrixfiiggvény
A, (z) parakonjugdltja a B(z) matrixfiiggvény legyen az, hogy A(i2)* = B(iA) fenn-
alljon (A valés), ti. az A(i\)* = B(i2) hatdrfeltétel ugyanazt a feltételt szabja ki a
matrixelemekben szerepld raciondlis fiiggvények egyiitthatdira, mint az A.(z) = B(2)
feltétel. Hasonldan A(z) = B(z) B,(z) akkor és csak akkor, ha A(id) = B(il) B(i1)*.
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Ezt figyelembe véve az 1. tétel igy fogalmazhatd meg:

Az A(2) nXn tipusi raciondlis matrixfiiggvény akkor és csak akkor faktorizdl-
haté az imagindrius tengelyen
) A (i) =B(i}) B>il)*
alakban, ahol

a) B(z) raciondlis nXr tipusit matrix (r=rang A(z)),

b) B(z) analitikus a Re z<0 félsikon,

c) B(2) balinverze Ilétezik és analitikus a Re z <0 félsikon, ha A(il) dnadjungdlt
és pozitiv szemidefinit (A valds).

Az ugynevezett CAYLEY transzformdcio segitségével a probléma visszavezethetd
az egységkoron pozitiv definit raciondlis matrixfiiggvény (1)-hez hasonlé felbontd-
sdra (ez felel meg az id6ben diszkrét esetnek).

Tekintsiik a kovetkezd leképezés-pdrt:

s—1
T+s°

s=0@) =110 z=p7is) =

Konnyen ldthatd, hogy a ¢ leképezés a balfélsikot analitikusan képezi le az egység-
koérbe, ahol ¢~1! is analitikus; emellett a képzetes tengely képe éppen az egység-
koérvonal:

©(id) = e~ ahol p=2arcctgi.

Tehdt A(s) = A(p~1(s)) olyan raciondlis matrixfiiggvény, amely az egységkoron
6nadjungdlt és pozitiv szemidefinit. Megmutatjuk, hogy igaz a kovetkezd dllitds:

2. TETEL. Ha az A(s) raciondlis matrixfiiggvény onadjungdlt és pozitiv szemide-
Sfinit az egységkdrin, akkor felbonthaté

@) A(e?) = B(e?) B(e*y*

alakban, ahol

a) B(s) raciondlis nXr tipusi matrleuggLeny (r—rangA(s))
b) B(s) analitikus az egysegkorben,
c) B(s)-nek létezik a balinverze, és az is analitikus az egységkdrben.

Ekkor a B(z)=B(¢(2)) fiiggvény eleget tesz az 1. tétel feltételeinek. A mdsodik
tétel bizonyitdsdhoz a kovetkezSket jegyezziik meg:

A c) feltétel nélkiil a mdsodik tétel a prognozis-elmélet egy ismert tétele; bizonyi-
tdsa a FEJER—RIESZ lemmadn alapszik (1. [2] 10. 3 lemma 63—66. o.).

A c) feltétel bizonyitdsdhoz a kovetkez6 dllitdst kell igazolnunk: a (2) felbontds
helyettesithetd olyan

(3) A(e%) = B(e™) By

felbontdssal, amelyben B(s)-nek minden |s|<1-re van nem eltliné r X r-es aldeter-
mindnsa, tovdbbd B elemei raciondlis tortfiiggvények és analitikusak az egyseg-
korben. (Minthogy B elemei is raciondlis tortfuggvenyek a szinguldris helyek szama
— multiplicitasokkal egyiitt szdmolva — véges sok.)
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy |so| <1 és rang B(so) =k <r. A B(sy) matrixnak
van k linedrisan fiiggetlen sora; az dltaldnossdg korldtozdsa nélkiil feltehetd, hogy
az elsé r sor koziil is kivdlaszthatok, Jelsljiik ezt az r X r tipust részmatrixot C(s,)-lal.
A poldris felbontds tétele alapjain van olyan (konstans) ¥, unitér matrix, hogy
C(so)=V,H, ahol H=[C(so)C(s0)*]*.

Minthogy H 6nadjungdlt, unitér ekvivalens egy D diagondlis matrixszal:

@) D=V,HV, =V,ViC(sg)V3.

A D matrix fédtidjdban is el6fordul a O elem, mert
(5) rang C(so) <r.

Az dltaldnossdg korldtozdsa nélkiil feltehetd, hogy éppen a balfelsé sarokban
levé elem O.

Legyen D(s)=V,ViC(s)V3 — ekkor a (4) és (5) Osszefiiggések azt jelentik,

hogy D(s) els6 oszlopdnak és sordnak s, zérushelye. Ezért a C(s) V3D, (s) matrix
analitikus az egységkorben, ahol

st 0...0 [1=30s 5o 0
0 1 0 s—58o  |Sol h
D)= ]: © ], illetve }O 1 :
: * 0 : T, 0
0..0 1 lo...0 o

attdl fiiggden, hogy s, =0 vagy sem.

Tekintsiik most a B(s) V3D, (s) n X r tipusti matrixfiiggvényt. Egy unitér matrix-
szal valé szorzds nem vdltoztat a sorok linedris fiiggdségi viszonyain, ezért s, a
B(s)VF elsé oszlopdnak is zérushelye. Ellenkezd esetben ugyanis rang B(s,) V3 =k,
mert a C(s,)V3 részmatrix k linedrisan fliggetlen sordhoz hozzdvéve egy olyan sort,
amelynek elsé eleme sg-ban nem tiinik el, £+ 1 linedrisan fiiggetlen sort vadlaszt-
hatndnk ki a B(sy) V5 matrix soraibol.

Minthogy V3D, (e”) unitér, a B’(s) = B(s)V3D (s) is kielégiti a (3) hatdrfeltételt,
és s, a B’(s) rXr tipusi aldetermindnsainak eggyel alacsonyabb multiplicitdst
zérushelye, mint B(s) megfelel6 aldetermindnsainak. (Ez a megdllapitds természete-
sen csak a nem azonosan eltlind aldetermindnsokra vonatkozik.) Mivel V3D, (s)
az egységkdr minden mds pontjdban értelmezve van ‘és invertdlhatd, a B(s)-rél
B’ (s)-re val6 dttéréskor az s,-t6l kiilonb6z6 zérushelyek valtozatlanok maradnak.
Az eljdrdst addig folytathatjuk, mig van olyan |so|<1, hogy rang B’ ""(sq) <r.
De véges sok szinguldris hely van, tehdt az eljdrds véges 1épés utdn végetér. Ezzel
dllitdsunkat és igy az 1. és a 2. tételeket is igazoltuk.

Megjegyzés: A FEER—RIESZ lemma megfelelé véltozatanak felhaszndldsdval
az 1. tétel is igazolhaté a c) feltétel nélkiil (1. uo.). A teljes 1. tétel bizonyitdsa ezutdn
ugyanigy torténhet, mint a 2. tételé, csak D;(s) helyett D, (¢ (z)) matrixszal kell a
korrekciét elvégezni.
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ON FACTORIZATION OF SPECTRAL MATRICES
by A. KrAMLI

Summary

~ In the present note the proof of a frequently used theorem of the statistical prediction theory is
given.

THEOREM: Let A(z) be an analitic matrix function with rational elements defined on the complex
plane.

Let the dimension and the rank ot A(z) be n and r=n respectively.

A(z) is factorizable in the form

A(z) = B(z) B,(2)
where
a) B(z) is an nXr rational matrix function and B (2 = (B(-2)*,
b) B(z) is analytic on the left half—plane,
¢) there exists a left inverse of B(z) that is analytic on the left half-plane,
if and only if A(z) is HermITIAN and positive on the imaginary axis.

Matrix functions of such type arise as spectral density matrices of stationary stochastic pro-
cesses, continuous in time.

A constructiv proof of this theorem is given in [1]. Our proof based on reduction to a similar
theorem valid for spectral matrices defined on the unit circle corresponding to the discrete time
case is also constructiv but simpler, than original one.

The methods used were taken from classical treatises on stationary processes e.g. [2].
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