ALGEBRAI EGYENLETEK KOZELITO MEGOLDASAROL*

irta: TURAN PAL

1. Jelen el6adds, mely egy, tavaly Weimarban rendezett, alkalmazott mate-
matikai kongresszuson tartott el6adds tovdbbfejlesztett formdja, a targynak egyes
elméleti és gyakorlati oldalaival foglalkozik. Az elsének emlitett irdnyt megjegyzé-
sek helyes megvildgitdsa végett emlékeztetiink RUFFINI—ABEL azon klasszikus
tételére, mely szerint n =5-re nincs olyan véges algoritmus, melynek elemi operdcidi

a) a négy alapmiivelet komplex szdmokkal,

b) komplex szambdl vont gyok egy meghatarozott értékének meghatdrozdsa
volndnak és melyet bdrmely komplex egviitthatos n-edfoku

Jo(2) = ago+ a0z + ... +a,2" =0
)

Aoty # 0

algebrai egyenletre alkalmazva az egyenlet egy gyokét kapndnk. Ha az algoritmus
hosszdn a benne szerepld elemi lépések szdmdt értjiik, akkor persze egy ilyen ,,meg-
old6 algoritmus™ hossza csak n-tdl fiiggd lenne. Kézenfekvd kérdés, vajon hogyan
dll a helyzet egy ,,kozelit6leg megoldd™ algoritmussal? Definidljunk egy tetszGleges
H operdcidtartomdny feletti ,,kozelité megoldé” algoritmust, pontosabban N,
N, ...; Ny, ... ,kizelitéleg megoldd algoritmussorozatot™ a kovetkezd két kovetel-
ménnyel:

I. A N, algoritmus elemi lépései H-bSl valék és hossza csak n- és k-tol fiigg:

II. A N, algoritmust tetszGleges (1. 1) alakd n-edfokit egyenletre alkalmazva,

oly
V=i (aoos +++5 Auo)

komplex szdmot nyeriink, hogy az (1. 1) egyenlet egy alkalmas z*-gytkére

1.2

(1A

z* ll 1
Y k-

Tekintsiik azon H* operdcidtartomdnyt, melynek operdcidi csupdn

¢) a négy alapmiivelet komplex szdmokkal,

d) tetszbleges pozitiv szdmbol vont gyok pozitiv értékének meghatdrozdsa.
H* biztosan nem bdvebb az a) és b) alatt megadott operdciétartomdnynal.
Ekkor fenndll az

.

* Elhangzott a Magyar Tudomdanyos Akadémia Matematikai és Fizikai Tudomanyok fel-
olvaso6iilésén, 1968. maéjus 14-én.
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224 TURAN P.

1. TETEL. Minden rogzitett n természetes egész mellett megadhato az (1. 1) egven-
letet H* felett kozelitbleg megoldo algoritmussorozat (és ilyent explicite meg is
fogunk adni).

Mids szbéval tehdt meg fogunk adni minden pozitiv egész n-hez és tetszSleges
kis pozitiv e-hoz olyan algoritmust, melynek Iépései ¢) és d)-b6l valdk; hossza
csak n és ¢-tdl fiigg és amelyet tetszGleges komplex egyiitthatds n-edfoku egyenletre
alkalmazva oly iy, komplex szdamot nyeriink, melyre az adott egyenlet alkalmas
z*-gydkére '

(1.3)

2*

Ve
A tétel lényeges tartalma nyilvdn az algoritmusnak az egyiitthatéktdl valé teljes
fliggetlensége (és igy persze az algoritmus hossza is fiiggetlen az egyiitthatoktol).
A Ruffini—Abel tétellel egybevetve tehdt az I. tétel tartalma roviden ugy is fogalmaz-
hatd, hogy a fenti értelemben vett kdzelité megoldhatdsdgra Ruffini—Abel tételének
analogonja nem 4ll fenn.

A numerikus analizis szempontjabol a kovetkezdket jegyzem meg. Dacdra
annak, hogy a Newton-mddszer a 17. szdzad kozepetdjt, a Graeffe—Bernoulli-mdd-
szer 1728-ban keletkezett (nem is szélva a regula falsi-rol), A. RALSTON és H. I. WILF
1960-ban megjelent ,,Mathematical methods for digital computers” c. konyviikben
azt irtdk, hogy egyenletek megolddsdra jelenleg nincs gépi haszndlatra megfeleld
modszer. Ennek oka egyrészt az, hogy az ismert kozelitd moddszerek limesz-mod-
szerek, melyekre dltaldnos hibabecsiés nincs, mdsrészt az, hogy erdsen fiiggenek
(az algoritmus hossza is!) a megoldandd egyenlet egyiitthatoitol; mdrpedig sze-
rintik gépi szempontbdl egy esetleg hosszabb, de teljesen egyontetii algoritmus
haszndlhatébb. A megoldandé algoritmus, amelyet az V. szabdly fog megadni,
ezen hidnyossdgok egyikében sem szenved, mint ldtni fogjuk, és a ¢)—d) elemi
Iépések nyilvdn konnyen programozhatok.

A mddszernek még egy elénye van. Minden kozelitdé moddszer elvben rogton
atirhatd nX n-es matrix sajatértékeinek kozelitésére, csak a numerikus keresztiil-
vitel lesz rendszerint igen koriilményes. Az V. szabdlyra azonban tetszéleges komp-
lex-elemii #n X n-es A matrix esetén, mint a VI. szabdly meg fogja mutatni, még
elegdnsabb alak adhato.

Modszeriink az altaldnosabb

(1.4 det{dg+ A, 2+ ...+ 4,44} =0

1

[IA

g,

egyenlet esetén is haszndlhatd, ahol A4, nXnm-es komplex-elemli matrix, v=0,
1, ..., k; ilyen egyenletek 1épnek fel k=2, 3, 4 esetén az aerodinamikdban. Ezekre
azonban itt nem tériink ki. Mddszeriink tovdbba alkalmas dltaldnos egyenlStlensé-
gek bizonyitdsdra, ezek koziil a kovetkezGt emelném ki.

II. TETEL: Az n X n-es B matrix nyomadt ,(B)-vel jelolve, a tetszéleges komplex-
elemii n X n-es A matrixnak van legaldbb egy sajdtértéke a komplex z-sik

1
F{ ANV
|zl = | _max [7.(4%)]

korlemezében. Ez kisebb sugari origé-centrumu korlemezzel nem helyettesitheto.
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ALGEBRAI EGYENLETEK KOZELIT6 MEGOLDASAROL 225

Ennek bizonyitdsdt egy, az Ostrowski— Festschriftben megjelenend8 dolgoza-
tom fogja tartalmazni, erre itt nem térek Kki.

2. Ezutdn térjiink rd az emlitett szabdlyok kimonddsdra. Legyenek az (1. 1)
egyenlet gyokei z,, z,, ..., z,, Ggy, hogy

2.1 |zi| =z, =... =z,

Legyen tovabbd az f,(z) Graeffe-transzformdltak sorozata rekurzive az aldbbi
moédon adva:

(2.2) fori@ = £,V2) £, (=Vz);
legyen

2.3) @) =ag,+a,,z+ ... +a,,z"
ahol nyilvdn

2.4 Aoy yy #0 v=1,2,...

Ekkor fenndll az

ELs6 szAaBALY. Legyen m tetszOleges nemnegativ egész. A (2. 3) alatti m-edik
Graeffe-transzformalttal, f,,(z)-vel képezziik rekurzive a o, 0,, ..., 6, szdmokat az.
aldbbi

Qom0 + Aim = 0

(2.5) om0z + Q1m0 +2a5,, = 0
AomOn+ oo+ Ay im0+ 10y, = 0

formuldkbdl. Ekkor M-et a kovetkezéképpen definidlva

(2.6) M= L —>
max ﬁ \VZA’"
v=1,2,..,n| RN 1
fenndll az
N 1
(2.7 52" = % =1

egyenlotienség.

Ezen szabdly a H*-beli elemi 1épéseken feliil még véges sok adott pozitiv szam
maximumanak meghatdrozdsdt is koveteli. Ez azonban Riesz FRIGYES azon meg-
jegyzése értelmében, mely szerint valds a és b mellett a négyzetgydk pozitiv értékét

véve -
a+b (a—b]z_ -
5t V 5 | =max (a,b), .

és amelyre CsASzAR AKos hivta fel figyelmemet, csak n-tél fiiggd sok H*-beli épésre
redukdlddik, azaz az elsé szabadly elemi operdcidi csupa H*-bdl valokkal potolhatdk
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226 TURAN P.

és szamuk csak n-t3l és a kivant pontossdgtol fiigg. Erdekes megjegyezni, hogy pl.
1% relativ pontossdgot elbirva ez elérhetd, ha m-et Ggy vélasztjuk, hogy

1
5 2" = 0,99,
ami teljesiil, ha

2.8) m=8§,

tehdat 8 Graeffe-transzformadcidt elég alkalmaznunk, még a megoldandé egyenlet
Jokszamdtdl is fiiggetleniil.

Természetesen adodik analdg szabdly a maximadlis abszolat értékii gyok ab-
szolut értékének kozelitd meghatdrozdsdra. Ezt kiilon is megfogalmazzuk.

MASODIK SZABALY. A (2.3) alatti Graeffe-transzformalttal és nemnegativ
egész m-mel képezziik az S,, S,, ..., S, szdimokat rekurzive az aldbbi formulakbdl:

Apm Sy +an—1,m =0
2.9 AunS2 + 8y 1,mS1+ 28,3 m =0
A Syt oor + Ay 8y + 10, =0.

Ekkor M*-ot a kbvetkezc’iképpén definidlva,

1
vam
(2.10) M* = max |
N v=1,2,..,n| R
fennall az
1
2.1 1= I;;ié 52m

egyenl6tlenség.

3. Mindkét szabdlyban — melynek mdsodika is nyilvdn csak H*-beli 1épéseket
haszndl — a D. Bernoulli—Dandelin—Lobacsevszkij—Graeffe eljirds egy tovdbb-
fejlesztésére ismerhetiink. Fenti szabdlyok azonban teljesen fiiggetlenek attdl, hogy
a megoldandd egyenletnek vannak-e egyenld abszolit értékii gyokei, ami az eljdrds
klasszikus formdindl az osszes kényelmetlenségek f6 forrasa és oka annak, hogy
a numerikus analizis dsszes tankdnyveiben az eljdrds lényegileg csak jol kivdlasztott
példdkon van bemutatva. Az elsé olyan mddositds, amely hibabecslést tudott adni,
OsTROWSKItS! vald 1940-b6l. Ebben az egyenlethez bizonyos Newton-féle poligo-
nokat rendel hozzd, melyek haszndlata kiilonésen akkor vilik kényelmetlenné,
ha matrixok sajdtértékeire akarndnk azt alkalmazni. Ezzel szemben ez esetben
szabdlyaink a kovetkezbképpen alakuinak.

III. szaBALY (a II. szabdly matrixokra vonatkozé megfelelGje). Ha A tet-
szbleges n X n-es komplex elemii matrix és m tetszéleges nemnegativ egész, képezziik
iterdlt négyzetreemeléssel az

A, A2, A7, 4%, .., A" B
3. 1)
B,B%, B3 .., B"
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ALGEBRAI EGYENLETEK KOZELIT® MEGOLDASAROL 227

matrixokat. Ha A4 sajdtértékei 4,, 4,, ..., 4, és

(3.2) Al = o] = o= (4,
tovdabba

3.3) L€ max |78,
akkor v=1,2,..,n! 1

(3.4) 1= |£;| =527

IV. szABALY (az I. szabdly matrixokra vonatkozd megfeleléje). Ha A4 nem
szinguldris n X n-es komplex elemii matrix és m tetszbleges pozitiv egész, képezziik
elébb az A~', majd iterdlt négyzetreemeléssel az

-

A7 (A7, o (4712 By

(3.5)
Bla B%~ B:I;, 3B'l'

matrixokat. Ha

1
(3.6) L= >
1 2
max '—n—ﬂ;(B‘l)
akkor
1
__1 Al
2"] | n
5 = 12 = 1.

4. A két utobbi szabdly koziil kiilondsen a I1I. szabdly ldtszik programozdsra
alkalmasnak. Mindkét szabdly alkalmazhatd a technikdban un. veszélyességi zondk
megdllapitdsdra. Kiilonosen el6nydsnek tiinik a III. szabdly paraméterektdl fiiggd
matrix maximalis abszolit értékii sajdtértékének kozelité meghatdrozdsara; ilyen
eset dll el6 pl. multiplett spektrumvonalak mdgneses térben valé felbontdsdnak
vizsgdlatdndl, ahol még tovdbb egyszeriisiti a dolgot az, hogy a matrix szimmetrikus
1évén, a sajdtértékek valdsak. Ez esetben tehdt pl. egy u paraméter esetén a A maxi-
malis sajdtértéket legfeljebb 6% relativ hibdval a kovetkezdképpen nyerjitk. Képez-
ziik Otszori iterdlt négyzetreemeléssel az A matrix

A,Az, Azl’ A23, A24, A3
hatvdnyait és az utobbit B,-vel jelolve, a
B,, BZ, B3, ... B}

matrixokat. Ekkor a B} matrixok elemei egy a =y =b kozben u-nek adott fiiggvénye
1évén, az

1
32v

%- T(BY) v=1,..,n
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228 TURAN P

kifejezések a u-nek explicite adott, gépben egyszer s mindenkorra grafikusan el6-
allithato fliggvényei és igy a felsd burkoldjuk is. A kapott gorbe az 4 = A4 (u) matrix
legnagyobb sajdtértékét fogja adni legfeljebb 6% hibaval minden oly p-re, amely az
(a, b) kozbe esik.

5. Ezutdn rétérhetiink az I. tételben emlitett algoritmus megaddsdra (V. sza-
bdly), majd a matrixokra vonatkozé analdg VI. szabdly megaddsdra.

V. szaBALY. Ha (1.1) a megoldandé egyenlet, akkor 0-adik 1épésként alkalmaz-
zuk az elsé szabdlyt m=4-gyel. A kapott M IO yal & (@& 0-val képezziik
j=0,1,... ll-re elsd 1épésként a

. 19 Jjmi
(1 defr 4 "7 s, 6
5.D {G O+ 20 MO e

szdmokat. Amennyiben valamelyik /,({{V)=0, készen vagyunk; ha nem, alkalmaz-
zuk az els6 szabdlyt m=4-gyel a 12 f,({§V +w) polinomra. igy nyerjiik az M{V
(j=0, 1, ..., 11) szdmokat. Definidljuk M“)-et a i, -indexet és a {V-értéket a ko-
vetkezc’ikeppen

. : (1) — ) — Af .
5.2 jogoin M; M, =MD,
Ezutdn madsodik 1épésként képezziik j=0,1,..., 11-re a

g @ defr +,1,2 M(nej’?
g 20

szamokat. Amennyiben valamelyik f;({?) =0, készen vagyunk; ha nem, alkalmaz-
zuk az els8 szabdlyt m=4-gyel a 12 f(C(z) +w) polmomra fgy nyer)uk az M@
(j=0,1, ..., 11) szdmokat. Definidljuk M(Z)t a u,-indexet és a {(P-értéket

2) — M@ — Y@
(5..3) j=01‘r}§g'“Mj M3 =M,
altal. Ezen algoritmus korldtlanul folytathatd (legfeljebb gyokben végzédik). Alli-
tds, hogy tetszbleges d=2-1¢ az (l. 1) egyenletnek van olyan z gydke, hogy a
fenti modon nyert {@-vel

[ z@ ‘ 9 )¢ 2
5. 4) 7@~ 1]§2[28]\ (<3d].

Ha tehdt pl. legfeljebb 7% relativ hibdt akarunk garantdini, d=3 vehetd. Meg-
Jjegyzendd, hogy a Graeffe-lépések szdma eldirt relativ hiba mellett az egyiitthatok-
tol és a fokszdmtdl is fliggetlen algoritmusunkban! A szabdlyos 12-szog vdlasz-
tdsat az motivdlja, hogy igy az f({" + w) polinomok normdlalakba irdsdndl az egyiitt-
hatok kdnnyen megadhatdok az eredetiekbdl.

A matrixok sajdtértékeire vonatkozik a

VI. szaBALY. Alkalmazzuk a reguldris 4 matrixra O-dik l1épésként a negye-
dik szabdlyt m=4-gyel. A kapott L1 va] & @ 0-val képezziik elsS 1épés-
ként j=0,1, ..., 1l-re az

Jmi

(1) def _(0) _12, ©,6
(5.5) n; n +20L e
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ALGEBRAI EGYENLETEK KOZELITO MEGOLDASAROL 229

szamokat. Amennyiben az
(5.6) A+n{VE, j=0,1, ..., 11, E az n XX n-es egységmatrix

matrixok valamelyike szinguldris, ugy a megfelelé n{" sajdtérték és készen vagyunk;
ha nem, alkalmazzuk a IV. szabdlyt m=4-gyel az (5. 6) alatti matrixokra. fgy

nyerjik az L (=0, 1, ..., 11) szdmokat. Definidljuk L™-et, a v, -indexet és az
nV-értéket

; M — 7 —
6.7 joglin L; L;)=1L

altal. Ezutdn mdsodik 1épésként képezziik j=0, 1, 2, ..., I1-re az

Jjni
(2) def (1) 19 o, &
(5.8) =00 450 LVe
szamokat. Amennyiben az
(5.9) A+n®PE, j=0,1,..,11

matrixok valamelyike szinguldris, készen vagyunk; ha nem, alkalmazzuk a IV.
szabdlyt m=4-gyel az (5.9) alatti matrixokra. Igy nyerjik az LY® (j=0, ..., 11)
szdmokat. Definidljuk L®-t, a v,-indexet és az #(®-értéket
min LP =L =L?

j=0,1,..,11 7 vz
dltal. Ezen algoritmus korldtlanul folytathato (legfeljebb egy sajdtértékben végzo-
dik). Allitds, hogy tetszdleges d =2-re az A matrixnak van oly A sajdtértéke, hogy
a fenti médon nyert #'¥-vel
2
(5.10) 34

6. Térjiink rd az 1—IV. szabdlyok tdrgyaldsdra; mivel ezek tdrgyaldsa teljesen
analdg, elég lesz H. és III. szabdlyokat igazolni. Még 1950-ben vettem észre, hogy
hatvdnyOsszeg-modszerem, melyet eredetileg szamelméleti kérdések megolddsdra
taldltam, alkalmas a Graeffe-mddszer javitdsdra; ha s, a (2. 9) alatti jelentésii és

1
6.1 M , nax Is,[¥2",
ey B

A

11(4)
i@

akkor (2. 11) helyett az adddott, hogy

2—17‘
camm |7l [log(n 1) )"
6.2) | n = M = [ fog 2
Ebbdl is elérhetd volt az 1%-os relativ hiba, ha m-et csupdn n-t8l fliggben (tehdt az
egyiitthatoktol fiiggetleniil) elég nagynak vessziik. Az alapul szolgdlé hatvdny-
Osszeg tételem az volt, hogy ha {; {, ..  {, komplex szdmok, melyekre

6.3) . ,max ]5,] =1,

akkor )

6.4 max IC” +...+0l = log 2
) v=1,2,.. T logn’
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230 TURAN P.

Azon sejtésemet, hogy (6. 4)-ben a jobb oldal egy n-tdl fiiggetlen dllanddval helyet-
tesithet3, ATKINSON? 1961-ben bebizonyitotta i-dal; Gjabb dolgozata, melyben ezt
1-ra javitotta, kozlés alatt dll az Acta Math. Hung.-ban. Ezzel helyettesitve (6. 4)-et
eredeti bizonyitdsomban, (6.2) alakja

1

20 1
(6. 5) [i] =l g

n

lett, azaz a Graeffe-1épések szdmdnak n-tSl valé fiiggésének sziikségessége a fels6
korldtban eltiint. Az als6 korldtndl ennek eltiintetése csak BUCHHOLTZ? egy szellemes
megjegyzése utdn volt lehetséges. Gondolatdt dltaldnosabban ugy lehet megfogal-
mazni, hogy bizonyos alkalmazdsokhoz célszeri a hatvanydsszegeket sulyozva
vizsgdlni. Az el6z6 vizsgdlatokban a stily mindig 1 volt; BUCHHOLTZ észrevétele abban
dllott, hogy (6.4)-ben célszerii az

_1
(6. 6) nv
stilyokat bevezetni. Tétele szerint (6. 3) normadlds mellett
-1 L 1 1
6.7 max n Y|+ ...+ = — e [>f].
) v=1,..,n I | : 2(V2 +1) 5

Ezzel helyettesitve (6. 4)-et, eredeti bizonyitdsomban a mdsodik szabdly a kovet-
kezB8képp ldthatd be. Vegyiik észre, hogy a (2. 9) alatt nyert S,-k a Newton—Girard
formuldk szerint a z;-gyokokkel oly mddon fiiggnek Ossze, hogy

6.8) 5= 32"
=t

Ha mdrmost v=v, egy olyan Kkitev3 (2. 10)-ben, melyre a maximum realizdlddik,
akkor

_1 1

jvge2m z, vi2m + ...+ Zy v1:2™ }vy-2m

= [l 1, - | I ] = ]zll:

(6.9) M*=|

ami mdris adja (2. 11)-ben az als6 becslést. A fels becsléshez haszndljuk (6. 7)-et, a

z; "
N .

Z

vélasztdssal, melyre a (6. 3) normalds nyilvén teljesiil. Ha v=v, azon kitevd, melyre
a maximum (6. 7)-ben realizdlddik, akkor

v2:2™ va:2™

s vy 2T
41 +2z3 + ... T2z, !vz 1

> —

1
2,2

& ATKINSON, ,,On power sums of complex numbers”, Acta Math. Hung. 12 (1961) p. 185—189.
2 J, D. BUCHHOLTZ ,,Sums of powers of complex numbers”. Journ. Marh. of Analysis and Appl.
17 (1967), p. 269—279.
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Vagyis
1
1 v2-2m

|z, < 52" D

b

azaz M* definicidja szerint '
|zy] < 527" M*. Q.e.d
A 1III. szabdly igazoldsdra elég megjegyezni, hogy B” sajdtértékei a 232" szdmok
és igy
(6.10) T,B = > %",
j=1

7. Térjiink rd mdrmost az V. szabdly igazoldsdra. Ez mutat egyes formai hason--
latossdgokat D. H. LEHMER egy algoritmusdval3, melynek a mienkt8] vald Iényeges
kiilonb6zGségét a 1épésszam korldtlansdga mellett az is mutatja, hogy annak matrix-
okra valé alkalmazdsa igen nehézkes volna. Jegyezziik meg*, hogy

19 -L 9
-~ 16 —
170 T 100

azaz az l. szabdly m=4-gyel a fortiori adja a

(7.1

2
10

egyenlStlenséget. Jelentse GV (j=0, 1, ..., 11) az V. szabdlyban adott jeldlésekkel a

(7.2 M=lz|=M

190 MO =zl = MO
(7.3)
Qj—1)n @2+
N ¥

gylirliszektort és tekintsiik ebben az (5.1) alatt definialt {{"-pontokat. Mint egy--
szerii geometriai meggondolds mutatja, GV le van fedve az

1 19 . T def
7.4 ey @] L9 e T odef 4 0)
(7.4) == M V4 +— - sin® 5 M

korvonalak hatdrolta korlemezekkel; (7.2) miatt tehdt z, ezen korlemezek vala--

melyikében benne van. Legyen tehdt j, ezen index; igy

(7.5 ]z,,—C}ll)] = IM®,

Amennyiben az f,({{") szdmok egyike sem O (kiilonben készen volndnk), az V.
3 D: H. LEHMER ,,A machine method for solving polynomial equations, Journ. of the Assoc..

for Computing Machinery, 1961. Mint cikkében irja, algoritmusa az IBM 704 géptipusaban realizal-

tatott €s sikeriilt eliminalnia a kerekitési hibdkat: ez a jelen algoritmus technikai realizacidjanal

hasznos lehet.
4 Ezen szdmadatért M. Hopxkins és J. J. HuBertnek (Univ. Alberta) tartozom kdszonettel..
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szabdlyban definidlt M{V-ek kozill {P-re, — egyenletiinknek ehhez legkizelebbi
gyokét z’-vel jelolve — (7. 2) alapjan

9 ,
(7.6) T MIP = 12— U= MP.

Ezt (7. 5)-tel egybevetve és tekintve z’ minimdldefinicidjdt adddik, hogy

9
10

M = 12— 0] = - L] = AMO.
Vagyis M) miniméldefinicidjdval
10

. W= MO,
.7 MW= 52
De ekkor a y, -index (5. 2) alatti definiciojabol — ha z(!) egyenletiinknek () ={)-
hez legkozelebbi gorbe — akkor

|20 (W] = MWD = 1—90/1M(°),
ill.

z® 10, M©
= gy
" és (5. 1) miatt
10
0.9 20 _|_200, 2 9"
) ¢ - 171 19 1

8. Tegyiik fel, hogy d=2-re

M© MO M-

8.1)
C(O)’C(l), ___’C(d—j.)

mdr definidlva vannak éspedig Ggy, hogy v=1,2, ..., (d—1)-re

(8.2) o =10 /1 MO-D, «
tovabbd  (|(M]= M(o) és 2=v=d—1-re)
19 10 10 "
) ) _ I e
(8.3) (W] = oM {1 - [9 ] [921 }

és egyenletiink alkalmas z@—V gydkére

2 pa-n < |z@-D _g@=1| 5 pa-n,

8.4) 0

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)
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Képezziik j=0,1,...,11-re a

190 M@0 = |z—{@-D| = M@-D
8.5 G
Zj—Dnr _ 2j+bh=n
P =arcz< TR
korgytirliszektorokat és a
19 ini
W — -1 4 27 prd-1,6
(8.6) (W =¢ +og MO Ve

szdmokat. A G{ tartomdnyok ismét le vannak fedve az
2= = AM@-Y

koérlemezekkel; (8.4) miatt z¢~1 ezek valamelyikében benne van. Legyen tehdt
Ja €zen index; igy
8.7 Iz(d-1) __C(J)I = AM(d_l),

Amennyiben az f,({{") szdmok egyike sem O (kiilsnben készen volndnk) az V.
szabalyban definidlt M @k koziil {¥-re — egyenletiink ehhez legkizelebbi gyokét
z”-vel jelolve — (7.2) alapjan

®.8) 5 M= 12—t = M.

Ezt (8. 7)-tel egybevetve és tekintve z” minimdldefinicidjdt adddik, hogy

9 - -
o Mid = 12 =0 = TP =P = MR,
Vagyis M@ minimadldefinicidjdval
(8.9) M@= ~1§0~/1M("‘1).
Tovébbi (8. 6)-bol
@] = | @D _E M@=,

felhaszndlva (8. 3)-at és (8. 2)-t nyerjiik, hogy

10 10 10 )¢
(8.10) (@] = <0>{1—9,1—.. [-94] —[Tl] }

De ekkor a p,-index definiciéjdbdl — ha z@ egyenletiinknek (@ =(@-hoz leg-
kozelebbi gyoke — akkor

d
2@ — (@] = MO = [1_90 ,1] MO,

2 MTA III. Osztdly Kozleményetl 18 (1968)




234 TURAN P.

i

azaz ebbdl és (8. 10)-bdl

Z(a) }
S 3
'c"” L19 10 1o )¢!
1———A— .. = 24
) 20 9 9 .
Igy
Zz@ 20(10 ) 9—104
Mint a

el6dllitdsbol rogton ldthatd (7. 4) alapjdn, hogy

81
A= 585>
mikor is
19 9-201 ’
azaz
z@ 9} 2
valdban.

A VI szabdly V.-bél (6. 10) figyelembevételével adodik.

9. Az algoritmus paraméterei a technikai kivitel optimalizdcidja szerint esetleg
mdsképp vdlasztandok meg; ezzel nem foglalkozunk, de megemlitiink néhdny
olyan kérdést, melyek az algoritmus gépi realizdcidjdval kapcsolatban mertiltek fel.

1. probléma. Legyen p,,p,, ..., ps 2z elsé 25 primszdm, tovdbbd s és f két
adott pozitiv egész (f ,,nagy”) és

25
a= [ p,.
v=1

Az ismeretlen pozitiv { szdmrdl tegyiik fel, hogy tudjuk, hogy {# egész szdm, mely
<a és ugyancsak ismerjiik azon A, egészeket, melyekre

¢=h,mod p,, O=h,<p,,
v=1,2,...,25
Ezekbdl persze £f a kinai maradéktétel alkalmazdsdval egyértelmiien meghatdroz-
hatd és utdna elvben ¢ gyokvondssal meghatdrozhato. A kérdés azonban épp az,
hogyan lehetne £-nek elsé s tizedes jegyét & elSzetes meghatdrozdsa nélkiil meg-

hatdrozni a 4, (legfeljebb kétjegyli) szdmokbol és S-bol?
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I1. probléma. Legyen s<I és tekintsiik az

Alel +A2vX2+... +A",Xl = 0
©. 1)

v=1,2,...,8

homogén linedris rendszert, ahol az 4,,-k és X;-k nxn-es komplex elemii matrixok.
Hogyan lehet egy nemtrividlis megolddst (amely nyilvdn létezik) kdzonséges linedris
rendszerré vald dtirds nélkiil algoritmikusan megadni?

II1. probléma. Lehet-e az V. szabadlyt igy mddositani, hogy az (1. 1) egyenlet
valamelyik gyoke helyett egy legkisebb abszolut ériékii gybokére adjon kozelitést?

IV. probléma. Lehet-e a VI. szabdlyt alkalmas hatdrdtmenettel integrdlopera-
torok sajdtértékeire kiterjeszteni?

Eldbbiek alapja lényegileg az I. szabdly volt, tehdt az algebrai egyenlet maxi-
malis és minimadlis abszolutértékii gyokeire vonatkozott. Stabilitdsi vizsgdlatokban
azonban hasonld jelent§sége van a legnagyobb valds rész vagy, (ami ekvivalens
feladat) a maximadlis képzetes rész kozelitd meghatdrozdsdnak. Erre vonatkozdlag
csupdn a D. Rernoulli-féle gondolat legegyszeriibb formdja van kidolgozva ,,On the
approximative solution of algebraic equations” c. dolgozatomban, mely (szdmos
sajtohibdval) a Publ. Mathem. Debrecen 2. kotetében jelent meg. Eszerint, ha
H,(z) az

e~ H,(z) = (= 1)"(e=*")™

dltal definialt m-edik Hermite-polinom és az f;,(z) =0 egyenlet gyokeit (2. 1) helyett

Umz\=Imz,|=...=|[mz,]
szerint indexeljlik, akkor

9.2) [Imz,_,| < Im|z,|
esetén_az
(9' 3) Um = Z'l Hm(zj)
i=

szdmokkal, (melyek nyilvdn az a;, egyiitthatok raciondlis egyiitthatds polinomjai)
fennall a

o r [1 +%]
9.4 clim —=log ||U,)| =—=———=~| = [Imz,
0.4 Jim 10 ||V 35 | =

]
limeszreldcio. Ezutdn tehdt kézenfekvé az Osszefoglald jellegii
V. probléma. Hogyan alakul az elébbiekben kifejtett elmélet hatvanyosszegek
helyett a (8. 3) alatti U,, kifejezésekkel? .

2* MTA III. Osztdly Kdézleményei 18 (1968)
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