EGERVARY RANGCSOKKENTO ALGORITMUSANAK
TOVABBFEJLESZTESE

irta: TEVAN GYORGY

’

EGERVARY rangcsdkkentd algoritmusa lehetévé teszi a linedris egyenletrend-
szerek dttekinthetd numerikus megolddsdt matrixalgebrai titon, tovdbbd nagy segit-
séget nyujt a projektormatrixokkal kapcsolatos szdmitdsokhoz és ezzel dsszefiiggés-
ben matrixok Jordan-transzformdcidjanak numerikus meghatdrozdsdhoz. Mind-
azondltal a linedris egyenletrendszerek megolddsdt az [1] cikkben k6zo6it modszernél
is nehézkessé teszi az, hogy az ismeretleneket a fels§ trianguldris matrixbél még
kiilon ki kell szamitani: az algoritmus nem teljesen matrixalgebrai. Tovdbbd a
Jordan-transzformdcio kiszamitdsdra adott modszer [2] — bédr az eddigieknél egy-
szerlibb —, még mindig elég bonyolult.

Ez a cikk az ismertetett hdtranyokat a rangcsokkentd algoritmus tovdbbfej-
lesztése utjan kiiszoboli ki. Az egyenletek megolddsdra tiszta matrixalgebrai (tenzor-
algebrai) algoritmust ad, matrixok (tenzorok) Jordan-transzformdcidjdra pedig olyat,
amelynél nem kell felhaszndlni a Hermite-féle polinomokat és nincs sziikség bizonyos
egyiitthaték rekurziv kiszamitdsara. E cikkben EGERVARY tételeit is ismertetjiik,
tenzoros alakban. A késébbi magyardzatok tehermentesitésére ezeket — az eredeti-
t6} eltéré modon — bizonyitjuk is. Igy egyben egyszerlibb bizonyitdsokhoz is jutunk.

Fogalmak, elnevezések, jelolések

A cikkben nem metrikus #-dimenzids linedris vektortérben [4], [5], [6], [7] és a
hozzdrendelt konjugalt vektortérben [5], [6] operdld vegyes [7] tenzorokkal dolgozunk,
amelyekkel az eredeti vektortér x, v, 3, ... vektorait ,,jobbrdl”, a konjugdlt vektortér
i, v, w, ... vektorait ,,balrél” szorozva az eredményvektor a tényezdvektorok terébe
esik: pl. n =Ax és b =uW. A diadikus szorzdst kor jeloli, az egységtenzor jele pedig 3.

A cikk haszndlja az 2 tenzor jobb oldali ill. bal oldali nullalterének és érték-
tartomdnydnak fogalmat [6]; a nullalterek x, ill. 1, vektoraira x,=0o ill. 1A =0o.
Az értéktartomdny az x ill. az u vektorok halmaza, mikdzben x ill. u az egész
vektorteret befutja. Az irodalomtdl eltérGen az értéktartomdny helyett a szorzat-
altér elnevezést fogjuk haszndlni, e halmaz altérjellegének, valamint annak kihang-
sulyozdsdra, hogy elemeihez vektorokkal vald szordssal jutunk. Az 9 tenzor jobb
oldali szorzatalterét S()-val, a bal oldalit S’(2)-val, jobb oldali nullalterét N ()-
val, a bal oldalit N"()-val fogjuk jeldlni. Ismeretes [6], hogy S(A) és S"(A) koz6s
dimenziészdmdt az U tenzor ¢(A) rangjdnak, N () és N’ (A) kozds dimenzidszdmdt
az U tenzor ranghidnydnak, nullicitdsdnak nevezik és ez n— o () értékii; ezenkiviil
S7(AY L N(A) és N (W) L. S(A). Az N tenzor invaridns alterén oly R alteret értiink,
amelyre x C R esetén x C R, [4], [5), [6], [7]. Kénnyen beldthato, hogy S(?0), S’ (),
N@), N'(W) az A tenzor invaridns alterei.
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A cikkben kiilon nevet, a redukdlt-tenzor nevet adjuk az olyan B tenzornak, amely
sajdt szorzatalterét dimenzidcsdokkentés nélkiil viszi dt, tehdt amelyre S(B2)= S(B).
Ebbbl kovetkezik, hogy S(B)NN(B)=0, mert ha volna olyan =z, =0, hogy
%, C S(B) és x, C N(B), azaz x, =Bx, és Bx, =o, akkor S(B2)c S(B) lenne. Az
SMB)NN(B)=0 kapcsolatbol kovetkezik az ortogonalitdisok miatt az S"(B)
NN’ (B) =0 6sszefiiggés és ebbdl azutdn az S’ (B2) = S'(B) egyenldség is. A redu-
kdlt-tenzor elnevezést az indokolja, hogy az ilyen tenzor hatdsa szorzataltereire
redukdlodik; (nulla-sajatérték{i Jordan-blokkja diagonal-blokk).

A projektor — a redukdlt tenzor kiilonleges esete — szorzatalterének vektorait
véltozatlanul, egységtenzor modjdra viszi dt, tehdt a P projektorra P(Px) = Px
bdrmely x-re, és igy P2=P [2], [6], amibS] (uP)P =uP, tehdt bal oldali szorzat-
alterének vektorait is viltozatlanul viszi 4t. Minthogy S(B)NN(P)=0, azért a
tetsz8leges x vektor egyértelmiien felbonthaté x = xg+xy mddra, ahol xg S(R)
és xS N(P), ésigy Px = Pxg+Pxy = x5+ O =x. Tehdt a projektort (egyik
oldali) szorzat- és nullaltere, vagy az ortogonalitdsok figyelembevételével két szor-
zataltere (vagy két nullaltere) egyértelmiien meghatdrozza.

Egervary tételeinek egyszerii bizonyitasa

I. TETEL.
Ay, o0, A
v, Ay, R
Bizonyitds. Ha xy, =o, akkor A x, =0, tehdt NQRHE N(A,). Tovdbbd Ay, =0

és Ay, =o, tehdt NA)cC N(A,). Mdsrészt N(A,) dimenzioszdma csak eggyel
lehet nagyobb N(A) dimenzidszdmdnal, meit n,c N(U,) esetén kell, hogy

v, Ay
A [1)0—1:19—{‘)—?— 1)1] =0

azaz 1), nem lehet linedrisan fiiggetlen az N(2U) vektoraival és y, -gyel generdlt altér
vektoraitdl. Igy az A, tenzor nullicitdsa éppen eggyel nagyobb, rangja eggyel kisebb
az U tenzoréndl. Qu. e. d.

Ha A, =A— (0, Wy, #0), akkor o(A)=pAM)—1.

Megjegyzés. Az N, tenzor nullalterei éppen az v, ill. v, segédvektorral béviilnek
az A tenzor nullaltereihez képest.
Kovetkezmény. Az
Wy 1900, Ay
0 Wy 1,

A, =AW, — ;0 Wp=NA
rangcesokkentd algoritmust egymds utdn alkalmazva, mindig eggyel kisebb rangu
tenzorhoz jutunk. Ha o () =r, akkor r 1épés utdn a zérusrang O-tenzorhoz jutunk:
A =90. A levont r-szdmii diad 6sszege tehdt éppen az U tenzorral egyenld: olyan
algoritmust kaptunk, amellyel az 2 tenzor rangszdmdval egyenldé szdmu diadra
bonthatd.

Az 1. tétel megjegyzése alapjan vildgos, hogy a segédvektorok az algoritmusba
valé bevondsuk utan kapott valamennyi tenzor nullalterébe keriilnek, tehdt 2y, = o,
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Wy Y=o, W, 20,=0, ..., é hasonldan p, A, =o, v, WA, =0, 1, A ,=0,....
Igy tehdt nem tudunk bevonni az algoritmusba oly segédvektort, amely az el6z6leg
bevont (ugyanolyan oldali) segédvektorok linedris kombindcidja, mert a diad egyik
vektora és a nevezd O-va vilnék; az algoritmusba bevonhatd segédvektorok linedrisan
fiiggetlenek.

I1. TETEL. A rangcsokkentd algoritmus az egységtenzort teljes, a projektorokat
nem teljes biortogondlis rendszert alkoté vektorok diadjainak dsszegeként dllitia elb.
Az 3B projektor diadikus felbontdsa teljessé egésziti ki a B projektor diadikus
elbontdsdbdél adddé nem teljes biortogondlis rendszert.

Bizonyitds. A P projektor a rangcsdkkenté algoritmussal o(R)=k-szamu
diad Osszegeként adodik:

P =3,0w +3,0w?+... +3, 0wk
Ebbdl
Pr = (0'2)3, + W 2) 3, + ... +(Wrx)3,,

és igy a P projektor jobb oldali szorzatalterét a linedrisan fiiggetlen 3;, 35, ..., 3«
vektorok generdljdk. A projektor definiciéja szerint tehdt

$3j=3j (j:1527-~~3 k)’
ami legutobbi egyenidségiink szerint csak dgy dllhat fenn, ha
w'3; = 6%

Ha k <n, a biortogonalis rendszer nem teljes, ha k =n, tehdt =3, akkor a kapott
biortogondlis rendszer teljes.
Ko&nnyen beldthato, hogy

(3% =3-P, SC-P) =NP) é NEGS-B) = SCP),

tehdt 3—P n—o(B) = n—k rangl projektor. fgy a rangcsékkentd algoritmussal
a biortogondlis vektorokbdl dllo :

I—P =gy 0w 430w 24 43,000

felbontds adodik, amelyhez a P projektor felbontdsdt hozzdadva a bal oldalon
3-t kapjuk, a jobb oldalon pedig n-szdmu diad Osszegét; ennek vektorai ily mddon
teljes biortogondlis rendszert alkotnak. Qu. e. d.

HI. TéteL. Ha
\B1+$2+"'+‘Bk :3, és ~‘Biq3j=‘0 (I;é.]),
akkor a B, R,, ..., B, tenzorok projektorok, és

e(B)+e(P)+...+e(B) = ¢(d) = n.

Bizonyitds. A tétel els6 egyenl8ségét 33,-vel szorozva és felhaszndlva a mdsodikat
P2 =P, adédik, igy P; projektor. Mdsrészt a I1. tétel szerint a P,, ¥,, ..., B,
projektorok egyenként nem teljes biortogonalis rendszert ado vektorokbdl alkotott
e(B,), a(B,), ..., o(B,) szdmul diad 6sszegeként dllithatdk elé. E vektorrendszerek
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egyiittvéve a P,P; =0 (i) kapcsolat miatt ugyancsak biortogondlis rendszert
alkotnak és a P, + P, + ...+ P, = T Osszefiiggés kapcsdn reljeset, ezért

o(B)+e(PB)+...+e(PB) =n Qu.e. d

Megjegyzés. A 111. tétel a kovetkezd viltozatban is érvényes:
Ha B, +P,+...+B, = 3, és a B, tenzorok projektorok, akkor

0B+ ePB+...+0(PB) = ¢(F) =n

és i=j esetén PP, =0.

Egy tenzor (els6) skaldrinvaridnsa, nyoma ugyanis diadjai nyomédnak Osszege
és xou nyoma xu, tehdt a II. tétel felhaszndldsdval a B projektor skaldrinvaridnsa
éppen o(W). Igy azutdn a modositott tétel elsé Osszefiiggése mindkét oldaldnak
nyomadt véve megkapjuk a mdsodikat. A projektorok diadikus felbontdsa ily médon
egyenként nem teljes, Osszességiikben teljes biortogondlis vektorrendszert ad; a
kiilonboz6 projektorok diadjainak jobb és bal oldali vektorai tehdt ortogondlisak,
ezért azutdn fenndll a harmadik egyenl8ség is. Qu. e. d.

Az elsé iranyitott algoritmus

A rangcsokkentd algoritmus e cikkbeli tovabbfejlesztése abban 4dll, hogy a
segédvektorokat meghatdrozott mdédon vessziik fel: az algoritmust irdnyitjuk.

1. TETEL. Ha a O ranghidinyta W tenzorra a rangcsékkentd algoritmust oly médon
alkalmazzuk, hogy az egyik, pl. a bal oldali v, segédvektorokra v,C S(B) legyen,
akkor a leheté legtobb diad levondsa utdn kapott I maradéktenzorra:

S (M) = N(B).
(Az 1. tétel kovetkezményének jeloléseivel M a legnagyobb k-indexd A, tenzor).

Bizonyitds. Az 1. tétel kdvetkezményében Kkifejtettek alapjan vildgos, hogy a
linedrisan fiiggtelen v; vektorok révén S’ (B)c N’ (IR). Minthogy azonban N’ () =0,
azért S'(B)=N’(M), és igy az ortogonalitdsok miatt N(B)=S(M). Qu. e. d.

Megjegyzés. Ha az 1. tételben A =T, akkor a II. tétel szerint Osszegiil az I —M

tenzort add levont diadok vektorai biortogondlisak, igy I—9 és vele egyiitt
JI—(3-9) = N projektor.

Alkalmazdsok

a) Linedris egyenletrendszer megolddsa

Csak homogén egyenletrendszerrel kell foglalkozni [1]. A Bx =0 egyenletrend-
szer megolddsdhoz a B matrixd tenzor nullalterét keressiik. Az 1. tétel alapjdn az
E egységmatrixra (az 3 tenzor matrixdra) olyan rangcsdkkentS algoritmust alkal-
mazunk, amelynél a segédvektorok rendre a B matrix sorai:

v;=¢,B=b,. (e;-vel ill. ef-gal az E egységmatrix i-edik oszlopvektordt ill.
sorvektordt jeldljiik). Az egységmatrix helyett bdrmely nem szinguldris matrixbol
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is kiindulhatndnak, igy azonban kényelmesebb szdmolni. A megolddsvektorokat
a maradékmatrix tovabbi — most mdr megkotés nélkiili — diadfelbontdsanak oszlop-
vektorai adndk. Ezt a felbontdst azonban madr elkeriilhetjik. Ha ugyanis az algorit-
mus y; segédoszlopvektorait az e; oszlopvektorok kéziil vdlasztjuk, akkor e;c N(M)
kapcsdn Me; = O tehdt a maradékmatrixnak annyi o oszlopvektora lesz, amennyi
a ranghidnya; a maradékmatrix t6bbi oszlopvektorai adjdk a homogén egyenlet-
rendszer megolddsrendszerét. '

1. példa
[ 1 2—-1 0 1
1 2 0 3-1
B=| 0-2~-1 3-2|; Bx=0; x=21?
-1 1 4 0-1
[ 2 0-5 3 o]
1|1 2—1t o 1] Jo—-2 1 0-1]
0 01 0 0 O
%
P, =E Ei;l};’éEzE—%o =|0 0 1t 0 Of;
1 0 0 0 01 O
lo] o 0 0o o 1]
b3P,e, = 0, ezért e,;-at vélasztjuk.
1[0 0 1 3-2]
0
_ Pye;b;P, 1 _
Pe= P ipe, P! N
0
lo] -
0-2 0-3 1]
01 0 0 0 .
={o 0 0-3 2|; P,=P, P%f;,bl—ri_
00 0 1 0 at2m2
0o 0 0 0 1
[-2][0-2 0 6—-4] [0 0 0-9 5
1 0 0 0 3-2 ‘o
:Pz—é 0 =0 0 0-3 2[; 211;323’
0 0 0 0 1 O st
| ol [0 0 0o o 1}

Tehdt M =P;, a megoldds a P, matrix utolsé két oszlopvektoranak linedris kom-
bindcidja.
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b) Egy nem szinguldris matrix inverzének kiszamitdsa
Nyilvdnvald, hogy ha a nem szinguldris, #n-dimenzids C matrixszal a

C .
; -1
B T (T S
[ o o |
matrixi egyenletrendszerre alkalmazzuk az a)-ban leirt algoritmust, — iigyelve

arra, hogy a 2n-dimenzids egység-matrixnak csak az els6 n oszlopdabdl vilasszuk
a segédoszlopvektorokat, akkor maradékmatrixként a kovetkezét kapjuk:

¢) Minimdlpolinom meghatdrozdsa

Az A-matrixu tenzor minimalpolinomjanak meghatdrozdsdira KrULOV modd-
szerét [3], [4] haszndlva, képezziik eléggé dltaldnos kezd8 z oszlopvektorral a (bal-
rol jobbra haladva) z, Az, A%z, ..., A"z oszlopvektor(, alulrdl o sorvektorral kiegé-
szitett n+ 1-dimenziés B matrixot. Mint ismeretes, a minimdlpolinom egyiitthatoit
a Bx=o0 egyenletrendszer azon megolddsoszlopvektora adja, amelynek utolsd
komponensei koziil legtobb a 0, és utolsé nem 0 komponense 1. Ha tehdt a B mat-
rixra az a)-ban leirt algoritmust alkalmazzuk — {igyelve arra, hogy a vdlaszthaté e;
oszlopvektorok koziil mindig a legkisebb indexiit valasszuk segédoszlopvektorok-
nak —, akkor a maradékmatrix elsé nem o oszlopvektora adja a minimalpolinom
egylitthatoit.

2. példa. Meghatdrozandé az

[ 2 -28-43 59 12]
2 —17 -26 34 8
A=}{-1—-1-2 5 0| matrixt tenzor
0-—-10-16 23 4
[ 1 6 11-16 -1}
minimdlpolinomja!
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A Krillov-médszer kiinduldsi vektordul a z*=[l, 1, 1, 1, 1] z oszlopvektordt

valasztva

a B matrix:
(1 2 4 7
1 1 3 7
1 1 0-=2
1 1 1 1
1 1 2 4
0 0 0 O
[1]]1
0
Ee,b*E 1]o
Pi=E— ke, “E7T]o
0
0]
[0 -2 —4 —7 —11 —16]
01 00 0 O
{00 1 0 o0 of
“lo o 01 o of
0 0 0-0 1 0
0 0 0 0 0 1]
=2]fo-1-1 0 2
1
1 0
=Dl oo
0
| o]
o]
—1
P,e,b%P, 1 1
=P b3P,e; Pz-g
[0 0 0—-1-3 —6]
0 0 0 3 8 15
_|0 0 0-3-6-10f
“lo o 01 0o of
0 0 0 01 0O
0 0 0 0 0 1]

(== R e e

11 16]
13 21
-5 -9
1 1)
7 11
0 o]
2 4 7 11 16]
Pie,b; P,
Pa=Pi= ", =
51 [o 0-2-7—-15—26]
0 0-1 0 2 5
oo 1 0 o o
10 0o 01 0o o
0 6 0 0 1 O
0 0 0 0 0 1
[0 0-3-9—-18 —30]
biP, =0,
biP, =0, M=P,.
b:P, = 0.

Tehdt a minimdlpolinom: —1+4+31—-342413 = (1—1)3.
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3. példa. Meghatdrozandé az
1 1 1 0
01 0 1
-1 0 1 1
0-1 0 1
matrixil tenzor miniméipolinomja!
[1 3 6 6 —4] [0-3-6-6 4
1 2 2 0 —4 . 01 0 0 0
B=|1 1-2-10 -20]; P1=E—1§—Ebil§= 0 0 1 0 0l;
1 0-2 —4 —4 R 0 0 0 1 0
00 0 0 0 [o 0 o o 1}
0 0 6 12 4]
0 0—-4-6 0
*P -
P2=P1—%%%—i= 00 1 0 0f;
2t 1r2 0 0 0 1 O
0 0 0 0 1]
biP,e; = 0, ezért e; helyett e -et vélasztjuk:
[0 0 6 0 —44]
0 0—4 0 24
*
P3=P2—E%ZPZ= 00 1 0 of
3t2ve 0 0 0 0 —4
0 0 0 0 1
0 0 0 0 4]
0 0 0 0-38
*
P4=P3—F;—f%l’v‘:353= 0 0 0 0 8|; btP,=0; M=P,.
47 3%3 0 0 0 0-4
0o 0 0 0 1]

A minimdlpolinom tehdt 4—84 + 842

43Nt = (A2 =21+ 2)2

A masodik iranyitott algoritmus

2. TETEL. Ha a rangcesokkentd algoritmust egységtenzorra oly médon alkalmaz-
zuk, hogy az v, és v; segédvektorokra vy, S(B), v, S’ (B) legyen, és a B tenzor

redukdlt, akkor az I maradék-projek

torra a kdvetkezok dllnak fenn:

S@Y=N®B)Tés S’ M) =N'(B).
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Bizonyitdas. Az 1. tételhez képest annyi az eltérés, hogy a segédvektorokat
mindkét oldalon a leirt mddon vessziik fel, és igy a maradéktenzorra kapott dssze-
fliggés is mindkét oldalra fenndll, feltéve, hogy a B tenzor redukalt Ha ugyanis
a ‘B tenzor nem lenne redukdlt, akkor az

SEBYNNB)=K(B), S'(B)NN'(B)=K'(B)

SBN\K(B)=5,(B) é S'(B\K'(B)=51(B)
jelolésekkel az algoritmust el6szér az y,c S;(B), v,c S1(B) segédvektorokkal
hajtva végre az S,(B) dimenzidszdmédval egyenlé k — 1-szdmu diad levondsa utdn
a B,_; projektort kapjuk, és az y, < K(B), v, K’'(B) segédvektorokkal mar nem
tudndnk folytatni az algoritmust, mert y, L v;;

9 CK(B)CN(B) L S1(B)=N"(Pi-1),
DS S(PBeo1)s Prm D=4,

tehdt v, P, _ 19, =09, =0, a nevezd O-vd vdlna. Qu. e. d.

és igy

Megjegyzés. A bizonyitdsbol kovetkezik, hogy a 2. tétel szerinti algoritmus
alkalmas annak eldontésére, hogy a B tenzor redukdlt-e: ha az algoritmus ugy
szakad meg, hogy csak a nevezébe keriilne 0, akkor a B tenzor nem redukdlt.

Alkalmazds

A tér felbontdsa az W tenzor sajdtértékeihez tartozd bal és jobb oldali invaridns
alterekre.
Az U tenzor A; sajdtértékéhez tartozd invaridns alterek:

NIA—4,3)5] & N[A—43)],

ahol 5; az U tenzor minimdlpolinomjdban a 1, sajdtértékhez tartozé kitevé. Az
(U — 2,3) tenzor redukdlt, mert a A;-hez tartozé minden févektort megsemmisit,
a A;7J,; sajdtértékhez tartozdkat pedig az

QA= 4,3 = [(A—1,;3)+(4,;— 1) I

Osszefiiggésnek a binomindlis tétellel kifejtett alakja kapcsdn ugyanazon sajatérték-
hez tartozokba viszi dt; igy

N[Q— 2,310 S[A—4,3)%] = 0.

Tehat a 2. tételt az (A — 4, \s)sl tenzorra alkalmazva a kapott IR, projektor szorzat-
alterei éppen a keresett invaridns alterek. A szamitds lerov1d1theto, ha az algorlt-

must M, meghatdrozdsdtdl kezdve nem az egységtenzorral, hanem az 3 — Z*J.R
p=1

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)



246

TEVAN GY.

tenzorral kezdjiik. Erre a lehetdséget a >, =T Osszefiiggés fenndlldsa és a TIL

tétel adja meg.

4. példa. Hatdrozzuk meg az

[

21
1

2

2 15

A —1 0
0o 7
1 4

37 —54 —6|
26 —40 —4
0 3 0
12 16 —2
7 11 —1

matrixil tenzor sajdtértékeihez tartozé invaridns altereket! A tenzor minimdlpoli-

nomja — a szdmitdst mellézve —:

A—12(A+ 1) +2).

}.121, Sl =2;
[0—-87 —144 201 30]
0—-58 —96 134 201
B=QA-E¥=(0 0 0 0 O0f;
0-29 —48 67 10
\ 0 -8 —12 16 4]
A Be; =c¢; és ef B = b; jeloléssel
[2 30 45—-60—15]
0 22 30—40—10
X
P1=E—E£f£§£=% 0o 0 2 0 O
55Cs 0 10 1518 —5
lo 4 6 -8 o0
[1 3 6-9 o]
0 3 4-6 0
%
P2=P1—Fl1)%bip-‘= 00 1 0 0f;
+H16 01 2-2 0
0 2 3-4 0]
P,c, =0, P,c,=0,
PzC3 = 0, Tehé.t Ml = P2.

MTA I111. Osztdly Koézleményei 18 (1968)
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A, =—1, 5,=1; most tehdt
[ 3 21 37 -54—6]
2 16 26 —40 —4
B=A+E=|-1 0 1 3 o0f;
0 7 12-15-2
l 1 4 7-11 0

0-3—-6 9 0
0-2-4 6 0
E-M,=P,=[{0 0 0 0 Of;
0—-1-2 3 0
[0—2-3 4 1
0 12 18 —24 —6]
0 8 12-16—4
*
P, =P, Pl%!’i?i_ 0 0 0 0 o
4362 0 4 6 —8-2
0 -2 -3 4 1
—4 -5
P4CI=0, . [2][0 2 3 ]
Pyc; =0, _ _
P, — 0, fgy M,=P, = (2) ‘
, P4C5=0. _1
Ay=—2
[0—-15-24 33 &6 [3][0 =5 =8 11 2]
0—-10—-16 22 4 2 ‘
M;=E-M,—-M,=|0 0 0 0 o}=]|o . :
0 -5 —8 11 2 1
[o o o o ol o

Tehdt a 4, €s A; sajdtértékhez egy-egy sajdtvektorpdr tartozik, a A, sajdtértékhez
tartozd, M, -gyel jellemzett altér pedig tobbdimenzids. (Ennek az altérnek tovdbbi
felbontasdval a 6. példdban foglalkozunk.)

A harmadik iranyitott algoritmus
3. TETEL. Legyen {; ill. b, az W tenzor A sajatértékéhez tartozé jobb oldali ill.
bal oldali k-hosszusdgi févektoridncdnak (8] i-edrendii févektora, és R oly projektor,
amelyre §,C S(P) és h,c S’ (V); (i=1,2,...,k). Haa B projektorra olyan rang-

csokkento algoritmust alkalmazunk, amelynek y, és v, segédvektoraira v;,=T,.1-;

MTA III. Osztdly Kozleményei 18 (1968)
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és v;=h; (i=1,2,...,k), akkor a levont diadok jobb oldali vektorai megegyeznek
a felvett §y . _; fOvektorokkal, bal oldali vektorai pedig a by, fovektorok dltal generdlt
altérbe esé, az §,.1_; jobb oldali févektorokkal biortogondlis rendszert alkoté b bal
oldali févektorok.

Bizonyitds. Minthogy h;R=Dh;, a b1, b3, b3, ... egymds utdni képzése alapjdn
vildgos, hogy ezek a b, vektorok linedris kombindcidi. Tovdabbd, ha az algoritmust
tetszSleges segédvektorokkal tovabbfolytatndnk, akkor a P projektor II. tétel sze-
rinti felbontdsdhoz jutndnk; igy a felbontds barmely része is (nem teljes) reciprok
rendszer, az egyes lépéseknél kapott tenzorok pedig projektorok. Madsrészt a f6-
vektorldnc képzése szerint

fiom = A=A, és b, =h(A—-AJ)*"*

(p=12, ..., m),

Dy fxem = De (W —AZ)+m=rf, = 0.

tehat

Igy fuom LB, D, ..., b,. Az m 1épés utdn kapott P,, projektorra az I. tétel kovetkez-
ményében leirtak alapjan N'(B,)=N"(P)UH,,, ahol H,a b, b,, ..., b, vektorok
dltal generdlt altér. Minthogy

fk_mCS(sB)_LN’(EB) éS Tk—m—LHms
azért
Tk—m L N/ (“Bm)’ tehét Tk—m c S(qsm)9

R,feem=Tc_m, a jobb oldali févektorok véltozatlanul keriilnek be az algoritmus
diadjaiba. Qu. e. d. '

Alkalmazas

erar

tor, amelyre
S(N) = N[(AW—A3)]

S7() = N’[(AW—A3)7],

ahol s a A sajdtértékhez tartozé minimdlpolinomkitevd. (V. a 2. tétel alkalmazdsdval.)
Az I szorzataltereib6l olyan vektorpdrt vdlasztunk ki, amelyeket (U —AJ3)~!
nem semmisit meg. Ezekbdl az s-edrendli févektorokbdl A — A3-vel valé beszorzd-
sokkal kiszdmitjuk az s hosszasdgu jobb és bal oldali févektorldncot és M kiinduldsi
tenzotral alkalmazzuk a 3. tételt. Ezutdn a maradék projektorral és annak szorzat-
altereiben levs leghosszabb jobb és bal oldali févektorldnccal ismét elvégezziik a
szamitdst stb. Végiil a maradék projektor O lesz, tobb févektorldnc nincs. A kapott
biortogondlis fGvektorrendszer (egy adott bdzisban) az egyik lehetséges keresett
transzformdcids matrixot adja.

MTA III. Osztdly Kézleményei 18 (1368)
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5. példa. Szamitsuk ki a 2. példdban megadott tenzor Jordan-transzformacidjdt!
A 2. példa szerint a minimdlpolinom: (A — 1)3. Egyetlen sajdtérték van, tehdt M, = 3.

[ 1-28-43 59 12
2-18—-26 34 8
A-E=|-1 -1 =3 5 o0f;
0-10—16 22 4
[ 1 6 11—-16 —2]
[0] [-28 1]
1 —18 2
V3=]0|; Y2=(A-E)y;=]|-1{; yhu=A-E)y,=|-1[;
0 —-10 0
0] 6] [ 1]
Vi=[0 0 I 0 O
v3=v;(A-E)=[-1-1-3 5 0];
vi=vi(A—E)=[ 0—-1-2 2 0];
[o][o-1-2 2 o] [t 0 0o o o]
1 0 0-2 2 0
%
P1=E—£vy*3g—‘E=E+o =lo 0o 1 0 of;
153 0 00 0 1 O
lo] 0 0 0 0 1
[-28][-1 0-1 3 0]
—18
P,y,viP ¥y, V5P
P,=p, ——1Y2¥2b1 _ _¥2 1 P, +| —1 -
2 ! v2Piy, YooYy, ' —10
ol
[ 29 0 28—-84 0]
18 0 16—-52 0
=l 1 0 2 -3 of;
10 0 10-29 0
-6 0 —6 18 1
][t o 2-3 0] [ 30 0 30-87 0]
P 2 20 0 20-58 0
P,=P,— Y12 _p [ =1 00 0 0 0©
V31 0 10 0 10-29 0
| 1] -5 0 —4 15 1]

3 MTA IIl. Osztély Kozleményei 18 (1968)
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[o] [ 12
0 8
z; = Pies = |0}; z;,=(A-E)z, = 0t
0 4
1] -2

wi=[10 0 10 -29 Q]

wi=wi(A-E)=[0 0 4 2 4]

A mdsodik févektorldnc ketténél nem lehet hosszabb, mert az 6sszes dimenzidszdm

o [o][0 0o 4 2 4]

0
_p,_Z2WiPs _p 1 _
Py=Py—— 5 "> =Ps— |0 =
[1]
[ 60 0 60 —174 0]
| 40 o 40-116 0
=5 00 o 0 of
20 0 20 —58 0
|[-10 0-10 0
[10 0 10 -29 0]
%
P5=P4—%ZZP—4 = 9.
2481 4

Tehdt egy hdrmas és egy kettes hosszusagli févektorldnc van. Igy

2-28—-43 59 12]
2-17-26 34 8
A=]|-1 -1 =2 5 0f=

0—10—16 23 4

6 11 —16 —1

[ 1-28 0 12 o][1t 1 0 0o o] [-4 0-8 12 0]
2-18 1 8 ol o 1 1 0 o0f [4 0 4-120
=|-1 -1 0 0 oJfo 0 I 0 0| 0 4 8 -8 Of
0-10 0 4 oljo 0o o 1 1 10 0 10-29 0©
l 1 6 0 -2 1]lo o o 0o 1] [ o 0 4 2 4f

MTA IIl. Osztaly Kiézleményei 18 (1968)
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6. példa. Fejezziik be a 4. példaban megadott tenzor Jordan-transzforméciojdt!
A ;=1 sajdtértékhez tartozé projektormatrix:

[t 3 6-9 0] 1 21 37 —54 —6]|
0 3 4-6 0 2 14 26 —40 —4
M;=(0 0 1 0 0|; A—E=|-1 0 -1 3 of;
01 2-2 0 0 7 12-17 =2
lo 2 3-4 o] 1 4 7-11-2]
[1] 1
0 2
;=25 Y2=Me,=|0]; y;=QA-E)y,=|-1[;
' 0 0
0 1
Vi=etM, =[0 2 3—4 0],
vi=viA-E)=[1 0 1 -3 0]
[11[1 o 1-3 0] Jo 3 s5—6 0]
0 0 3 4-6 0
*
p=M,~ M 1 =lo o 1 0o of;
172 0 0 1 2-2 0
0 0 2 3-4 0
yiv2 Py
Ps =P viy, ¢
[ 1]lo 2 3-4 o] Jo 1 2-2 o]
2 0-1-2 2 0
P, =P,—|-1 =0 2 4-4 o=
0 0 1 2-2 0
| 1 0 0 0o 0 0

3% MTA 111, Osztdly Koézleményei 18 (1968)
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Tehdt M, egy Kettes és egy egyes hosszasdgu févektorldncot tartalmaz. fgy — fel-
haszndlva a 4. példa eredményeit is —

2 21 37 -54 -6
2 15 26 —40 —4

0 7 12-16 -2
1 4 7-11-1
1 11 6 3]t 1 0 o o][o 2 3-4 0]
2 0-1 4 2/{o 1 0o o of|lt o 1-3 of
=|-1 0 2 0 ofjJo o 1 0 o|]l]o 1 2-2 0
0 0 1 2 1f/{o 0o o—1 ofjo 2 3-4-1
1 0 0-1 0jfo 0 0 0-2]]lo—-5-8 11 2
IRODALOM

[1] EGErRVARY J.: Matrixok diadikus eldallitdsan alapulé modszer bilinearis alakok transzformacio-
jara és linearis egyenletrendszerek megoldasara, MTA Alkalmazott Matematikai Inté-
zetének Kozleményei 1I. kotet 1953.

{2] J. EcErvAry: Uber eine konstruktive Methode zur Reduktion einer Matrix auf die Jordan’sche
Normalform, Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae. 10 (1959) FASC.

1—2.
[3] D. K. Fappeev—V. N. FADDEEvVA: Viicsiszlitelniije metodii linejnoj algebrii, Moszkva—Lenin-
grad, 1963.

[4] F..R. GANTMACHER: Teorija matricii, Moszkva, 1954.

[5]1 I. M. GELFAND: Lekcii po linejnoj algebre, Moszkva, 1951.

{6] P. R. HaLMos: Finite-Dimensional Vector Spaces, Princeton.

[7] J. A. ScHONTEN: Ricci-Calculus, Springer-Verlag, Berlin—Gottingen—Heidelberg, 1954.

[8] R. ZURMUHL: Matrizen. (Eine Darstellung fiir Ingenieure.) Springer-Verlag, Berlin—G®ottingen—
Heidelberg, 1958.

(Beérkezett: 1967. 111, 27)

THE DEVELOPEMENT OF EGERVARY’S RANK-DIMINISHING OPERATIONS

BY GY. TEVAN

Summary

The present paper deals with a developement of Egervary's rank-diminishing method by
the suitable taking of the helpvectors. Thus simple methods are obtained to solve linear equa-
tions-systhems and to determine the minimal-polynom and the Jordantransformation of a matrix.
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