RELAXACIOS PONTELHELYEZESI ELJARASOK
VIZSGALATA DISZKRET GEOMETRIAI SZEMPONTBOL

irta: RUDA MIHALY

Bevezetés

A diszkrét geometridban gyakran fordul eld olyan feladat, hogy adott ()
szamu pontot kell egy alakzaton gy elhelyezni, hogy a pontok egymdstél mért
tdvolsdgainak a minimuma a lehetd legnagyobb legyen. (Egy ilyen pontelrendezést
extremalis rendszernek neveziink.) .

A fenti problémdra még olyan aranylag egyszer{i alakzat esetén — mint egy
gombfeliilet — sem ismeretes tetszSleges n-re dltaldnos megoldds. Néhdny extremalis
elrendezést ismeriink kis pontszdmra, illetve aszimptotikusan végtelen nagy » ese-
tére vannak becslések.! Igy magdtdl meriil fel a kérdés, hogy vajon van-e egységes
eljards extremadlis pontrendszerek meghatdrozdsdra. Olyan algoritmusok vizsgdlata
volt a célunk, amelyektél remélhettiik, hogy maximumot vagy legaldbbis lokadlis
maximumot szolgdltatnak a pontok kozti tdvolsdgok minimumdra. Ebben a cikkben
néhdny relaxdcios eljdrdst? tettiink vizsgdlat tdrgydvd ilyen szempontbdl. Az itt vizsgdlt
eljdrdsok azonban nem minden esetben vezetnek abszolit vagy lokdlis szélsGértékhez.

Megjegyezheté, hogy a fenti probléma {6 alkotdérészei — az elhelyezendd
elemek (pontok), a feliilet illetve az elemek elhelyezésére szolgdld alakzat (gomb),
a tdvolsdgfogalom (a gomb két pontja kozti, egy legrovidebb fékoriv ivhossza) és
az extremalitdsi kritérium (a pontpdrok kozti minimdlis tdvolsdg maximdlis volta)
— mind természetes mdédon altaldnosithatok. Igy az érdekes rokon problémaknak
gazdag sokasdgdt kaphatjuk; vizsgdlhatjuk ponthalmazoknak mds ponthalmazok-
ban mads metrika illetve mds extremalitdsi kritériumok szerinti elhelyezéseit.

Ezekkel a problémadkkal teljes dltaldnossagban itt nem foglalkozunk, csupdn
néhdny specidlis eset relaxdcidos modszerekkel valé megoldhatdsdgat vizsgdljuk meg.
Megmaradunk pontok elhelyezésénél és anndl az extremalitdsi kritériumndl, hogy
a pontok egymdstdl mért tdvolsdgainak a minimuma a maximadlis értéket vegye fel;
a pontok elhelyezésére azonban kiilonbozd tartomdnyokat szerepeltetiink kiilon-
féle metrikdkkal.

A szerzé koszonetét fejezi ki FEJES TOTH LAszLO professzornak és HEPPES
ALADARnNak értékes tanacsaikért és tamogatasukért.

Altalinos megjegyzések, egzisztencia, unicitas
Bevezetésképpen bemutatunk két példdt a kiilonb6zé metrikdk szerepével
kapcsolatban. Ezekbdl a példdkbdl lathaté lesz az, hogy a metrika megvélasztdsa

Iényegesen befolydsolhatja az eredményt.

tLd. [2], [3] és [4).
2 Ezekrol Id. [1], [5).
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1. Helyezziink el n szdmu pontot egy euklideszi térben levs egyszerli iven
extremadlisan, ha a) két pont tdvolsdga a gorbének e pontok kozott levé darabjanak
az ivhossza, b) két pont tdvolsdga ezeknek az euklideszi térbeli tdvolsdga (1. dbra).

2. Helyezziink el n szamu pontot egy gombfeliilet konkdv, zdrt tartomdnydban
levé egyszerii iven extremalisan, ha két pont tdvolsdga

a) az euklideszi térbeli tavolsdg,

b) a gombi tdvolsdg (két pont kozti egy legrovidebb fokoriv hossza),

¢) két pontot Osszekotdé legrovidebb — az adott tartomdnyban haladé —

pélya ivhossza,

d) a két pontnak a tartomdnyba irt gorbén mért (,,bels6’) tdvolsdga (2. dbra).

Msds metrikdk esetén mads-mds megolddsok is felléphetnek (példdul, ha egy
ellipszisen helyeziink el hdrom pontot extremadlisan az 1. példiban bemutatott két-
féle metrika szerint). Egyetlen metrika esetén is el6fordulhat azonban t6bb megoldds,
de az is, hogy nem létezik extremadlis pontelrendezés. Az el6z6re példa: egy korlapon
helyezziink el hat pontot uigy, hogy a) egy pont a kor kdozéppontjaban, a tobbi egy,
a korbe irt szabdlyos 6tszog csucsain b) mind a hat egy, a korbe irt szabdlyos hat-
szog csucsain heyezkedjék el. Mindkét esetben egy extremdlis elrendezésrél van
sz6 (a minimdlis tdvolsdg éppen a kor sugara), sOt az @) esetben tetszéleges sok
kiilonbo6zd elrendezés is adhatd, hiszen nem sziikséges, hogy a keriileten levé pontok
pontosan egy szabdlyos Otszog csuicsain legyenek. Arra az esetre, amikor nem léte-
zik megoldds, példa egy korldtos nyilt intervallumon két pont extremadlis elhelyezése
az egyenes szokdsos metrikdja sze-
rint (megjegyezziik, hogy példdnk-
ban létezik ugyan a minimalis tdvol-
sdg felsé hatdra, de ezt az értéket az
adott tartomdnyon beliil soha sem-
milyen pontelrendezés nem veheti
fel). Igy tehdt dltaldnossdgban sem
egzisztencia, sem unicitdsi tétel nem
mondhato ki. Elég tdg korben azon-
ban igaz egy egzisztencia tétel:

1. dbra 2. dbra

Egy teljes, metrikus tér korldtos, zdrt részhalmazdn mindig létezik extremdlis
pontrendszer.

Tekintsiik ugyanis az adott részhalmazon az 6sszes — n pontbdl dll6 — pont-
rendszert. Ezek mindegyikéhez tartozik egy minimadlis tdvolsdg. Az igy adédé mini-
madlis tdvolsdgok dltal alkotott szdmhalmaz korldtos (az alakzat korldtossdga miatt),
Iétezik tehdt felsé hatdra, és igy tartalmaz egy, a fels hatdrhoz konvergdld soroza-
tot is. Tekintsiik a pontrendszereknek ehhez a konvergens szimsorozathoz tartozd
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sorozatdt. Valasszunk ki a P, P,, ..., P, pontokbdl dll6 rendszerek mindegyikébdl
egy P; pontot. A részhalmaz korldtossdga miatt a P; pontok sorozatdbdl kivalaszt-
haté egy konvergens részsorozat. Ezutdn csak az ehhez a konvergens részsorozat-
hoz tartozé pontrendszereket nézziik! Végigmenve igy mind az »n ponton, végiil
egy olyan pontrendszersorozatot kapunk, amelynek minden pontja konvergens
sorozatot ad. Ezek a teljesség miatt egy, az adott metrikus térhez tartozé pont-
rendszert hatdroznak meg hatdrértékként. Ebben a rendszerben a pontok kozti,
minimdlis tdvolsdg szintén hatdrérték (a metrikus tér Gn. hdromszbgaxidmdja
miatt), de mivel a fentiek szerint a minimdlis tdvolsdg hatdrértéke most éppen a
fels6 hatdr, ezért éppen egy extremdlis rendszert kaptunk, amely az alakzat zdrtsdga
miatt hozzdtartozik az alakzathoz. '

Konnyii beldtni, hogy a fenti feltételek nem sziikségesek, de nyilvan adhatd
példa olyan esetre is, amikor ezek a feltételek nem teljesiilnek és extremalis pont-
rendszer sem létezik. Euklideszi térben levd nyilt halmazokon pl. nincs extremadlis
elrendezés, hiszen barmely pontrendszer egy megfeleld pontbdl kivetitve, valamilyen
értékkel nagyithatéd a nyilt halmazon beliil. Altaldban metrikus terekben ez mdr
nem mondhatd ki ilyen dltaldnosan. Tekintsiik ugyanis példdul egy gdmbfeliilet
nyilt tartomdnydt, amely tartalmazza a gémbfeliilet egyik felét! Ez egy metrikus
térben levd korldtos nyilt halmaz (tdvolsdgként a gémbi tavolsdgot vessziik), még-
sem mondhatd, hogy nem létezhet rajta extremdlis rendszer, hiszen hdarom pontot
el tudunk rajta helyezni extremalisan (egy f6korbe irt szabdlyos hdaromszog csticsain).
Ha viszont az adott R metrikus tér kolesondsen egyértelmiien leképezhetd egy euk-
lideszi térre, és az R tér minden R,, R,, R;, R, pontjdra igaz, hogy ¢(R,, R;) >
>o(Rs, Ry) ha o(P,, P,) is nagyobb, mint ¢(P;, P,), ahol P,, P,, Py, P, az
R, R,, R;, R, euklideszi térbeli képei, akkor az euklideszi térre vonatkozd veti-
téses eljdrds megfelelGje itt is véghezvihetd, tehdt az R metrikus tér egy korldtos,
nyilt részhalmazdn szintén nem létezhet extremdlis pontrendszer.

Ezek utan rdtériink cikkiink tulajdonképpeni tdrgydra.

Relaxacios eljarasok

Gyakorlati szempontbodl a fenti egzisztencia és unicitdsi problémdkon kiviil az
is érdeklGdésre tarthat szdmot, hogy ha léteznek extremadlis elrendezések, akkor azok
milyenek, illetve hogyan dllithatdk el8. A bevezetésben emlitett relaxdcios eljdrdsok-
kal prébdltuk megoldani ezt a problémat. Egy ilyen eljdrds ugy képzelhet6 el, hogy
— a linedris egyenletrendszerek egy ko6zelité megolddsdhoz hasonléan — egy tetszo-
leges elrendezésb6l kiindulva, a pontokat valamilyen meghatdrozott rendszer sze-
rint igy mozgatjuk, hogy lépésenként mindig kozelebb keriilink (de legaldbbis
nem tdvolodunk) a kivdnt helyzethez. Igy, mivel a kivint — extremdlis — helyzet
éppen olyan, hogy a pontok egymadstdl a lehet$ legtdvolabb vannak, az eljdrdsokat is
ugy vdlasztjuk meg, hogy az egyes lépések utdn a pontok kozti tdvolsdgok lehetbleg
néjenek. Ezen az alapon a kovetkezd relaxdcios mddszereket vizsgdltuk meg:

I. Egyenként mozgatjuk a pontokat (P,, P,, ..., P,) egy elére meghatdrozott
ciklikus sorrend szerint Ggy, hogy az éppen elmozditott P; pont a lehetd legtdvolabb
keriiljobn a hozzd legkdzelebbi pontoktdl (vagyis, hogy a PP, i#j, j=1,2,..,n
tdvolsdgok minimuma a legnagyobbra néjon). Ha a P,P; tdvolsigok minimumadt
a P, barmilyen dthelyezésével sem tudjuk névelni, akkor a P; pont az eredeti helyén
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marad. Ha elérkeziink az n-edik ponthoz, akkor folytatjuk az eljdrdst a sorrend
szerinti elsé ponttal.

II. Az el6z6vel azonos médon mozgatjuk az egyes pontokat, de nem egy rogzi-
tett sorrend szerint, hanem mindig egy olyan P; pontot mozgatunk, amelyie a
min [PP;| (j=1,2,...,i—1, i+1,...,n) a legkisebb.

III. Az I. eljardshoz hasonldan, ciklikus sorrend szerint mozgatjuk a pontokat,
de ugy, hogy a soron kovetkezd P; pont elmozgatdsdval a P,P; tdvolsdigok minimuma
szigortan monoton ndéjon, mikoézben a P; pont egy
folytonos gorbe mentén mozog az adott alakzaton (Id.
pl. a 3. dbrdn). Példdul, ha az alakzat egy egyszeri
gorbe és a pontok tdvolsdgdnak a koztiik levo ivhosz-
szat tekintjiik, akkor ez az eljdrds azt jelenti, hogy a
pontok sorrendje nem véltozik, és az elmozditott P;
pont mindig a szomszédos pontok dltal meghatdro-
zott (PP, iv kozepére keriil; illetve nyilt gorbéknél
esetleg az egyik végpontba.

Nézziik most meg, hogy mikor alkalmazhatok
eredményesen a fenti eljardsok.

El6szor is az a kérdés meriil fel, hogy a fenti el-

3. 4bra jardsok egydltaldn konvergensek-e. (Hiszen ha nem
konvergdlnak, akkor nem is remélhetd, hogy egy
meghatdrozott pontrendszerhez vezessenek.)

Gyakorlati szempontbdl az lenne a legjobb, ha véges sok 1épésben véget érné-
nek eljdrdsaink. Ha a pontok elhelyezésére szolgdld alakzat véges sok pontbdl dll,
akkor nyilvédn teljesiil ez. Végtelen sok pontbodl dllé alakzat esetén viszont dltaldban
mar nem. Példdul, ha egy koron akarunk — egy tetszbleges helyzetbdl kiindulva
— hdrom pontot extremadlisan elhelyezni, akkor csak végtelen sok 1épésben jutha-
tunk el dltaldban ehhez. (Ugyanez a helyzet tobbnyire nyilt vagy zdrt gérbén hdrom-
ndl t6bb pont esetén.) Ekkor, ha azeljdrds kozben azalakzatnak (kor) az egyes pontok
dltal elfoglalt helyeit (pontjait) kivdlasztjuk (megtartva az eredeti metrikdt), egy
megszdmldlhaté sok pontbdl dllé alakzatot is kapunk, ahol szintén végtelen sok
1épésbdl dllnak eljdrdsaink.

Természetesen olyan folytonos alakzat is adhatd, ahol véges sok 1épésbél dll az
adott eljdrdsok mindegyike. Igy pl. ha egy szakaszon vagy egy haromszogon helyeziink
el hdromndl nem tobb pontot. Viszont hasonldoan egyszeri(i sokszogeknél (egy négy-
sz0gon négy pont stb.) mdr végtelen sok 1épés is lehetséges.

Ezek utdn kérdéses tehdt az, hogy eljdrdsaink végtelen sok lépés esetén egy
konvergdl6 pontrendszersorozatot adnak-e vagy nem. Elképzelhet6 ugyanis (féleg ha
dltaldban a metrikus tereket tekintjiik), hogy az adott alakzaton pontrendszeriink
egy ilyen eljdrds sordn dllandéan mozog; mégpedig vagy ugy, hogy az egyes lépések
nagysdga 0-hoz tart, de az elmozduldsok Gsszege divergens sor, vagy Ugy, hogy az
egyes lépések nagysdga sem tart 0-hoz.

A tovédbbiakban tdrgyalt esetek olyanok, hogy a konvergencia teljesiilése beldt-
hatd, igy csupdn szélséérték szempontjdbdl vizsgdljuk eljdrdsainkat.

Erdekes, hogy a IL eljdrds mdr olyan esetben sem vezet a kivdnt eredményre,
amikor példdul egy egyenes szakaszon (egy [a, b] zdrt intervallumon) akarunk
Ot pontot extremdlis mddon elhelyezni, a 4. dbra szerinti helyzetbdl kiindulva.
(A pontok tdvolsdga az egyenes szokdsos metrikdja szerint veendd.)
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Ldthatd, hogy itt a II. eljdrdst alkalmazva, a pontrendszer egy olyan elren-
dezéshez konvergdl, ahol a pontok kozti tdvolsagok balrdl jobbra rendre 1,5333...;
1,5333...; 1,5333...; 2, az extremdlis elrendezésnél viszont minden tdvolsdg egyenld
(1,65) lenne.

By s Ps Py Pg
R R T e
(b-—O.=6,6)

4. dbra

Ilyen esetekben az I. és a III. eljdrdsok — a késGbbiekben ldthatéan — ered-
~ ményesek, viszont ahol az dltalunk adott példdkban ezek (I. és III.) nem vezetnek
eredményre, ott a II. eljdrds sem ad exrtemdlis rendszert. Ezért a tovdbbiakban
ezzel az eljardssal nem foglalkozunk. 2

Vegyiik sorra most a mdsik két (I., IIL.) eljardst. Alljon eldszor a pontok el-
helyézésére szolgdlé alakzat véges sok m pontbdl; ezen helyezziik el a P, P,, ..., P,
pontokat.

Ha m=n, akkor a probléma trividlis; m<n esetén az alakzat legaldbb egy
pontjdba keriil legaldbb két kiilonboz6 (P;, P;) pont, igy a minimdlis tdvolsdg
mindig nulla; m=n esetében minden pontba pontosan egy pont jut.

Ha m >n, akko (::1) lehetséges elrendezés koziil kell egy extremadlisat kivdlasz-

tani.

Ebben az esetben az 1. és alll. eljards nem
mindig vezet extremadlis rendszerhez. Ezt mutat-
ja az 5. dbrdn ldthatd példa is. Az 5. dbrdn levé
alakzat sikbeli. A tdvolsdgot a sik szokdsos met-
rikdja szerint értelmezziik. Az alakzat 12 pont- ~
bol dll. (Py, P,, ..., P1,). Ezen kell elhelyezni- p ©
hat pontot. Legyenek P,, P, ..., Ps egy sza- 12
bdlyos hatszog cstucsai, P, Pg, ..., Py, pedige
koré a hatszog koré irt koron kiviil agy, hogy
P,Py=P,P;=...=P¢P;/>P,Py, PoP;, ... stb.

85 PP PP o B BB P

Ha a hat pontot P, P,, ..., Ps-ba helyez-
ziik, akkor a fenti eljrdsok szerint egyetlen
pont sem mozdithatd el, de az elrendezés nem
extremdlis, hiszen a P, Pg, ... P, elrendezés ,,jobb” ndla.

Adhaté ilyen példa egy egyenesen levé pontokbdl dll6 alakzat esetére is (6.
dbra). Az alakzat a P, P,, ..., Py pont, ezen helyeziink el 6t pontot. Kiinduldsi
helyzet a P, P,, P5, Pg, Py; itt a minimadlis tdvolsdg 1,5 és ez egyik pont dthelyezé-
sével sem ndhet, de a P,, P;, Ps, P;, Py elrendezésnél a minimdlis tdvolsdg 2.

Véges sok pontbdl dll6 alakzatok utdn érdekes lenne megszamldlhaté sok pont-
bdl 4116 halmazokon is vizsgdlni eljdrdsaink eredményességét. Ezzel itt nem foglal-
kozunk, hanem rogton rédtériink ,,folytonos™ alakzatok vizsgdlatdra.
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Kontinuum szdmossdgld ponthalmazok koziil eldszor tekintsiik az egyszerii
térgorbéket (ezek euklideszi térbeli korldtos, zdrt halmazok) — amelyek kor vagy

zart intervallum topologikus képei — az elGbbieket zdrt, az utdbbiakat nyilt
gorbének nevezziik.
1.5 & (S R T T B
—o -O- o o0——O0—0—O0—O0—O0—
6. dbra

Eljardsaink szempontjabol lényeges, hogy az elhelyezend6é pontok tdvolsdgaként
a két pont kozti iv hosszdt (belsé metrika) vagy a két pontot Osszek6td hur hosszdt
(kiilsd metrika) tekintjiik-e.

Ha a tdvolsdgot belsé metrika szerint mérjiik és a pontokat zdrt gorbén helyezziik
el, akkor az I. és 1I1. eljdrds egy extremdlis rendszerhez vezet.®

Ez az dllitds a kovetkezd 1épésekben ldthato be:

1. Nyilvdnvald (az adott definicidok szerint), hogy eljrasainkat (zdrt gorbe és
belsé metrika esetén) alkalmazva a szomszédos pontok kozti tdvolsigok maximuma
nem né&het.

2. Az 1. eljardst alkalmazva elég sok lépés utdn a pontok sorrendje mar nem
viltozhat. Jeloljiikk ugyanis minden szébakeriild 1épésnél a maximadlis intervallum
hosszdt (két szomszédos pont kozti tavolsdgok maximumat) d-vel. Ekkor igaz, hogy:

a) Az 1. eljdrds egy 1épése utdn az éppen elmozditott P; pont d/2 sugart nyilt
kornyezetében nem lehet a rendszernek egyetlen mds pontja sem. (Mivel P; mindig
olyan helyre Iép, ahol maximalis tdvolsdgban vannak a legkozelebbi pontok.)

b) Ahhoz, hogy egy pont kilépjen a szomszédos pontjai dltal meghatdrozott
ivbél, ahhoz a szomszédos pontok legaldbb egyikének d/2-nél kézelebb kell lennie
hozzd. Viszont amikor mdr minden pont legaldbb egyszer sorra keriilt — az elsd
n 1épés utdn ez bekovetkezik (n a pontok szdma) — elmondhatd, hogy nincs olyan
pont, melynek d/2 sugaril nyilt kdrnyezetében mds pont is van, mert ha volndnak
ilyen pontok, akkor ezek koziil legaldbbis a sorrend szerint utolsd pont nem az
a)-ban leirt médon viselkedne — a legutolsé rd vonatkozd 1épésnél (figyelembe
véve d monoton fogydsdt).

¢) Az L. eljdrdsndl tehdt mdr az els6 n 1épés utdn sem vdltozik a pontok sor-
rendje — ugyanugy, mint a III. eljdrdsndl.

Megjegyzés: Nyilt gorbe esetén a IIlL. eljdrdsndl a sz€ls6é pontok rogton a gorbe
végpontjaiba lépnek, igy ez az eset azonos lesz a zdrt gorbe esetével. Az L. eljardsnal
nem tudjuk, hogy a szélsé pontok hogyan viselkednek, tehdt erre az esetre — ha-
csak nem rogzitiink egy-egy pontot a végpontokban — nem vonatkozik a bizonyitas.

Ezt a megjegyzést figyelembe véve az elsé » 1épés utdn mindkét eljardsrol a
kovetkez6 mondhato:

3 Természetesen a probléma itt — még nyilt gérbe esetén is — egyszeriien az, hogy — minden-
féle eljarastdl eltekintve — az adott gorbén, ,,egyenletes eloszldsban™ helyezziik el a pontokat. Ez
kozvetleniil is elvégezheto. :
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3. Minden egyes 1épés utdn a szomszédos P’,-I\’j, P?,, ivek kiillonbségeinek
abszolut értékének az osszege (2 |P§’;—P;\Pk|) csak csOkkenhet. (Lehet, hogy egy

lépés utdn ez az Osszeg nem valtozik.) gy az eljdrds sordn X |P:;’;—P;1?k| =4
egy monoton fogyo, alulrél korldtos szimsorozatot ad (alsé korldt 0), alsé hatdra-
nak tehat léteznie kell, legyen ez H=0.

Allités: H=0. Ha ugyanis H =0 volna, létezne tetszBleges sok 1épés utdn is
legaldbb egy P; pont, hogy a mellette levd fvek kiilonbsége §; = [P:I?j—P;P,‘I =
%g>0. Ilyenkor a P, P;, P, koziil legalabb az egyik elmozdul ¢ zﬂ >0 érték-
kel. Ez az elmozdulds csak akkor nem csékkenti a 4-t, ha az elmozduld pont melletti
nagyobb iv meliett egy még nagyobb, a kisebbik mellett még kisebb iv van (7. dbra).

O O
—O ~-O—

P
j

O O
O

7. dbra

Ez azonban, az ivek egyenlStiensége miatt, a szomszédos pontok ujabb elmzodulé-
sat eredményezi. Ez a folyamat mindkét irdnyban 1épésrdl 1épésre terjed, mindad-
dig, mig egy olyan ponthoz ériink, amelynek elmozduldsaval a A4 csokken. Ilyen
pont nyilt gérbéknél legaldbbis a két utolsé eltti pont, és zdrt gorbéknél is van
legaldbb egy ilyen P; pont (hiszen a gorbén levé véges sok intervallumon keresztiil
egy irdnyba haladva nem lehet, hogy az intervallumok folyton ndjenek.) A 4 ilyen
— tetsz6leges sok l€pés utdni — H-val ardnyos csdkkenése ellentmond a H=0
dllitdsnak, tehdt H =0, vagyis minden iv egyenlé lesz (legaldbbis hatdrértékben)
az eljdrds lefolytatdsa utdn. Ez a helyzet viszont éppen az extremadlis elrendezés.

Megjegyzés: A 1I1. eljardsra vonatkozd bizonyitdst vissza lehet vezetni a linedris
egyenletrendszerek megolddsdra szolgdld un. Gauss—Seidel-féle mddszerre (ldsd [1]
437. old.). Ugyanis ennek 1épései teljesen megfelelnek a II1. eljdrdsnak, ha azt vessziik,
hogy az extremadlis megolddst (belsé metrika szerint) a kovetkezé egyenletrendszer
irja le:

x1 xz P ""'n-i x,n
—— -0 -0 ———
a b

8. dbra

Nyilt gorbére: (8. dbra) az iv (b—a) hosszisdgl, ezen helyeziink el n szdmu
pontot.

X;—a =0
X1 —2x, + X3 =0
Xy —2X3+ X4 =0
Xpoz—2Xp_ 1+ X, =0

X,—b=0
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Zart gorbére: (9. abra) a gorbe hossza a, n pontot helyeziink el rajta. (Két
pont (x,, x,) kozott rogzitiink egy kiinduldsi (0) pontot. Ha x, — a kiti{izott irdny-
ban — esetleg tullépi a 0-t egy d értékkel, akkor x, értékét a+ d-nek vessziik...).

Xy— 2%, + X, —a=0
X1—2x2+X3 :0
x2—.2x3+x4 =10

x'l +X,,_2—2x,,_1 = 0
—2x, + X, +X,_1+a=0

Ezekre az egyenletrendszerekre alkalmazva a Gauss—Seidel-eljardst, a helyes
megolddshoz konvergdl értékeket kapunk x,, x,, ..., x,-re, vagyis a fenti (I., IIL.)
eljardsok is az extremadlis helyzethez kon-
vergdlnak.

A linedris egyenletrendszerek kozelitd
megolddsdra vonatkozd un. Southwell-féle
relaxdcios eljardsbol (ldsd [1] 430. oldal)
kiindulva, gorbékre (bels6 nretrika esetén)
a kovetkezo, egy extremalis rendszerhez kon-
vergdld eljdrds adodik:

1V. A III. eljardsban adott médon moz-
gatjuk a pontokat, de nem egy rogzitett sor-
rend szerint, hanem mindig azt a pontot
mozgatjuk, amely (a III. eljdrds szerint) a
legmesszebb keriilhet eredeti helyétdl.

Az eddigiekbdl ldthatd, hogy a fenti
(I., IIL., IV.) eljardsok milyen szoros kap-

9. dbra csolatban vannak a linedris egyenletrendsze-

rek megolddsdra szolgdlé — emlitett — re-

laxdcios mddszerekkel. Mivel a Gauss—Seidel- és Southwell-féle eljardasokat csak

linedris egyenletrendszerek megolddsdra haszndljak, kérdés, hogy vajon a (tér-

gorbéknél belsé metrika szerinti) veliikk analdg eljdrdsaink milyen eredményre vezet-
nek nem linedris, két, hdrom vagy tobb dimenzids alakzatok esetén.

Tulajdonképpen, ha egy térgdérbén a pontok tdvolsdgdt kiilsé metrika szerint
tekintjiik, mdr akkor is egy nem linedris problémdval dllunk szemben. Az,elhelye-
zendd pontok tdvolsdga legyen a pontokat dsszekotd hiir hossza; az adott alakzatok
tovdbbra is nyilt és zdrt térgérbék. Ebben az esetben dltaldnossdgban nehezebb
megmondani, hogy milyen lesz egy extremadlis pontrendszer.

Az dltaldnos eset helyett most csak tekintsiikk az olyan gorbéket, amelyekre

bérmely P, pontjukbél — egy irdnyba — kiindulé PoP; illetve PoP, ivre a Py P,

iv kisebb, mint a P’(,_P\2 iv, ha a P,P, hir is kisebb, mint a P,P, htr, és forditva
(10. dbra). (Ez a kikotés dltaldnosabb, mint ha példdul azt tettiik volna fel, hogy
rovidebb ivhez rovidebb hur tartozik, és forditva.)

A kovetkezbkben az ilyen gérbéket szigortian monoton gérbéknek nevezziik.
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Megjegyzések: 1. Az ilyen gorbéknél egy tetszéleges P, pontbdl kiindulé P,P
hur hossza a megfelel6 iv hosszanak — mint paraméternek — szigortan monoton
fliggvénye, és forditva.

2. A fenti monotonitasi tulaj- P
donsdggal rendelkeznek pl. a folyto-
nos, monoton fiiggvények gorbéi (a po P,
sikban). /

Egyszerii zdrt gorbék esetén egy
hurhoz két iv is tartozik. Ezért, hogy 10. dbra
a- szigori monotonitds definicidjdt
zdrt gorbékre is értelmezhessiik, kossiik ki, hogy zdrt gorbéknél egy hurhoz
mindig a legrovidebb hozzd tartozd ivet rendeljiik. Ekkor azonban beldthatd,
hogy a sikban a kor az egyetlen szigortan monoton gérbe, és a térben is csak egy
gombbe irt és a gomb kozéppontjara szimmetrikus gorbékral lehet szo.

Megjegyzés: A szigortian monoton, zdrt gorbéknek ezt a sziik osztdlyat kiter-
jeszthetnénk a definicié egy olyan dltaldnositdsdval, hogy csak azt kovetelnénk
meg, hogy bdrmely P, pontbdl kiindulva a gérbe P pontjain végigfutva, a P,P
hurok szigorti novekedésével mindkét irdnyba haladva eljuthassunk a gorbe egy

madsik Q pontjdba (az igy meghatdrozott két P:Q iv nem feltétleniil egyenls). igy
pl. az ellipszist mdr a szigoran monoton gorbék kozé sorolhatndnk. Megtehet-
nénk azt is, hogy a gorbe hurjainak — az ivhossz fiiggvényében vett — szigortian
monoton novekedését csak a P, (kiinduldsi) pontok egy R sugaru kornyezetébe
es6é darabjdra kovetelnénk meg — igy R-t6l fiiggben lehetne egy gorbe szigorian
monoton vagy sem. (Pl. a kor tetszOleges R-re szigoruan monoton.) Ilyen mdédon
természetesen a szigortian monoton, nyilt gérbék osztdlya is kiszélesedne.

Ezeket a lehetéségeket félretéve itt megmaradunk az eredeti definicié mellett.

A szigortian monoton gorbékrdl kimondhatunk néhdny igen egyszerii dllitdst:

1. Ha egy P’I—I;3 fvre egy P, osztépontot helyeziink, akkor a P,P, és P,P5 hur
kisebb, mint -a P,P5 hur (11. dbra).

2. Ha egy rogzitett P és egy mozgd P, pont kozti PP, iv né, akkor novekszik
a PP, hur is, és forditva. ‘

3. Egy irdnyban haladva
a gorbén, barmely ponthoz a
szomszédos pont van a legko-
zelebb — kivéve, ha egy zdrt
gorbén egy teljes ivhossz felé-
nél nagyobb ,,iires” iv van
(amelyen a pontrendszernek
nincs pontja).

Ezek alapjdn koénnyen ldthat6, hogy egy extremdlis elrendezés egy szigortian
monoton gorbén csak egy egyenletes elrendezés lehet (ahol minden hur egyenld).*

11. dbra

4 Egy egyenletes elrendezéshez — a belsd metrika esetéhez hasonléan — kozvetlen mddon is
eljuthatunk: n darab egyenld hart mériink egymads utan a gorbére, €s ezeket addig csokkentjiik, vagy
noveljiik, mig pontosan ki nem toltik az egész gorbét. Megjegyzendd, hogy vannak nyilvan olyan
gorbék is, amelyeken nem ilyen (egyenletes) egy extremalis elrendezés. Pl. ha egy ellipszisen helye-
ziink el extremalisan harom pontot, kiilsd metrika szerint.
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Nyilt gorbék esetén (és a kornél) igy egyértelmiien adott az extremdlis elrendezés
(hiszen nyilt gérbén egyetien egyenletes elrendezés lehet — ha kihaszndljuk az egész
gbrbét). Térbeli zdrt gorbék esetén azonban rogziteni kell egy kiinduldsi pontot.
Igy a pontok kozti tdvolsdg — egy egyenletes elrendezésnél — még a kiinduldsi
pont fiiggvénye is lesz. Tehdt egy tetszéleges, egyenletes elrendezés zdrt giorbék
esetén nem szolgditat dltaldban extrémumot®,

A szigoruan monoton gorbékre vonatkozdan, relaxdcids eljdrdsainkrdl a kovet-
kez6k mondhatdk.

A 11L. eljards szigorGan monoton gorbékre (kiils6 metrika esetén is) ugyan-
ugy az elhelyezend6 pontok egyenletes elrendezéséhez vezet, mint az egyenes szakasz
(g6rbék belsé metrikdval) esetén, hiszen (a 2. tulajdonsdg miatt) a szomszédos
hirok kiilénbségének az Osszege itt is ugyanugy csokken és nulldhoz tart. Igaz
ugyan, hogy zdrt gorbék esetén, ha van a teljes ivhossz felénél hosszabb ,,iires”
iv, dllitdsunk nem igaz, de viszont konnyen ldthatd, hogy az elsé n 1épés utdn (n a
pontok szdma, és n=2) biztosan nem lesz ilyen hosszt iv.

Az 1. eljdrds nehezebben vizsgdlhato, hiszen a végpontokkal kapcsolatos — a
belsé metrika esetén is fellépd — problémak itt is jelen vannak, és a kiilonbodzé
gorbiiletl ivek eloforduldsa is erdsen befolydsolja a pontok sorrendjének vditozdsat.
fgy ezzel az eljdrdssal most nem foglalkozunk.

A 1V. eljdrdsrdl viszont konny({i beldtni, hogy monoton gorbékre — kiilsd és
belsé metrika esetén egyarant — egy egyenletes elrendezéshez vezet (amelyrdl tudjuk,
hogy nyilt gérbéknél, kornél és zdrt gorbéknél belsé metrika esetén extremalis elren-
dezés, zdrt gorbéknél kiilsé metrika esetén pedig altaldban nem az). Ezt a kovetkezd-
képpen lathatjuk be:

Tegyiik fel, hogy az egyenletes elrendezés tetszéleges sok 1épés utdn sem 4ll be
(még hatdrértékként sem). llyenkor nyilvdn kell lennie olyan pontnak, amely tet-
szbleges sokszor mozdul el. (Ez nyilt gorbék esetén szélsé pont nem lehet, mert a
legels6 1épés alkalmdval a megfeleld végpontba l€p és azutdn mindenképpen ott
marad — a IV. eljdrds értelmében.) Ettdl a ponttél mindkét irdnyban megkeressiik
az elsG, csak véges sokszor elmozduld pontot. Ennek a pontpdrnak az eljaras lefoly-
tatdsa utdn egy egyenletes elrendezést kell kozrefognia, hiszen a koztiik levd, csupa
végtelen sokszor cimozdulé pont csak ilyet alakithat ki a 1lI. eljdrdshoz hasonlo
modon. Ezekben a részekben kiilon-kiilon egyenletes elrendezés lesz (az el6zbek
szerint), de az is igaz, hogy az egyes ilyen részekben szerepldé pontok tavolsaganak
minden részben ugyanakkordnak kell lennie, mert ellenkezd esetben lennének olyan,
két szomszédos részt elvalasztd, csak véges sokszor elmozdulé pontok, amelyek
két hatdrozottan kilonb6z6 nagysdgu intervallumot vdlasztandnak el tetszOleges
sok 1épés utdn is, igy mivel a tobbi pont csak tetszbleges kis értékben kiilonbozd
hosszusaghi hart vadlaszt el (elég sok 1épés utdn) — ezek koziil az egyiknek tetszo-
leges sok 1épés utdn is el kellene mozdulnia, ami ellentmondds. El6fordulhat még
az is, hogy minden pont mozog, ekkor viszont (a Ill. eljdrdshoz hasonldan), szintén
egy egyenletes elrendezéshez jutunk.

A gorbékre vonatkozo, eddig tett megszoritdsunk (monotonitds feltételezése)
csak egy elégséges feltételt ad eljdrdsaink eredményességére vonatkozdéan. Vannak

5 Mivel extremalis elrendezés létezik és ha van akkor csak egyenletes elrendezés lehet, ezért
nyilvdn az egyenletes elrendezések halmazaban van legaldbb egy extremadlis rendszer.
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azonban olyan gorbék, amelyeknél eljardsaink dltaldiban nem vezetnek extremalis
elrendezéshez. llyen gorbékkel fogunk most foglalkozni.

Helyezziink el n pontot (n = 3) egy szabdlyos n sz6g oldalszakaszainak a kdzepén
(12. dbra). Ezek koziil egyet sem tudunk a gorbe (a sokszdg hatdra) mds pontjdba
dthelyezni ugy, hogy a tobbi ponttdl tdvolabb keriiljon. Eljdrdsaink egyike sem
valtoztat tehdt ezen az elrendezésen,
pedig ha a sokszOg cstcsaiban van p=6
mind az n pont, akkor a minimadlis td- (d.< ds)
volsdg nagyobb. Ily médon tetszéleges s 2
n szamu pontra adtunk olyan példadt,
amikor eljdrdsaink egyike sem vezet
extremadlis rendszerhez. Természetesen
konnyen adhatunk ilyen példdkat mads
hasonld esetekre is. Pl. a) sima, kon-
vex gorbe, b) dltaldban konkdv gorbe
vagy c) konkdv sokszog (Id. 13. dbra).
Ha ezeket a gorbéket alkalmas helyen
megszakitjuk, akkor egyben nyilt gor-
bék esetére is vannak példdink.

Adhatok még példaként olyan sik-
gorbék is, melyek egyenlete y=f(x)
alakba irhatok (az eddigi példdk nem ilyenek) — ilyen eset ldthatd a 14. dbrdn is:
két pontot (P és Q) helyeziink a gorbe (1,0) illetve (4,4) pontjdba. Eljdrdsaink nyil-
van ezt az elrendezést is vdltozatlanul hagyjdk (a gérbe alakja miatt), de a (0,4)
illetve (5,0) pontok egy jobb elrendezést adnak.

Py

12. dbra

(b)
13. dbra

Ezek utdn sikbeli tartomdnyokat is tekinthetiink, pl. a 12., 13. dbrdn levé gorbék
altal hatdrolt sikidomokra (=6 esetén) ugyanaz mondhatd, mint a hatdrolé gor-
békre. Az n (pontszdm) nagyobb értéke esetén — ha az I. eljdrdst alkalmazzuk —
az egyes tartomdnyok belsé pontjaiba mar elléphetnének a hatdrrdl az egyes pontok.
Ezen ugy segithetiink, hogy a tartomdny belsejébdl egy megfelel6 nagysdgia kort
,kivdgunk® — a 15. dbrdn ldthaté mdédon. (Ez kdonnyen véghezvihetd teljes szigoru-
sdggal is.)
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A sikon, a fenti eseteken kiviil, még olyan ,,egyszer(i” alakzatndl is, mint a
korlap, lehetséges, hogy nem jutunk extremdlis rendszerhez. Pl. n=4, 5, 8 pont
esetén a 16a dbrdn ldthaté rendszerek stabilak eljdrdsainkkal szemben, de a 16b
dbrdn ,,jobbak™ (extremdlis elrendezések) vannak.

(n=8)
Y
0
(10D 52 05.0) X
14. dbra 15. dbra

Sikbeli esetekrdl még elmondhatd, hogy a szabdlyos négy- és hatszog-rdcsok
stabilak eljdrdsainkkal szemben, s6t ezeknek valamely megfeleld részét tekintve,
ezen részek dltal kifeszitett tartomdnyon, mint tartalmazé alakzaton, ezek a részek
is egy stabil pontrendszert adnak (17. dbra). Viszont dltaldban a négy vagy hat-
szogrdacsok nem szolgdltatnak extremadlis elrendezést. Ezen tal a 1II. és IV. eljdrd-
sokrol még az is elmondhatd, hogy bdrmely stabil, kongruens korrendszer dltal
kifeszitett rendszert vdltozatlanul hagynak.

Az el6zéekhez hasonldan, térbeli ellenpélddkat is adhatunk. Pl a 12. dbra
esetének megfeleléen: egy 2 egység alapélii és J2 egység magassdgi négyzetalapl
hasdb (18. dbra) alap és fedGlapjan az oldalélek kozéppontjdba helyeziink pon-
tokat (6sszesen nyolc pontot). Ezek a pontok eljdrdsaink hatdsira nem mozdul-
nak el (sem a hasdb feliiletén sem a belsejébe). Mégis, ha a 18. dbra szerint helyez-

ziik el a pontokat, nagyobb lehet a minimdlis tdvolsdg (mint az elébbi J2).

Ugyanigy g6mboén (vagy gombben) levé pontrendszerekre is adhatunk példd-
kat: Gombbe irt (egy f6kordn levd) négyzet, szabdlyos hdaromszogalapu hasdb, és
kocka csticsai dltal adott pontrendszerek egyike sem valtozik az adott (I., III., IV.)
eljdrdsok hatdsdra, de a megfeleld extremadlis rendszerek mdsok: a gombbe irt sza-
bdlyos tetraéder, a gobbe irt oktaéder és az archimedeszi antiprizma.

Térben a szabdlyos illetve stabil gémbrendszerekrdl ugyanazt elmondhatjuk,
amit a sikban a korrendszerekrdl mondtunk — eljdrdsainkkal kapcsolatban.

A fentiekben szerepld példdkbdl ldtszik, hogy eljdrdsaink tobb dimenzids eset-
ben korldtokba iitkdozhetnek. A felsorolt példdkban a lehetséges esetek elég sok
tipusa szerepelt (kiilonbozd gorbék, sikidomok, térbeli alakzatok; az elhelyezendd
pontok kiilonb6z6 szdma mellett) mégis az adott példdk bizonyos szempontbdl
specidlisaknak tekinthet8k; pl. koér vagy gomb esetében legfeljebb 8 pontrdl volt
sz6 (igy nem tudunk még nagyobb pontszdm esetére semmi biztosat mondani),
vagy a sokszogek esetén (12. dbra) az oldalszdm mindig megegyezett az elhelyezend6
pontok szdmadval, é. i. t.
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Ezek utdn felmeriil a kérdés, vajon hogyan lehetne elérni, hogy eljdrdsaink
tobb dimenzids esetekben is eredményesek legyenek. Ennek egyik mddja az lehetne,
hogy egyszerre egynél tobb (2, 3, 4) pontot mozgatunk. Eljdrdsaink t6bb pont moz-
gatdsdval sem vezetnek mindig a kivdnt eredményre, mint azt a 19. dbrdn levé két
elrendezés is mutatja. Az a) esetben a pontok 4ltal adott négyzetrdcs toltse ki ponto-
san a téglalap alaku 7 tartomdnyt. Ekkor 2, 3 vagy 4 pont egyszerre torténd moz-

P1P2= p2p3= p3p5= p5p1'= p4p1=
= P,Pg=PPy = Py Pg= PePs
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17. dbra

gatdsdval sem lehet ugy véltoztatni a rendszeren, hogy a pontok kozti tdvolsdgok
minimuma ndéjon. (Ez beldthatd az Osszes lehetséges tipust eset végigprobdldsd-
val.) Viszont, ha elég sok pont szerepel, akkor a b) esetben ldthaté szabdlyos hdrom-
szogrdcs (ugyanannyi pont és ugyanakkora minimdlis tdvolsdg esetén), egy az el6z6
T-hez hasonld, de kisebb téglalapon is elfér (éppen a nagyobb siirliség miatt), igy
az eredeti 7-n beliil felnagyithatd, tehdt egy nagyobb értéket ad a pontok kozti
tdvolsdgokra, mint az a) eset (ezt egy konkrét
példdn keresztiil is végig lehet szdmolni). Ldt-
hato tehdt, hogy hidba mozgatunk egyszerre
tobb (2, 3, 4) pontot, mégsem jutunk mindig
extremdlis elrendezéshez. Sokkal tobb pont
egyszerre torténd mozgatdsdval valdsziniileg
jobb eredményt lehetne elérni, de akkor az elja-
rdas védlna tul bonyolulttd. ;
Az eddigiekben az egyes eljardsok ered-
ményeit csupan abszolit szélséérték szempont-
jabdl vizsgdltuk. Kérdés, hogy eljardsaink, me-
lyek dltaldban nem vezetnek abszolut szélsé-
értékhez, vajon lokadlis szélsGértéket szolgdltat-

S ¢4

N
RN

Q) b)
- 19. dbra
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nak-e (vagyis, hogy ha az eredményként kapott pontrendszer minden pontjdt csak
egy elég kis értékkel mozditjuk el, akkor a minimdlis tdvolsdg nem n&vekszik).

Ilyen esetek ldthaték a 13b, ¢ dbrdn, a korre adott példikban és a 14. dbrdn is
— valdban ezekben az esetekben az adott P, ..., P, pontrendszer pontjait egy elég
kis értékkel elmozditva nem kaphatunk ,,jobb” elrendezéseket. (Hasonléan a sza-
balyos négy- és hatszogracsok dltal kifeszitett rendszerek is egy lokadlis szélsGértéket
adnak.) Természetesen ezek a példdk egyadltaldn nem jelenthetik azt, hogy tetszd-
leges rendszerbdl kiindulva eljardsaink mindig egy lokdlis széls6értéket add rend-
szerhez vezetnek. Hogy valéban nem mindig juthatunk lokdlis szélsGértékhez eljd-
rdsaink segitségével, azt a kovetkezd példdakbol is lathatjuk:

Tekintsitk a 12. abrdn adott szabdlyos n-sziget. Az oldalak kézéppontjait
elfoglald rendszer pontjainak mindegyikét a sokszog keriiletén egy adott koriil-
jdrdsi irdnyban valamilyen egyenld értékkel elmozditva a pontok tdvolsdga ndvek-
szik, egészen addig, mig a legk6zelebbi csucspontba nem jutnak. Hasonléan, a gom-
bon adott 4, 6, vagy 8 pontbdl dllé, nem extremdlis rendszerek (négyzet, haséb,
kocka), melyeken eljdrdsaink nem vdltoztatnak, az Osszes pont egyszerre torténd
folytonos mozgatdsdval (pl. a kockanadl két szemkdztes lap ellenkezd irdnyba vald
csavarasdval és kozelitésével) az extremdlis helyzetbe vihetdk, (tetraéder, oktaéder,
archimedeszi antiprizma), mik6zben a minimdlis tdvolsdg folytonosan ndvekszik
(tehdt nem adnak lokadlis szélsGértéket).

Itt jegyezziik meg, hogy a szélsGérték vizsgdlata a szokdsos mdédon — a pontok
kozti tdvolsdg minimumadt (mint a pontrendszer fliggvényét) leiré F fliggvény dif-
ferencidljdnak segitségével — dltaldban nem torténhet, mivel F-nek az egyes pontok
koordindtdi szerinti parcidlis derivdltjainak egy maximum helyen legaldbb az

egyike nem létezik.
*

Befejezésiil Osszefoglalunk néhdny még nyitott kérdést. Nincs még egyszerii
eljdrdsunk, amely nem csak bizonyos térgorbék esetében alkalmazhatd, hanem
dltaldnosabb esetben is.

Nem hatdroztuk még meg alakzatoknak egy lehetd legszélesebb osztdlydt,
amelyre az altalunk targyalt (I—IV.) eljdrdsok extremdlis rendszerhez vezetnek.
Tulajdonképpen eljardsaink eredményességére vonatkozdan egy minél gyengébb
sziikséges feltételt kellene kimondani, mint ahogyan az el6zGekben a térgorbékre
egy elégséges feltételt sikeriilt is adni.

Egy fontos probléma a gomb esete. Erre csak specidlis esetekre szol6 (n =4, 6 és 8)
ellenpélddkat adtunk, igy még el6fordulhat, hogy nagyobb pontszdmra eljardsaink
sikeresek. El6fordulhat az is, hogy nem ilyen specidlis elrendezésekbdl kiindulva,
ha nem is mindig, de az esetek nagy tobbségében mégis eljuthatunk egy extremalis
rendszerhez.

Itt emlitjik meg, hogy vannak a relaxdcios eljardsokkal rokon egyéb pont-
elhelyezési modszerek is, amiket kiilondsen a gémbi probléma miatt érdemes meg-
vizsgdlni. Ezek a vizsgdlatok azonban kiilon tanulmédnyt igényelnek.

A relaxdcios eljardsok egyes lépéseire nincs még megfelelé olyan numerikus
modszeriink, amellyel valdjdban meghatdrozhatndnk egy extremdlis elrendezést
— ismerve példdul az egyes pontok koordindtdit. llyen numerikus moddszerek vol-
tak — térgorbéknél belsé metrika esetén — az Gn. Gauss— Seidel illetve Southwell—
féle relaxdcids eljdrdsok.

4% MTA 111. Osztdly Kozleményei 18 (1968)
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RELAXATION TYPE METHODS FOR EXTREMAL POINT DISTRIBUTIONS
IN DISCRET GEOMETRY
by

MiHALY Rupa

Summary

In this paper the author studies the range of effectiveness of certain relaxation-type methods for
finding ,,extremal” configurations of a given number of points in a given domain. A configuration is
said to be extremal if the minimal distance of pairs of its points attains its greatest possible value.
Beyond positive results in many cases the methods studied here are proved to lack general effec-
tiveness.
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