A FELIG KORLATOS HERMITIKUS OPERATOROK
ONADJUNGALT FOLYTATASAINAK ELMELETE
ES ALKALMAZASAL (I)*

frta: M. G. KREJN

A 9 Hilbert-térben értelmezett T linedris operdtort NEUMANN JANost [1] ko-
vetve hermitikusnak nevezziik, ha az operdtor D (7)) értelmezési tartomdnya sfirii
$H-ban és minden g, f€D(T) elemparra (Tg, f)=(g, 7f). A T hermitikus operdtort
alulrdl félig korldtosnak mondjuk, ha

T
m(T 1
)= fem(T) an -
Alapveté munkdjaban (ldsd [I], 103. old.) NEUMANN JANos kimondta azt a
sejtést, hogy minden félig korldtos hermitikus T operdtornak van legaldbb egy
félig koridtos Snadjungdlt (hipermaximdlis) T folytatdsa, amelyre

m(T) = m(T).

Ezt kés6bb M. H. StonE [7] és mds modon K. FRIEDRICHS [2] bizonyitotta be, nyitva
hagytdk azonban azt a kérdést, vajon csak egy ilyen T folytatds létezik-e'.

Sikeriilt kimutatnunk, hogy a széban forgd folytatds csak bizonyos, nem min-
den félig korldtos operdtorra teljesiilé feltételek mellett lesz egyéitelmfi. Ezt az ered-
ményt a kdvetkezd dltaldnosabb feladat megolddsa sordn kapjuk meg: Keresendok
a T operdtornak mindazok az onadjungdlt T folytatdsai, amelyekre m(T)=y,
ahol y tetszés szerinti, m(7T)-nél nem nagyobb szdm. A T félig korldtos operdtorrol
dttérve az S = T—yl (m(S)>0) pozitiv operdtor vizsgdlatdra az utobbi feladatot
v1sszavezetjuk az S operdtor Osszes pozitiv onadjungdlt § folytatasamak megkere-
sésére. Kiderdiil, hogy az ilyen folytatdsok kozott taldlhatd két ,,sz€1s6” folytatds,
S, és Sy (a ,,durva” és a ,.finom” folytatds), amelynek szdmos figyelemre mélto
extremahs tulajdonsdga van.

gy példdul ahhoz, hogy egy S’ pozitiv 6nadjungdlt operdtor az S operdtor
folytatdsa legyen, sziikséges és elégséges a kovetkezd feltétel: minden f€H elemre

(Su+aD ' £,1) = (S +a) ' £,1) = (Su+aD)~' £, f),

ahol a tetszés szerinti pozitiv szdm.

Azok az olvasok, akik ismerik K. FRIEDRICHS miivét, vizsgdlatainkbdl (ldsd
I. fej. 10. tétel) ldtni fogjdk, hogy az S pozitiv operdtor folytatdsdnak dltala ajédnlott
mddszere mindig az S, durva folytatdsra vezet.

* Matemarudeckuii cGopumx 20 (1947) 431—495. A forditas itt kzolt része a cikk L. fejezeté-
nek 1—58§-4t és irodalomjegyzékét tartalmazza.

1 Ezt a kérdést csak egyszer{i hermitikus operatorra vonatkozoan van értelme feltenni; a tagadd
valasz csak ebben az esetben nem trivialis (lasd [12]).
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274 M. G. KREIN

Minthogy a matematikai fizika feladataiban el6fordulé hermitikus operdtorok
majdnem mind félig korldtosak, eredményeink a matematikai fizika feladataival
kapcsolatban szdmos alkalmazdsra taldlnak. Specidlisan azok a képletek, amelyeket
az S operator valamilyen S pozitiv 6nadjungdlt folytatdsardl a durva folytatdsra
vald dttérésre nyertiink (ldsd I. fej. 12. tétel), lehetévé teszik parcidlis differencidl-
egyenletekhez tartozd Kkiilonféle peremérték-feladatok Green-fliggvényének meg-
szerkesztésére alkalmas Uj hatdsos mddszerek kidolgozasat (ldsd I11. fej.*).

Vizsgdlati mddszeriink kiindulé pontja az a korilmény, hogy az § pozitiv
hermitikus operdtor nadjungdlit folytatdsainak keresése visszavezethetd egy olyan
A korldtos linedris operdtor dnadjungdlt és normatartd folytatdsainak a keresésére,
amelynek D(A) értelmezési tartomdnya nem siirli H-ban, és amely teljesiti a hermi-

tikussag feltételét: N
(4g,/)=(8, 4f)  (8.f€D)).?

Valéban, ha S zdrt pozitiv hermitikus operator és S = S*, akkor, amint konnyen

beldthaté, az
A(f+S) =f-Sf (feD(S))
egyenlGség egy A korldtos hermitikus operdtort definidl, amelynek
DA =T+9D(S)

értelmezési tartomdnya zdrt és a § tér valddi altere, tovabbd

A
1) = sup Uy,

reo 1fl

Nem nehéz megmutatni, hogy ha az A4 operdtort egy A korldtos 6nadjungélt
operdtorrd folytatjuk, amelynek a normdja [Al =1, és ezutdn képezziik az §=
(I—A)(I+ A)~' operdtort, akkor megkapjuk az S operdtor S pozitiv 6nad-
Jungdlt folytatdsainak dltaldnos alakjdt.

Igy az 1. fejezetet a © térben nem slirli D(A4) értelmezési tartomannyal rendel-
kezd A korldtos hermitikus operdtorok onadjungdlt folytatdsairol szold tételekkel
kezdjiik (1. és 2. §); ezek taldn 6nmagukban is érdekesek némileg. A tovdbbiakban
ezen tételek alapjdn tanulmdnyozzuk a félig korldtos hermitikus operdtorok 6nad-
jungdlt folytatdsait.

Kiilongs figyelmet szenteliink a véges defektusindexli nem korldtos hermitikus
operatoroknak (6., 7. és részben 8.§), szem elStt tartva az egydimenzids perem-
érték-feladatokndl jdtszott szerepiiket.

A II. fejezetben az dltaldnos elmélet tételeit egydimenzids peremérték-feladatok
vizsgdlatdra alkalmazzuk. Ezek a vizsgdlatok bizonyos értelemben a szerzé kordbbi
munkdinak ([3), [4]) dltalénositdsdt és lezdrdsdt képezik. Az I. fejezetben szerepld
dltaldnos fogalmak és dllitdsok lehetSvé tették a megfontoldsok lerdviditését és a
gondolatmenetek jobb kidomboritdsdt. E fejezet eredményei konnyen dltaldnosit-
haték differencidlegyenlet-rendszerekre vonatkozé egydimenzids peremérték-fel-
adatok kiilonboz6 osztdlyaira.

* A tervezett II1. fejezet kozlésére valdjaban nem keriilt sor. (Ford. megj.)
2 Megengediink magunknak bizonyos lazasigot és az ilyen A operdtorokat szintén hermitikus-
nak nevezziik.
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A III. fejezetben®* az dltaldnos elmélet eredményeit felhasznaljuk parcidlis
differencidlegyenletekre vonatkozé tobbdimenzids peremérték-feladatok tanulmd-
nyozdsdra. Az 1. fejezetben tdrgyalt dltaldnos fogalmak a peremérték-feladatokkal
kapcsolatban 0j problémakhoz vezetnek. A Green-fiiggvények itt kapott 1j jellemzé-
seinek és megszerkesztésiik mddszereinek jelent&sége lehet az alkalmazdsok szem-
pontjdbdl is.

Az].fejezet £6 eredményei bizonyitds nélkiil megtaldlhatok a Joxnanst AkaneMun
Hayk CCCP cimii folydiratban megjelent [5] kozleményiinkben. Ugyanebben a
folydiratban jelent meg a szerz8 [6] kozleménye is, amelyben az 1. fejezet 6. §-hoz
csatlakozd €s azt részben kiegészitd eredmények keriiltek ismertetésre.

Terminoldgia és jelolésmadd tekintetében 1ényegében STONE [7] kényvét kovetjiik.

I. FEJEZET
ALTALANOS ELMELET

1. §. A Hy operitor

1. A tovdbbiakban $ mindig valamilyen Hilbert-teret jelent.

A 55 térben haté kiilonféle hermitikus operdtorokat fogunk vizsgdlni. Mint-
hogy még nem alakult ki egységes terminoldgia, megmondjuk, hogy egy A linedris
operdtort, amelynek az értelmezési tartomdnya D (4) (@ (ADcH, AD(A)  H),
akkor fogunk hermitikusnak nevezni, ha

(4g./)=(g, 4f)  (g./€D(Q))
Ebben és a kovetkezb két paragrafusban folytonos hermitikus A operdtorokat
Sfogunk vizsgdlni. Amint ismeretes, az A linedris operdtor akkor és csak akkor foly-
tonos, ha korldtos, vagyis van véges normdja:

1) = sup AL

sup
reotn If]

Ha az A4 hermitikus operdtor az egész $ téren értelmezve van (D(4)=9),
akkor korldtos és '

141 = sup [(f]fff))'

Az ilyen operdtorokat korldtos bnadJungalt operdtoroknak fogjuk nevezni.
Ebben a paragrafusban minden alkalommal, amikor nem mondunk mdst, fel-

tessziik, hogy a széban forgd operatorok korldtos 6nadjungdlt operdtorok.
Allapodjunk meg abban, hogy ha

A#B ¢ (Af,f)=(Bff) (f€9),
A<B vagy a B=A

akkor az
jelolésmoddot haszndljuk.
* Lasd a 274. oldalon 4ll6 labjegyzetet.
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A tovdbbiakban H pozitiv operdtort jelent (H=0). llyen operdtorhoz taldlhaté
egy és csak egy pozitiv operdtor, amelynek a négyzete H-val egyenld; ennek a jele
H? lesz,

Ha

3
Hf = [MEQ)f  (feH; 1=|HI)

a H operator spektralfelbontdsa, akkor
{
Hif = [JHdEG)f  (f€9).
0

A tovdbbiakban fontos szerepet fog jdtszani a kovetkezd

1. TETEL. Legyen M a © tér zdrt altere, H pedig valamilyen pozitiv operdtor.
Ekkor® a
) C=H 2) RCO)cn

feltételeket teljesité dsszes C operdtorok Q halmazadban taldlhato maximdlis operdtor
(vagyis olyan operdtor, amely a halmaz minden mds C operdtordndl nagyobb). Ez a
Hgy, operdtor kifejezhets a

(1. 1) Hy= H* Py H*

képlettel, ahol Py a HYf €N tulajdonsdggal rendelkezé f€ $ vektorokbdl dllo & altérre
ralo merdleges vetités operdtora.

Bizonyitds*. Jeldljik D-vel az 9t altér H-ra vonatkozd ortogondlis komplemen-

tumat:
D=HoN.

Ekkor tetszés szerinti C€Q operdtorra
(¢, 8)=0, Cg=0 (fe9, geD),
(CLf) =(C(f—g) f—g) (f€H, g€D).
A C=H osszefiiggés alapjan
(ChL) = (H(f-g), [-8) = [H} (-9 (f€9H, g€D).

kovetkezésképpen
1.2) (Cf,f) = inf|HEf— Htg|.
geED

tehat

3 Az elfogadott szokdsnak megfelelden R(A4)-val az Gsszes Af(fe D(A)) értékek halmazit je-
16)jiik ; tehat AD(A)=R(A).

4 A tétel alabb ismertetett bizonyitasa lényegesen egyszeriibb a szerz6tdl szdrmazd eredeti
bizonyitasanal. A bizonyitas leegyszeriisitéséért a szerzé I. M. Gelfandnak tartozik kdszOnettel.
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Legyen & azoknak a h vektoroknak az Osszessége, amelyek ortogondlisak
H*D-re, Py pedig az Q-re valé merdleges vetités operdtora. Az (1. 2) egyenlGtlenség

értelmében
(Cf.f) = |PoHYf|* = (HtPoHYf, f) (f€9).

Nyilvanvalo, hogy H*P,H*=H.

Az 8 altér definicidja szerint 4 € £ akkor és csak akkor dll fenn, ha (h, H*g)=0
(g€D), azaz (H*h,g)=0 (g€D), vagy mdsképpen Hihe .

Ennélfogva R(H*P H*)C M.

Ezzel beldttuk, hogy H*P H*c Q, és igy a tételt bebizonyitottuk.

2. Felsoroljuk a Hy operdtor néhdny tulajdonsdgadt.
Az (1. 1) képletb8]l adodik, hogy R(Hg) CR(H?), tehdt

R(Hg) CR(H) = ROR(HD).

Az is nyilvdnvald, hogy az € halmaz nem vdltozik meg, ha az 9 alteret az
N(H) altérrel helyettesitjiik; ezek szerint

cx) Hg; = H@Uﬂ

Innen kdnnyen nyerjiik a kovetkez6t:
B) Hy=0 akkor és csak akkor, ha®

N(H) = NROARHE) = (0).

Tekintettel az o) tulajdonsdgra csak azt kell beldtnunk, hogy Hy=0, ha
N(H)#(0). De ha
peNR(H), ¢#0,

akkor taldlhaté olyan € 2 elem, hogy
¢ = HHy.
Normaljuk a ¢ elemet gy, hogy || =1 legyen; ekkor
(f, @)1 = [(f, HFY)? = (HEL, 1> = |HEf)? = (HELf)  (f€9).

Ily mddon a

Cof=(f, 9)o

képlettel értelmezett C, operdtornak megvannak az 1. tételben szerepld 1), 2) tulaj-
donsdgai, kovetkezésképpen

0<C,= Hy.
y) A
(1.3) Hyf = Hf

egyenldség azokra és csak azokra az f€$ elemekre dll fenn, amelyekre Hf € N.

5 (0) az egyetlen 0(€$) elembdl 4ll6 halmaz jele.
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Valoban, az (1. 3) egyenl8ség ekvivalens azzal, hogy
|Pe HEf? = (Haf,f) = (Hf.f) = [Hif|2.
Ebbdl az egyenldségbdl viszont kovetkezik, hogy
P HEf = H¥f, vagyis H*fecQ.
De g= H*f¢ £ akkor és csak akkor teljesiil, ha Htgc R, azaz Hf¢N.

8) Ha létezik korldtos H=* inverz operdtor, akkor az M altérben tekintett Hy
operdtornak ebben az altérben van inverz operdtora. Ha az utébbit a HGV jellel
Jjeléljiik, akkor®

Hy Vf = PoH 'Pof (fEN).

Valoban, a y) allitds szerint

(1.4 (Haf, /) =(HS,. 1)

minden f€ H='N elemre. Elvégezve az (1. 4) egyenlGségben az

f=H'g (geM
helyettesitést, kapjuk:
(H-'HyH 'g,g) = (H 'g,8) (g€M).

Ha itt a g elemet g =Py f (f€ H) alakban dllitjuk ¢l6 és felhaszndljuk, hogy
Haf = HaPaf = PaHaf (f€9),
akkor az

(1.5) (RHy Rg,g) = (Rg, )

képletet nyerjiik, ahol R-rel azt az N térben értelmezett operdtort jeloltiik, amelyet az
Rg = PaH 'Pag=PyH 'g (g€N)

egyenléség hatdroz meg. Minthogy

(Re.0) = (H'g,0)= [ (6.8) (€W, I=IHI),

létezik korldtos R~! inverz operdtor, és az (1. 5) egyenl8ségben elvégezve a
g=R7'f (feW)
helyettesitést, azt kapjuk, hogy

Haf = R7If (fed),
és éppen ez volt az 4llitds. .
3. Az aldbbiakban olyan képleteket ismertetiink, amelyek kiilonb6z6 konkrét
feladatok sordn alkalmasak Hg kiszdmitdsdra.
I
8 P, az az operator, amelyik a $ teret merdlegesen R-re vetiti.
A 8) 4llitas a tovabbiakban sehol sem keriil felhasznalasra. Mégis érdekes annyiban, hogy véges

dimenzidju $ tér esetén a H,, operator alkalmas bazisra vonatkozé matrixa a H operator megfeleld
matrixabol egyszerii racionalis miiveletek utjdn megkaphat6.
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Elbszor megjegyezziik, hogy egy @€ $H elem akkor és csak akkor tartozik az
R(H?) altérhez, ha
1

= [ / dl_E?Jflf]Z

o = Hy, ,

E feltétel teljesiilése esetén

ahol
_ [FEDe iy
(1.6) Y Of Vi (=HPog).

Legyen $, a H operdtor &sszes zérushelyeinek a halmaza, $, pedig 9, orto-
gonalis komplementuma:

53 = 50®55+ \(Hsjo = 0: H5C5+)-

Az R(HY) cH, halmazon az (1. 6) egyenldséggel értelmezett (dltaldban nem
korldtos) H(-® operdtor a $, altéren tekintett H* operdtor inverze, és ha ¢ befutja
az R(H?) halmazt, akkor ¥ = H(~¥¢ befutja az egész §. alteret.

Az R(H?) linedris sokasdgon vezessiink be egy Gj [, ] skaldris szorzatot a

1

o= [1EQD (o yemarn)

0

képlet segitségével. Erre a skaldris szorzatra nézve az R(H?) halmaz a §_ térrel
izometrikus teljes Hilbert-tér, mert

[0, 11 = (HPo, HDy).
Jegyezziikk meg, hogy a

— 1
[0] = Vip, 0] = V—7]¢I (pER(HD)

Osszefiiggés folytdn minden a [p] norma szerint konvergens {y,} C R(H?) sorozat
a || normdra vonatkozéan még inkdbb konvergdl (és természetesen ugyanahhoz a
hatdrértékhez).

Jelolje €, azoknak az f€$, vektoroknak a zdrt halmazdt, amelyekre H¥f€RN.
Mis széval

2. =82Nny,,
vagy még masképpen
Q. = H-DR(H).

Ha f€ 8, azaz Hife R, akkor f-et f = f,+f, alakban elddllitva, ahol £, € 9,
S+ €9, kapjuk:
Hif, =0, Hif,=HifcHn,

és innen f€8, L€, Q.
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Ezek szerint
L=2,8L,, L,=2MN%H
és
PQ = Pgo +Pg+ .
Minthogy R(H¥)c H,, fenndll
PQOHi‘:O, PQH%=PQ:Hi,

és igy a Hy operdtor (1. 1) kifejezése a kovetkezdvel helyettesithet6:
(17) Hm:‘H%Pgi_H*.

Legyen {p,},cn telies ortonormdlis rendszer M(H)-ban (a [¢, x] skaldris szor-
zatra vonatkozoan):

[(p;u (pv] = 5uv (“9 v E N)
Megmutatjuk, hogy ekkor

{
(1 8) Hg;f: ver'v(f; (pv) Dy

és végtelen N halmaz esetén tetszés szerinti f€ 9 vektorra az (f, ¢,) (vEN) egyiitt-
hatok koziil csak megszdmldlhatéan sok kiilonbozik nulldtol, tovabbd a jobb olda-
Ton 4ll6 sor erBsen konvergens az [f] normdra nézve?, tehdt az |f| normdra nézve
még inkdbb.

Valéban, az M(H) tér {p,} teljes ortonormadlis rendszerének az £, tér egy
(kdzdnséges értelemben) teljes ortonormadlis {,} rendszere felel meg, ahol

1.9 Y, = HPeg,, o¢,=HtY, (vEN).
Ezek szerint
(1. 10) Po, Hf = v%(H*f, Y)Y, = g} (fSo) ¥,

~

madsrészt figyelembe véve, hogy
Xa—>x esetén [Hiy,— H*y]-0,
az (1.7), (1.9), (1. 10) egyenlGségekbdl kapjuk:
. {1
HSRf= H*( Z(f;(pv)l//v) = Z(f; (pv)(l’v’
vEN vEN
és ezt kellett bebizonyitani.

4. Id6zziink még anndl az esetnél, amikor Jt(H) véges dimenzidju.
¢) Ha N(H)n-dimenzids tér és {@y, @,, ..., ¢,} ennek egy bdzisa, akkor

(L.11) Haf = ’lvjk(ﬁq),-)cok (fe9),

ahol a TI',= |yulli matrix a

ES
1

¢n = ”[(p19 (pk]”'i
matrix inverze.

7 Ez 1gy tiintetjiik fel, hogy a X jel folé [ ] jelet irunk.
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Csakugyan, nem nehéz igazolni, hogy az (1. 11) egyenlGség jobb oldaldn 4il6
Osszeg nem valtozik meg, ha a {(p1,¢2,. ., @, bdzist valamilyen mds bdzissal
helyettesitjikk. Mdsrészt ha a {¢,, ¢,, ..., ¢,} bdzist Ggy vélasztjuk, hogy

[0;, o]=0; (,k=1,2,..,n),

akkor I'y=®; ! az egységmatrix lesz, és az (1. 11) egyenléség jobb oldaldn 4116
Osszeg a

émw%

Osszegbe megy dt, amely az (1. 8) Osszefiiggés értelmében a Hyf elemmel egyenld.
Megjegyezzitk, hogy az (1.11) képletet még a kovetkezéképpen is fel lehet

irni:

0 (f,e1)...(f, 0n)

. 1 (Pl‘

1.12 Hyf=———|."
( ) mf I(p"| : | qj"

o

Ha 9t egydimenzids, R(H)=MN és @I (p#0), akkor azt kapjuk, hogy

(1.13) Haf =LA o (fes)

Ez a képlet abban az esetben is érvényes, amikor N(H)=0 és igy Hy=0,
mert ilyenkor ¢ ¢ R(H?) és ugy tekinthetjiik, hogy
1

2
o = [ AED6E_

0
Ha az (1. 13) formuldt &sszevetjiik azzal a ténnyel, hogy az 1. tétel szerint

Hgy = max C,
ahol C eleget tesz az
RC)cR, C=H

feltételeknek, akkor kdnnyen nyerjiik®, hogy

i
lmMZ/ﬂmmz
1.14 sSup —sr o = — €9).
(19 P8 ) r e
8 Valoban, ha R(C) N, akkor Cf=a( f,¢)p; tovabba ha C= H, akkor «|(fip)|2=(H}f), azaz
(HAS)
o = oy = inf
(fio)®

és innen
Haf =oan(f,0)0.

Osszehasonlitva ezt az (1.13) egyenldséggel megkapjuk az (1.14) Ssszefiiggést.
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Ezt az egyenlGséget nem nehéz koézvetleniil is bebizonyitani, beléle pedig mdr
kovetkezik (1. 13).

5. Most legyen {¢;}7 egy Jt(H)-beli elemekbdl 4116 sorozat, amelynek a lined-
ris burka siirli M(H)-ban az [f] normdra nézve®, és legyen

¢n = ||[(PJ’ (pk]”'i (n = 1,2, )
Az elmondottak utdn nem nchéz beldtni, hogy

0 (fie)...(f, 0n)

(1.15) Haf == lim o5 (fe9),
P

*

ahol a jobb oldalon 4il6 hatdrérték nemcsak a régi |f| normdra vonatkozéan, hanem
az [f] norma értelmében is létezik.

Valéban, minthogy a hatdrérték jele utdn dllo kifejezés nem viltozik meg, ha
aQ,, .., vektorokat tetszés szerinti egymastol linedrisan fiiggetlen és a ¢4, ..., @,
vektorokkal linedrisan kifejezhetd o1, ..., ¢, vektorokkal helyettesitjiik, a kifeje-
zés akkor sem vdltozik meg, ha a {¢,}T sorozatot a belSle a [¢, ] skaldris szorzatra
vonatkozé 1épésenkénti ortonormaldssal nyerhet {@;}7 sorozattal pétoljuk. Ezek
szerint eleve feltehetjiik, hogy

[(Pja (pk]zéjk (]’k:l’29)

De ekkor az (1. 15) Osszefiiggés a

Hof = ;"(f, 0)0; (f€9)

Osszefiiggésbe megy dt, ezt pedig mdr igazoltuk a 3. pontban.

2, §. Az A, és az Ay, operitor

1. Ebben a paragrafusban korldtos hermitikus A operdtorokat fogunk vizsgdlni.
Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil mindig feltehetjiik, hogy az ilyen operdtorok
D(A) értelmezési tartomdnya zdrt. Minket az az eset fog érdekelni, amikor D(4)
a $ tér valddi része (altere); ebben az esetben érvényes a kovetkezd

2. TETEL. Minden korldtos hermitikus A operdtornak van legaldbb egy dnadjun-
galt folytatdsa, amelynek a normdja megegyezik A normdjdval.

Bizonyitds. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy [A4|=1.
Minthogy bdrmilyen f€$ elemre

(g, = 141 -1g|- | f] = lgl|f],

® Ilyen sorozat létezése biztositva van, ha £ szeparabilis, tehdt még inkabb, ha § szeparabilis.
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az (Ag,f) (g€D(A4)) kifejezés folytonos linedris funkciondl a D(4) halmazon. Ko-
vetkezésképpen, KIEsz FRIGYES lemmdja értelmében, tetszés szerinti £€ $ elemnek
egyértelmiien megfelel egy h€D(4) elem, amelyre

2.1 (4g.f)=(g. ) (g€D(A)),
és fennall |A|=|[f].

Legyen N
(2.2) h=A°f (f€9,4°f€D(A)).

Konnyen belathatd, hogy az A° operdtor linedris, tovdbbd

[4°f) =11 (f€9).

Legyen P a 9 tér D(A4) altérre valo merdleges vetitésének operdtora. A (2. 1),
(2. 2) egyenlGségek alapjdn g, f€D(A4) esetén

(8, A%)=(Ag, /) =g, A)=(g, PAf),
A%f=PAf (feD(A)).
Legyen 9t a D(A4) altér ortogondlis komplementuma $-ban:
H=DoR,
{e,},cn pedig ortonormdlis bdzis 9t-ben. Tetszés szerinti f€D(A) elemre

Af— A°f = Af— PAfC,
Af = A°f+ %’vcv(f)ev (feD4),

és igy

tehdt

ahol
‘ o(f)=(4f,e,) (VEN).

Feltevés szerint ||Af| =1, ugyhogy

2.3) Af? = lz‘1°f|2+v§v (NP = ISP (fE€DMA))

Legyen
(g5f)l = (gaf)_(Ao > AOf) (g9f€ 3:)):

ekkor az [A°f|=|f| (f€9) Osszefiiggés értelmében
(/, =0 (fe9),

és igy bevezethetjilkk az

2.4 Il =V =VIFP= 14 (20)
normat.
Azonositva $H-ban mindazon  f, f* elempdrokat, amelyekre |[f—f’|, =0, és
teljessé téve a § teret az Uij | f|, normdra vonatkozdan, egy 0j $, Hilbert-teret kapunk.
Jelolje D, a D(A4) halmaz H,-beli lezdrdsdt. A (2. 3) egyenlbtlenség kovetkez-
tében bdrmelyik f€D(A4) elemre

2.5) 2 le(NIP =113

VEN
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Ebb8l adddik, hogy ¢,(f) (v€N) linedris, korldtos (folytonos) funkciondl
a $, részhalmazaként tekintett D(A) halmazon; kovetkezésképpen ¢,(f) a foly-
tonossdg megtartdsaval egyértelmiien folytathaté D, -re. Az is vildgos, hogy ennek
sordn a (2. 5) Osszefiiggés érvényes marad minden f€ D, elemre.

Riesz FRIGYES lemmdja alapjin minden v€ N index mellett taldlhatd olyan
h,€D,, amelyre

(2.6) () =Uh) (feD).
Vezessiik be tetsz€s szerinti vE€ N indexre a

(2.7 () =Un0) (fe€9H)

Jelolést.

Legyen P, a , tér D, -re valoé merdleges vetitésének operdtora. Ekkor a (2. 6),
(2. 7) egyenlbségek értelmében

yv(f):YV(Plf)=cv(Plf) (fes:)ls VEN),
tehdt, figyelembe véve a (2. 5) egyenlStlenséget, kapjuk:

2.9 %Vlvv(f)lz = 2l P HE=IPfR=If] (f€9).

vEN

Legyen
A f=Af+ gvv(f)ev (f€9).

Ha geD(A4), akkor v,(g)=c,(g), ennélfogva
(2.9) A,g=Ag (g€DA);
ezenkivill a (2. 8), (2.4) Osszefiiggések értelmében

|4, f]* = I/ic’fl“r%’VIJ)v(f)l2 = AP+ =P

vagyis
40 = 1.

Tekintsiik az A, operdtor A} adjungdlt operdtordt. Figyclembe véve a (2. 1),
(2. 2) egyenl8ségeket azt taldljuk, hogy g€D(A4) esetén

o (418,) = (8, 41,)) = (8, 4°f) = (4g./) (f€9),
€S Imnnen

(2. 10) tg=Ag (g€D(4)).
De akkor az

- 1
A= 5 (4, + 4D

Snadjungdlt operdtor az A operdtor kivdnt tulajdonsdgu folytatdsa lesz, mert (2. 6),
(2.7) és (2. 10) értelmében .
Ag = Ag (g€D(4)),

tovabbd
- 1
L= |l4]l = 4] = 3(||A1||+I|A’fll) =1,
azaz |4 =1. A tételt bebizonyitottuk.
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2. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy A hermitikus operdtor, amelyre
DA =DA)=9H é |4 =1
Az I betlivel D(A) ortogondlis komplementumdt fogjuk jeldlni:
H=DA) o N

B (A4)-val fogjuk jeldlni az 4 operdtor sszes olyan A 6nadjungdlt folytatdsainak
a halmazdt, amelyekre 4] =1.
A 2. tétel értelmében a B(A4) halmaz nem iires; sbt, érvényes a kovetkezd

3. TEteL. A B(A) halmaznak van A, minimdlis eleme és Ay maximdlis eleme, és
B(A) azokbdl és csak azokbol az A’ korldtos dnadjungdlt operdtorokbdl dll, amelyek
eleget tesznek az -

A, =4 =Ay
Sfeltételnek.

Bizonyitds. A€B(A) esetén egy A’ operator akkor és csak akkor lesz A onad-
jungalt folytatasa, ha elddllithaté _ i
A"=A4+C

alakban, ahol C olyan 6nadjungdlt operdtor, amely ®(A4) elemein a nulla értéket
veszi fel:
Cf=0 (feD(4)).
Az utobbi feltétel ekvivalens azzal, hogy
(2. 11) ' RC)cR (N =H6D(4)).
Madsrészt |4’ =1 akkor és csak akkor, ha

(ALDI=IP (f€9),

—(+A1,0) = (Cf)) = (F-A1.0).

Az 1. tétel szerint az utobbi egyenlStlenségek a (2. 11) feltétel mellett akkor
¢€s csak akkor teljesiilnek, ha

(2.12) ~(J+A)g=C=(I1—-A)y.

A (2. 11), (2. 12) feltételek fenndllnak tobbek kozott akkor, ha C helyébe az (1 —A)g
vagy a —(/+ A)y operdtort irjuk.
Ennélfogva az

vagyis

A, = A—+ Ag,
(2.13) ) )
Ay =A+(I—A)g

operdtorok B(A)-hoz tartoznak, és ha A" az A operdtor valamelyik 6nadjungdlt
folytatdsa, akkor az A’¢B(A) bsszefiiggés szilkséges és elégséges feltétele, hogy

(2.19) A, =A =Ay
legyen.
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A bizonyitds befejezése céljabdl mdr csak azt kell megmutatnunk, hogy minden
a (2. 14) feltételt kielégité6 4" 6nadjungdit operdtor A4 folytatdsa. :
A (2. 14) egyenldtlenségekbdl adddik, hogy

R=A—~A4,=0, R=Ay—A4,;
A f=Auf=4f (f€D(4)

0= (RLN) = (Aufi )= ) =0 (feD(A)),
azaz (Rf,f)=0 (fEiD(A)), és innen R=0 felhaszndldsdval

Rf = Af—Af = 0.
A tételt bebizonyitottuk.
A (2. 13) képlet értelmében 4= A, esetén

»
masrészt

miatt

@.15) (U + A)q =
A=A, esetén pedig .
(2.16) (I=A)g=0. .

Masrészt a Hq operdtor B) tulajdonsdga (ldsd 1.§) szerint a (2. 15), (2. 16)
egyenliségek rendre az

(.17 NROAR(I+ D) = {0}, RNR(T—A)*) ={0}
egyenlGségekkel ekvivalensek.

Ebbél kovetkezik az aldbbi

4. TETEL. Legyen A€B(A), és az A operdtor spektrdlis felbontdsa

(2.18) af= [dFQ)f (f€9).

Ekkor A =A, (ill. A=A,,) teljesiiléséhez sziikséges és elégséges, hogy a

! 1
2 2
J(@, A) = /ﬂfg){i il Jo, —A) = fdll;(i)/ﬂ

integrdl értéke oo legyen tetszés szerinti @ €M (¢ =0) elemre.
Az A operdtor akkor és csak akkor lesz A egyetlen =1 normdji onadjungdlt

JSolytatdsa, ha egyidejiileg

J(@, Ay = J(p, —A) = (0= @EN).

Valéban, az f€$ elem akkor tartozik az R((/ £ A)*) halmazhoz, ha a meg-
felels J(f, +A) <o feltétel teljesiil; igy a tétel elsé dllitdsdban szerepld feltételek
rendre ekvivalensek a (2. 17) feltételekkel. A tétel masodik dllitdsa viszont kovet-
kezik az els6bdl, mert EB(A) akkor és csak akkor 4ll az egyetlen 4 operdtorbdl,
ha egyidejiileg 4= A, és A=Ay.
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3. Minden A4 hermitikus operatorhoz (|[A||§1) hozzd fogunk rendelni egy
,,skaldris szorzatot™” és egy ,,normat” a k&vetkezGképpen:

(&Na=&N+Ug)), lgla=V(g. (8€D(A)).

Ekkor minden A¢®B(A4) folytatisnak ugyanezen képletek szerint megfelel egy
(g,/)i skaldris szorzat és egy |g|i norma (g, f€9), és ezek a (g, f), skaldris szorzat
ill. a |g|, norma folytatdsit képezik.

A (2. 17) Lépletek kozil az els6bdl kdnnyen kodvetkezik az aldbbi

5. TETEL. Ahhoz, hogy egy A€B(A) operdtor megegyezzék az A, operdtorral,
sziikséges és elégséges, hogy D(A) siirii legyen H-ban az |f|1 normdra vonatkozéan.

Bizonyitds. A (2. 15) Osszefiiggés értelmében az 4 = A, egyenldség ekvivalens
azzal, hogy
Hm = 0,
ahol H = I+ A4.
Midsrészt tekintettel arra, hogy D(A)=HN, az 1. tetel bizonyitdsa sordn
tett megdllapitds alapjdn tetszés szerinti f€$ elemre

(Haf,/)= inf (H(f-g).f~g)="inf |f—gl|2,
gED(4) gED(4)
ebbd! pedig nyerjiik a tételt.

4. Most olyan kritériumot fogunk adni arra, hogy csak egy 4€®B(A) operdtor
létezzek, amelyben csak az A operdtor szerepel (nem pedig valamelyik folytatdsa).

Elézetesen megjegyezziik, hogy ha az (1. 14) Osszefiiggést a H = I— A? ope-
ritorra alkalmazzuk, ahol 4€%B(A4) spektrdlis felbontdsat a (2. 18) képlet szolgél-
tatja, akkor a kovetkezét kapjuk:

helr / dIF()ol?
(2.19) SUP T A 2 (9€9),

ha pedig itt ¢ helyébe az Ap elemet irjuk, azt nyerjiik, hogy

(2.20) _df, e /.12d|F(A)¢|2

su =
Fes /7= 1411 1=

(p€9).

6. TETEL. Ahhoz, hogy az A hermitikus operatornak (||A||<1) egyetlen olyan
A onadjungdlt folytatasa legyen, amelynek a normdja =1, sziikséges és elégséges,
hogy minden ¢ L. D(A) (p #0) vektorra teljesiilion a

[(Af, @)|?
2- 21 —_— 200
(2.2 o 1P~ A4S

feltétel.

Bizonyitds. El6szor mutassuk meg, hogy A4, <A, esetén a (2. 21) feltétel nem
teljesiil minden ¢ 1 D(A4) (vagyis ¢ € RN) elemre.
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Valdban, ha A, <Ay, akkor az

~ 1
_ ‘2 (A#"i‘ AM)
vélasztds mellett (2. 13) alapjdn

1 . = - -

Legyen a y, €9 elem olyan, hogy
0o =U—ADaxo=U+Aayo #0;
ekkor @y €N, és az 1. tétel értelmében

P RII— A, @o€RIU+A),

tehdt
1

d|F(%) ¢ fPo|2
) 1314
—1

Ebbdl (2. 20) segitségével kapjuk:

I(/Tf’ (PO)[
sup << oo,
, , yes ISP— 1T
¢és igy még inkdbb
2

P lfl’ AT

Ezek szerint a tételben szerepld feltétel elégséges ahhoz, hogy A4, = A, legyen.

Most be fogjuk bizonyitani, hogy a feltétel sziikséges is. Ehhez azt kell meg-
mutatni, hogy ha egy ¢, € N (@, #0) elemre teljesiil a (2. 22) feltétel, akkor 4, <Ay

Tetszés szerinti AE%’A) operatorbol kiindulva vezessiink be a 9 terben egy
Uj (g, /), skaldris szorzatot és egy 0j |g|, normét a kdvetkez6képpen:

Minthogy f€D(4) esetén Af=Af, a (2. 22) feltétel azt jelenti, hogy a
c(f)=f, 9o) (fE€D(A)

funkciondl a D(4) linedris halmazon az |f], normdra nézve folytonos. Jelentse
&(f) (f€ D) ennek a funkciondlnak az egész $ térre valo linedris és az |f|; normdra
nézve folytonos kiterjesztését. Ekkor fenndll

(2.23) leNi=rIfli=rlfl (€9,

ahol y >0 dllandé. Ebbdl kdvetkezik, hogy a é(f) funkciandl a régi normdra nézve
is folytonos, tehdt taldlhaté olyan ~2€$H elem, hogy

(2.249) ef)=Hh) (fe9)
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De akkor (2. 19) és (2. 23) értelmében

1

Y L '
[ = sl
és igy
1
d|F() hJ?
2.25) / AFOHE

-1

Madsrészt tekintettel arra, hogy
(i h—=Apo) = (i) = (Af, o) = E(N)—c () =0 (fE€D(A)),
vagyis h—Ap, | D(A), kapjuk:
h=Apo—p, (@, €N).
Tovabbd ha az
1 % 1 % 1 %
dIF) (g=m*|" _ d|F(4)|g? n d|F()h|?
1+2 = 1+ t+4

-1 -1 ~1
egyenlStlenségben a _
g=Apot o, g—h = ¢;%¢,
vdlasztdssal éliink, akkor a (2. 25) képlet és az
1 1
d|F()gl* _ 2
f Nia = [ EDAF@D ol <
-1

.—1

Osszefiiggés felhaszndldsdval azt nyerjilk, hogy
1
dIF(A) (i £ 00)l* _
1+2 ’

-1

Minthogy ¢, +@.€M és a ¢, £¢, vektorok koziil legaldbb az egyik nem
nulla (mert @, #0), a 4. tétel szerint B(4) tartalmaz 4-tdl kiilonbdzé operdtorokat,.
vagyis A, <Ay.

A tételt bebizonyitottuk.

5. A D(A) = H zart halmazon értelmezett 4 hermitikus operdtort egyszeriinek
fogjuk nevezni, ha ®(A4) nem tartalmaz egyetlen, A-ra nézve invaridns linedris
alteret sem.

Ha az A operdtor nem egyszerli, akkor az Gsszes £ CD(A4) invaridns alterek
halmazelméleti Osszege maximdlis invaridns £,, alteret alkot. Ebben az esetben a
$ teret és a D(A4) alteret

$=20y09;, D) =20, D CH)
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alaki ortogondlis direkt Osszegként elddllitva az A4 operdtor Osszes lehetséges A
onadjungalt folytatdsai (|| =1) megkeresésének a feladatdt Vlsszavezethetjuk a
D, =D(4,) halmazon értelmezett és ott az A operdtorral megegyezd, tehdt mdr
%, -beli értékkészlettel rendelkezd A4, operdtor 6sszes A; onadjungdlt folytatdsai-
nak (J4,[=1) a megkeresésére. 10

Természetes modon addodik a kovetkezd kérdés: van-e minden egyszerii A
operdtornak (||4] =1) egyszerii spektrumii A €B(A4) folytatdsa? Meg lehet mutatni,
hogy a vilasz tagadd. Ha azonban D(A4) ortogondlis komplementuma egydimenzids,
akkor bdarmelyik

Af = f AAFQDS (f€9)

onadjungdlt folytatdsnak egyszerii spektruma van.

Valdban, legyen qJJ_D(A) (¢ #0). Tekintsiik az F(1)¢ (— o <A< <o) halmaz
9o zdrt linedris burkdt és ennek ortogondlis komplementumdt, R-et: H = H, S N.
Mint ismeretes, 4D, = Ho és AT R. Mdsrészt ¢ €9, miatt ¢ L N, és igy R D(A4).
De A egyszerii operdtor, azaz it ={0}, Ho =9, és ebbdl kovetkezik az dllitds helyes-
sége.

A 4. tételre tdmaszkodva nem nehéz példdt szerkeszteni olyan egyszerii her-
mitikus A operdtorokra (|4] =1), amelyeknel az aldbbi esetek egyike vagy mdsika
all fenn:

1) A=Ay, 2) A,<Ay.

Elszor is megjegyezziik, hogy ha a —1, 1 pontok koziil akdr csak az egyik is
nem tartozik valamilyen 4€B(4) folytatds spektrumdhoz, akkor biztosan a 2)
esettel van dolgunk. Csakugyan ilyenkor tetszés szerinti ¢ €% elemre a J(¢, +4)
integralok koziil az egyik véges, tehdt az dllitds a 4. tételbdl addédik.

Ezek szerint ha || 4|| <1, akkor mindig a 2) eset dll fenn, mert a 2. tétel értelmé-
ben van olyan 4¢B(4) operator amelyre | 4] =|A4| —l<1 és igy 4 spektruma a
[—1,1] intervallumban helyezkedik el.

Ha |4]=1 és a —1, I pontok mindketten hozzitartoznak egy 4¢€%B(4) spekt-
rumdhoz, akkor mmdket eset lehetséges.

Valdban, legyen B 6nadjungdlt operdtor a

1
= [AdFQ)f (f€$)
-1

spektrdlis felbontdssal, és tegyiik fel, hogy a —1,1 pontok B spektrumdhoz tar-
toznak. Ekkor mindig taldlhaté olyan ¢q€ 9, hogy egyidejlileg

1
d|F (1) pol*
Koo £5)= [ AED0E
1 -

10 Specialisan ez az oka annak, hogy az Ae B(A) operatorok altalanos alakjanak a meghata-
‘rozdsara vonatkozoé feladat teljesen trividlisan oldhatd meg, ha D(A) invaridns A-ra nézve, vagyis
ha A Onadjungalt operdtor D(A)-ban.
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Jeloljiik D-vel azoknak az f vektoroknak az Osszességét, amelyek ortogondli-
sak @q-ra, és értelmezziink egy A opetdtort az Af=Bf (f€D) képlettel. Ekkor a
4. tétel szerint B az A operdtor egyetlen olyan 6nadjungdlt folytatdsa lesz, amely-
nek a normdja =1 (4,=Ay=B).

Megforditva, ha a ¢, #0 elemet gy vélasztjuk meg, hogy a J(¢,, * B) integ-
rdlok koziil legaldbb az egyik véges legyen, akkor a 2) eset fog fenndllni (4, < Ay).

Ha ezenkiviil a B operdtornak egyszer{i spektruma van, akkor ¢, egyik vagy
mdsik esetnek megfeleld megvdlasztdsa sordn szoritkozhatunk azokra a @ €9
elemekre, amelyekie az F(A)¢ ( —1 = A = 1) halmaz zart linedris burka megegye-
zik 9-val; igy az A operdtor egyszerii lesz.

Ennek az allitdsnak a beldtdsa céljabol megjegyezziik, hogy ha egy D zart
linedris halmazra A2 2, tehdt egyuttal BQ < L, akkor fenndllnak az F(1)@c 2
(—1 = A = 1) Osszefiiggések is. Mdsrészt a konstrukcid alapjdn D L ¢, és ennél-
fogva ¢, L F(A)€ (—1 = A = 1), azaz tetszés szerinti f€ 2 elemre

(90, FO)f)=(F(N)po,f)=0 (-1=is1)

Ezek szerint ha a ¢, elemet gy valasztottuk, hogy az F(A)p, (—1 = 4 = 1) elemek
zért linedris burka az egész $ tér, akkor ¢, =0, tehdt 2 ={0}, vagyis az A4 operator
egyszerii.

3. §. Pozitiv operatorok pozitiv onadjungalt folytatasai

1. Az S(£0) (korldtos vagy nem korldtos) hermitikus operdtort pozitivnak
mondjuk (jelben: $=>0), ha

3. 1) (S.1)=0 (feD(S)).
A (3. 1) képletbdl kovetkezik, hogy
|f+Sf|2v= |fPP+2(SAN)+ISf1? = 117,
[f+SIP = 1P =200+ ISP = | f-SfI%
Ennélfogva az

3.3) A(f+ SN =-S5 (feD(S))

képlet utjdn az S operdtorhoz hozzdrendelhetiink egy A = 4(S) operdtort, amelynek
értelmezési tartomanya

(3.2)

D) = I+ S5)D(S),
¢és amely a kovetkezé két tulajdonsdggal rendelkezik:
3.4 D 4 =1, 2) Ag+g#0 (g€D(4), g=0).

A (3. 2) egyenldtlenségek koziil az elsé azt mutatja, hogy 7+ S a D(S) halmazt
kolcséndsen egyértelmiien képezi le a D(A4) halmazra. Igazoljuk még az 4 operator
2) tulajdonsdgdt. Ha g€ ®(4), g0, akkor taldlhaté olyan f€D(S), /=0, hogy
g = f+ Sf, tehdt (3. 3) értelmében

Ag+g =2 # 0.
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Megjegyezziik azt is, hogy A4, ugyanigy mint S, hermitikus operdtor. Valdban,
ha g, €D(4) (k=1,2), akkor

(481, 82) = (i—= 51,2+ 52) = (f1,/2) —(Sf1, Sf2) =
=1+ 8f1,/2—5) = (g1, 48,). .

Az A és az S operdtor koézt fenndlié (3. 3) kapcsolatot a kovetkezSképpen is
fel lehet irni:

tehat

A==+

Kénnyen beldthatd, hogy az A operdtor ismeretében mindig meg lehet hatdrozni
S-et. Ha f¢D(S), akkor a

g=f+9, Ag=f-5f
Osszefiiggések bl

1 1
f= E(g'*'Ag), Sf = E(g—Ag).

Felhaszndlva, hogy mialatt g befutja a D (A4) halmazt, azalatt f befutja a D(S) hal-
mazt, arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy az S operatort teljesen meghatdrozza az

(3.5) S(g+4g) = g—Ag (8€D(A)
egyenldség, amelyet még a kovetkez alakban is felirhatunk:
S=I-A)({I+A)"

Most legyen A4 tetszés szerinti, a (3. 4) tulajdonsdgokkal rendelkezd hermitikus
operdtor. Megmutatjuk, hogy a (3. 5) egyenléség egy pozitiv hermitikus S operdtort
definidl, amlyb6l 4 a (3. 3) képlet szerint nyerhetd.

Valéban, a (3. 5) egyenldség olyan S operdtort értelmez, amelynek D(S) értel-
mezési tartomdnya a D(A) halmazbdl az I+ A operdtor dltal 1étesitett kolcsondsen
egyértelmii leképezés sordn keletkezik, azaz

D(S) = ([ +A)D(A).

Minthogy a (3. 5) egyenl6ség csak abban kiilonbozik a (3. 3) egyenldségtdl, hogy
A és S szerepe fel van cserélve, azért S-re elvégezve ugyanazokat a megfontoldsokat,
mint amelyeket kordbban A-ra alkalmaztunk, azt kapjuk, hogy S hermitikus operd-
tor és fenndll a (3. 3) Gsszefiiggés.

Hétra van még annak az igazoldsa, hogy S-re teljesiil a (3. 1) feltétel. Ennek
érdekében megjegyezzitk, hogy f¢D(S) esetén taldlhaté olyan geD(4) elem,
amelyre f = g+ Ag, és ekkor a (3. 5) definicié szerint Sf = g— Ag; kovetkezés-

képpen
(S,.f) = (g—Ag, g+ Ag) = |g*—|4g|* = 0.

Ezzel az dllitdst bebizonyitottuk.

A most bizonyitott dllitds és az 1. tétel segitségével nem nehéz bebizonyitani az
aldbbi tételt, amelyet sejtésként NEUMANN JANOs [1] mondott ki, majd M. H. STONE
(lasd [7], 9. 21. tétel) és K. FRIEDRICHS [2] bizonyitott be.

MTA 1II. Osztdly Kézleményei 18 (1968)



FELIG KORLATOS HERMITIKUS OPERATOROK 293

7. TETEL. Minden a  térben siirii D(S) értelmezési tartomdnnyal rendelkezd
S pozitiv hermitikus operdtornak van legaldbb egy pozitiv dnadjungdlt folytatdsa.

Bizonyitds** Képezziikk az S operdtor segitségével az 4 = (I—S)([+ $)~1!
hermitikus operdtort, amelyre, mint tudjuk, [|4||=1. Legyen A az A operitor vala-
melyik onadjungilt folytatdsa, amelyre | 4| =1. Konnyii beldtni, hogy

(3.6) Ag+g#0, ha g#0 (g€ 9).

Csakugyan, ha feltesszuk hogy egy ¢ #0 elemre Ap +¢ = 0, akkor bdrmely
geH esetén ((p,g+Ag) (¢ +Ap,g) = 0, tehdt még inkdbb (¢, g+ 4g) = 0,
ha ge®(4), vagyis ¢ L (I+A)D(A). De (I+A4)D(4) = D(S), a D(S) halmaz
pedig, mindeniitt siirli 1évén $H-ban, nem lehet ortogondlis a ¢ =0 elemre. Ellent-
monddsra jutottunk.

Minthogy A rendelkezik a (3. 4) tulajdonsdgokkal, képezhets az S =
= (I—A)(I+A)~' pozitiv hermitikus operdtor, amely nyilvdnvaldan az S =
= (I- A)(I 4+ A)~! operdtor folytatdsa. Minthogy tovdbb4d az A4 operdtor onad-
Jungalt és a —1 pont (3 6) értelmében nem tartozik 4 pontspektrumdhoz, azért
az (I+A)~! operdtor, és vele egyiitt az

S=20+4)1-
operdtor is Onadjungalt. :
A tételt bebizonyitottuk.
Az el6bbi megfontoldsok alapjdn az is vildgos, hogy az

=(I-AI+AH !
képlettel megadott folytatdsok, ahol
A€B(A), A=T-S)UT+S5),

kimeritik az S >0 hermitikus operdtor pozitiv 6nadjungalt folytatasainak az sszes-
ségét. Ezt az Osszességet a tovdbbiakban a P(S) jellel fogjuk jeldlni.
Miel6tt dttérnénk a P(S) halmaz tanulmdnyozdsdra, megemlitjiik, hogy a
7. tételt ki lehet mondani kissé dltalanosabb alakban is, félig korldtos operdtorokra.
A T hermitikus operdtort alulrdl félig korldtosnak nevezzik, ha

ansf _
fesm SN

7. TETEL. Minden a  térben siirti D(T) értelmezési tartomdnnyal rendelkezd
alulrdl félig korldtos hermitikus T operdtornak van legaldbb egy alulrdl félig korldtos
onadjungdlt T folytatdsa, amelyre m(T)y=m(T).

m(T) =

Valéban, az
S =T—m(T)I

1t H. FREUDENTHAL [12] is ajanlott egy egyszerii bizonyitast. Ez K. FRIEDRICHS Otletein alapszik,
€s szintén nem teszi lehetdévé az S operdtor Osszes pozitiv Onadjungilt folytatdsainak leirasat.
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hermitikus operator pozitiv és D(S)=D(T)=$, tehdt van pozitiv onadjungiit
S folytatdsa, és ekkor L
T=S+m(T)!

a T operdtor kivdnt, alulrd} félig korldatos onadjungdlt folytatdsa lesz.

2. Az §€(S) onadjungdlt folytatdsok tanulmdnyozdsa sordn az dltaldnossdg -
megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy az S hermitikus operdtor zart, vagyis a D(S)
értelmezési tartomdny az

\fls = VISP +IS/T?
normdra nézve teljes normdlt tér. Minthogy
ISA+HfP= ISP+ 2SN+ P = 1S P+ ISP
IS+f12 = |SFI2+2(8F1- |1+ 1P = 208/ P+ /1),
g = Sf+f (f€D(S))

linedris transzformadcid, amely a ©(S) halmazt kolcsonosen egyértelmlien a D(4)
halmazra képezi le, rendelkezik az

[fls=1gl = V2 |fls s

tulajdonsdggal, és izy mindkét irdnyban folytonos megfeleltetést létesit az (|f]s
normadval elldtott) D(S) és az (|f] normadval elldtott) D(A) halmaz kozott. Ennél-
fogva ha S zdrt operdtor, akkor D (A) zdrt halmaz $-ban (egyébként ennek a meg-
forditdsa is igaz). .

Ha D(4)=9, akkor A Onadjungdlt operdtor és S is ilyen.

Kovetkezésképpen ha S S*, akkor a D(4) halmaz 9t_, ortogondlis komple-
mentumadnak it dimenzidja nem egyenlé nulldval.

Megjegyezziik, hogy M_; azonos az

azért a

S*o+¢ =0

egyenlet dsszes megolddsainak halmazdval. Ezek szerint R_; az S™ operdtor —1
sajatértékhez tartozd sajdtaltere. Konnyen beldthatd, hogy ennek a dimenzidja
megegyezik az S* operdtor tetszés szerinti z¢ [0, + o) komplex szdmhoz tartozé
N, sajdtalterének n(IN;) dimenzidjdval.

_ Legyen S az S operdtor valamelyik pozitiv 6nadjungilt folytatdsa, és legyen
S spektrdlis felbontdsa

§f= [ AdEG)S  (feR ().
Legyen z¢ [0, + o) és °

vf= / laear  (res).
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Nyilvanvald, hogy V folytonos és van folytonos V~! inverz operdtora, tovdbbd

/1+1

SAEQ) S (fe9).

i+1

Ha @€, azaz S* ¢—zp = 0, akkor
(Sf-2f, <P) =0, VSf-2z), V') =0 (feD (S))

De
. VHSf—zf) = Sf+f (f€D(9)),
és igy

(SS+£V'9) =0 (f€D(S)).
Tehat

V-3lpe_,, vagyis V-IR,cN_,.
Felcserélve —1 és z, valamint V~1 és V szerepét azt kapjuk, hogy
VR_, i,

Ennélfogva
VR_, =R, VI =%_,,

vagyis a V operdtor koélcsondsen egyértelmii folytonos linedris megfeleltetést léte-
sit az M_, és az N, zdrt altér kozott, tgyhogy
dim%R, = dimRN_; (z4[0,+)).

Ezek szerint az S pozitiv hermitikus operdtor defektus-indexe mindig (1, 1),
ahol n=dim N_,.

3. Az SePB(S) onadjungdlt folytatdsok koziil kitiintetiink két ,,szé1s6” 6nad-
jungdlt folytatdst:

Sy=U~A)I+A4)7, Sy=U—-A)I+Ax)"",

ahol A, és Ay az
={I-SU+ 51

operdtor =1 normdju minimadlis ill. maximélis 6nadjungdlt folytatdsa.
Az S, operdtort S durva folytatdsdnak, az Sy operdtort pedig S finom -
folytatdsdnak fogjuk nevezni.
Ha S, =Sy, és csak ekkor, S-nek egyetlen pozitiv 6nadjungdlt folytatdsa van.
A 4. tételbdl egyszerii transzformdciok segitségével nyerjiilk az aldbbi tételt.

8. TETEL. Legyen S (D(S)=9) pozitiv hermitikus operdtor, N_, (a tetszés
szerinti pozitiv szdm) az
S*op+ap =0

egyenlet Gsszes ¢ megolddsaibol Gli6 halmaz, tovdbbd S egy B (S)-hez tartozo operdtor,.
amelynek spektrdlis felbontdsa

(3.7) §=[42dEQf  (f€DES)).
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Ekkor az §= S, (8= Sy) egyeniéség teljesiiléséhez sziikséges és elégséges, hogy
bdarmelyik @ eN_, elemre

3.8) /ld|E(/1)<p[2 = [ill. /%dIE(A)goP:oo
o 0

legyen.
Ennélfogva az S operdtor akkor és csak akkor lesz az S operator egyetlen pozitiv
onadjungdlt folytatdsa, ha

1
f 2 dEG)0] = f SAEDeP = (pER_,).
0 0
Bizonyitds. Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a=1, mert
kiilénben az S operatort helyettesithetjiik az S, =711 S operdtorral, amelyre M_ ,(S,)=

=MN_,(S).
De a=1 esetén M=NR_, megegyezik D(A4) ortogondlis komplementumaval.
Madsrészt a 4. tétel értelmében az
A=I-5U+ 5!

operdtor akkor azonos A,-vel, ha

(3.9 R J(@; =0 (peM),
és akkor azonos A, -mel, ha
(3.9 J(p; —A)=0 (p€N).

Minthogy pedig a (3.7) felbontds alapjin

ar= f1+ S dEG)f = / wdFQf  (f€9),

ahol
1-2
F(u) = I—-E(4) H=17

, O§l<oo],

>~

azért

Je; + ) = / 95 (")“" / (1 + 251 d|E@Q)p|* =

o

1 1
=5 lp|? +5/. A E(2) @2

0
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Ily médon a (3. 9), (3. 9") feltételek rendre ekvivalensek a (3. 8) alatti feltételek-
kel. A tételt bebizonyitottuk.

4. A 6. tétel lehetdvé teszi, hogy egészen egyszer(i kritériumot adjunk arra, hogy
S-nek egyetlen pozitiv 6nadjungdlt folytatdsa létezzék.

9. TETEL. Ahhoz, hogy az S pozitiv operdtornak (D(S )=9, S=S*) csak
egyetlen S pozitiv onadjungdlt folytatdsa legyen, sziikséges és elégséges, hogy tetszés
szerinti @ € N_, elemre (a barhogyan vdlasztott pozitiv szdm) fenndlljon az

of GBI
C-10) & (RoP =

egyenloség.

Bizonyitds. Az éltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a=1.

A 9. tétel be lesz bizonyitva, ha megmutatjuk, hogy 4 = (I—S)(I/+ )~ 1!
esetén (3. 10) ekvivalens a 6. tételben szerepld (2. 21) feltétellel. De ha S*¢p +¢ = 0,
akkor ¢ 1 f+ Sf minden f€D(S) elem meliett, kdvetkezésképpen

o) =—(h0) (o) =—5 (5 f0) = 5 (48,1,

ahol g = f+ Sf. Mdsrészt g = f+ Sf (4dg = f— Sf) esetén

4SS f) = lgf* — |48
Visszaemlékezve még arra, hogy ha f befutja D (S)-et, akkor g = f+ Sf befutja
a D(A4) halmazt, nyerjik:

I(f, )12 I(Ag, @)? 9%
ST SR TP —laAgE (PR

A tételt bebizonyitottuk.
5. A 9. tételbdl kovetkezik, hogy ha az S operdtorra (D(S)=9; §=S*) az

1)
mS) = inf G

mennyiség pozitiv, akkor S, Sy. Valoban,

Ao _ o (D) ol
P T B A s BT L

Ily médon az m(S) =0 feltétel sziikséges ahhoz, hogy az S operdtornak csak
egy pozitiv dnadjungdlt folytatdsa legyen.

Ez a feltétel azonban nem elégséges, még abban az esetben sem, amikor az S
operdtor egyszerii'®. Ezt kdnnyen ki lehet mutatni a 4.§ végén példaként ismer-

12 Nem egyszer{i S hermitikus operatorra az allitas trivialis (lasd [12]). Az S(s=S*) hermitikus
operatort akkor nevezik egyszeriinek, ha $ nem tartalmaz olyan £ alteret, amely redukalja S-et és
amelyben S 6nadjungalt operitor.
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tetett 4 operdtorok felhaszndldsdval, mi azonban ezektdl fiiggetleniil fogjuk a
bizonyitdst elvégezni.

Legyen H egy nem korldtos pozitiv 6nadjungdlt operdtor, amelynek a 0 pon-
tot tartalmazd egyszerii folytonos spetkruma van, és legyen H spektralis felbontdsa

Hf = [ 2dEQ)f (feD@)).
0

Vilasszunk ¢ (Jo|=1) gyandnt egy olyan vektort, amelyre az E(4)¢p (0=1 <)
halmaz zdrt linedris burka megegyezik $-val és

- 4 =
(.11 JrdEdor==, [ 7 aBGeP <~

Legyen D(S) mindazoknak az f€ D(H) elemeknek az Osszessége, amelyekre
(3.12) (f+Hf,9) =0,
és legyen

Sf=Hf, ha feD(S).

A (3. 11) alatti elsd feltétel értelmében ¢ ¢ D(H); ebbdl konnyen adédik, hogy D(S)
stirli H-ban.
Csakugyan, ha feltessziik az ellenkezbt, vagyis hogy létezik olyan h€ H (h=0)

elem, amelyre
(=0, ha feD(S),

Y = H+Dh, h=Hy+y

jeldléssel azt kapjuk, hogy
(L HY+y) = (Hf+f,¥) =0

minden a (3. 12) feltételnek eleget tevd f elemre. Ebbdl, felhaszndlva, hogy mialatt
[ befutja a D(H) halmazt, azalatt f+ Hf végigfutja az egész $ teret, az adddik, hogy
Y =ce (c#0). De y ¢ D(H+1) = D(H), tehat ¢ ¢ D(H). Ellentmonddsra jutottunk.
Az olvaséra bizva annak az igazoldsdt, hogy S egyszerii operdtor, megmutatjuk
még, hogy m(S)=0.
A 0 pont a H operitor folytonos spektrumdhoz tartozik, ezért tetszés szerinti
¢>0 szdmhoz taldhaté két linedrisan fliggetlen f; (k =1, 2) vektor, amelyre

(3.13) EANfi=fr, ha A=¢ k=1, 2).
Ekkor valamilyen «-ra az

akkor a

f=rcosa fi+sina f,
vektor teljesiteni fogja a (3. 12) feltételt, azaz f€ D(S), és (3. 13) értelmében fenndll az

(S,.0) = Hf Sy = [Ad(EDS, f) = e, )

egyenlétlenség, innen pedig m(S)=0. Mdsrészt a (3. 11) Osszefiiggések alapjdn az
S operdtornak végtelen sok kiilonboz8 pozitiv dnadjungdlt folytatdsa van.
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4. §. Az §u, S onadjungalt folytatdsok extremalis tulajdonsagairél
1. Legyen T (D(T) =$) zdrt hermitikus operdtor, amely alulrdl félig korldtos,
vagyis
‘ .o (TfS)
= f —
s ()

K. FRIEDRICHS {2] nyomdn vizsgdlni fogjuk azt a D[T]c $ halmazt, amely az
aldbbi moédon értelmezhetd.
Az f elem akkor és csak akkor tartozik D[7T]-hez, ha van olyan {f,} cD(T)

sorozat, hogy
1) fu—f, ha n-eo,

4. 1) 2) (T(fu—1)s fu—1)—~0, ha m,n->o.
Nyilvanvald, hogy

m(T)

D(T) c DIT].

A most kovetkezd megfontoldsokbdl ki fog deriilni, hogy nem korldtos T ope-
rator esetében (és minket éppen ez az eset fog csak érdekelni) D(T) a D[T] halmaz-
nak mindig valddi része. Az is vildgos, hogy

b[T]:fD[T+aI] (—°°<a<oo)_

Allapodjunk meg abban, hogy ha egy f€ D[T] elemre és {f,} ©D(T) sorozatra
fenndllnak az 1), 2) osszefiiggések, akkor azt mondjuk, hogy az {f,} sorozat
T-konvergdl az f elemhez, és ezt a kovetkez8képpen jeldljiik:

(4.2) it f.

Nyilvdnvald, hogy ha fenndll (4. 2), akkor érvényes az
A

Osszefiiggés is, ahol a tetszés szerinti valés szam.

I. LemmMa (K. FRIEDRICHS). Ha g,feD[T], tovdbbd {g,} és {f,} D(T)-beli
elemekbdl dll6 sorozatok, amelyek T-konvergdlnak a g ill. f elemhez, akkor a

4.3) lim (T, , £,)

hatdrérték létezik és csak g-t6l és f-16l fiigg.

Bizonyitds. Nyilvdn elég az dllitdst valamilyen 77 = @l + T operdtorra bebizo-
nyitani. Ennélfogva az éltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy T pozitiv
operdtor: T=0. N

Legyen T a T operdtor valamelyik pozitiv nadjungalt folytatdsa (TeB(T)),
és legyen T spektrélis eléallitdsa

4.4 Tf = fm).dE(l
0
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Tekintsiik a 7% onadjungdlt operdtort:
Tif = [ RdEGS (feD(T),
ahol D(T%) azoknak az f€$H elemeknek az Gsszessége, amelyekre

(4.5) [ AdIEQ)f 2 <o
]

Nyilvdn 5 5
D(T)CD(TH)

(Tg,/)=(T*e, T*f)  (g.feD(D)).

Ezek szerint az, hogy egy {f,} cD(T) sorozat eleget tesz a 2) feltételnek, ekvivalens
azzal, hogy

és

|T%fm_T%f;ll—’05 ha m, n—>oo;
ha pedig még az 1) feltétel is teljesiil, akkor a T operdtor zdrtsdga miatt

feD(TH); Tif,—~Tif.
Tehdt ha
&g [ 3,
akkor g, f€D(T*), és a {T4g,}, {T*f,} sorozatok tartanak rendre a Ttg, T4f hatdr-
értékekhez; de ekkor

lim (Tg,, f,) = lim (Ttg,, T+f,) = (Ttg, T*f).
A lemmadt bebizonyitottuk.
A (4. 3) hatdrértéket a TT[g,f] jellel fogjuk jeldlni.

Ilyen médon T[g,f] minden g,f¢D[T] elempdrra értelmezett hermitikus
bilinedris funkciondl.

Egyuttal bebizonyitottuk a kovetkezd lemmadt:

2. LeMMA. Ha T=0 és TeP(T), akkor

(4.6) DT D(TH)
és
“.n Tlg, f1= (Ttg T%f) (g, f€DIT).

3. LeMMA. Ha bevezetjiik a

Jjeloléseket, akkor D[T) teljes Hilbert-tér lesz (a (g, f)r skaldris szorzatra nézve),
amelyben a D(T) részhalmaz mindeniitt siirii.
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Ennek a beldtdsa céljdbdl eclegendd megjegyezni, hogy ha {f,} cD(T) és

 J€DIT], akkor az

LT f
lf;-—f|T"0

és az

allitds egymadssal ekvivalens.
Szintén nehézség nélkiil igazolhaté a

4. LeMMA. Ha T pozitiv onadjungdlt operdtor, akkor

(4. 8) DT} = D(TH)
és
4.9) Tlg, f]1= (T*g,T*f) (g f€DITD.

Bizonyitds. Minthogy a 4. lemma feltevései mellett 7= T, azért a (4. 9) egyenld-
ség (4.7) kovetkezménye, a (4.8) Osszefiiggés bebizonyitdsdhoz pedig a (4. 6)
képlet értelmében csak azt kell beldtni, hogy

(4. 10) D(TH)C DIT).

Legyen f€D(T?%); ekkor, feltéve, hogy a T=T operdtor spektralis fulbontdsdt
a (4.4) képlet szolgdltatja, fenndll a (4. 5) Osszefiiggés.
Az

fo= [ dEQ)f = E)f  (n=1,2,..)
jelolés mellett ’

LEDM  m=12,.)  fi~f
tovabbd
ntp

(Trio—=SDSaro=Su) = [ A|EQf2 -0, ha n-oe, p>0;

vagyis f€D[T].
A (4. 10) Bsszefiiggést és vele egyiitt a 4. lemmat bebizonyitottuk.

2. Ugyanlgy, ahogy az el6z6 paragrafusban, a tovdbbiakban is mindig jelentsen
S zdrt pozitiv hermitikus operdtort, amelyre
DS)=9H, S*#S.
A bebizonyitott lemmadk alapjdn kénnyen igazolhatd az S operdtor S, durva
folytatdsdnak aldbbi jellemzése.

10. TETEL. Az S operdtor Jsszes lehetséges alulrdl félig korldtos dnadjungalt
folytatdsai kozétt pontosan egy olyan S folytatds taldlhato, amelyre D(S)CD[S].
Ez a folytatds S,, és fenndll a

. 11) D[S,]=D[S]

osszefiiggés.
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Bizonvitds. Tekintsiink elészor egy ScR(S) folytatdst, amelyet a kovetkezé
képlet értelmez:

S=-ADT+A)1,
ahol
A=U-S)I+S)".
Ha erre a folytatdsra
4. 12) DS DI[S),
akkor a 3. lemma szerint a D(S) halmaz Ssiirii (vagyis az |f]s normidra nézve siirii)
a D(S) halmazban.
Misrészt ha feD(S), akkor

r=, ! e+ g, ahol =+,
és igy
~ 1 " 1
SN+ =5 (@ 9+ (A2 8) araz |fls =, lgli-
Ennelfogva ha a D(S) halmaz S-stirii D(S)- -ban, akkor 'D(A) 7+ S)D(S) a
|glx normdra vonatkozdan siirii a DA = I+ 5D(S) = H térben. De ckkor az
5. tétel szerint 4=4,, tehdt N
S=S5,.

Megforditva, ha §= S, (vagyis A= .A,), akkor az 5. tétel alapjdn D(A) siirdi
$-ban a |g|; normdra nézve, kdvetkezésképpen a D(S) halmaz S-siirli D(S)-ban.
Minthogy pedlg a 3. lemma érteimében D[S] a D(S) halmaz S-lezdrdsa, azért

D(S)=D[S] és a D(S) halmaz S-lezdrdsa D[S]. Mdsrészt, szintén a 3. lemma
szerint, ez a lezdrds megegyezik a D[S] halmazzal. Ennélfogva

DIS) = D[S} (S =S,

liyen médon a (4. 11) dsszefiiggést bebizonyitottuk.

Hdtravan még annak a megmutatdsa, hogy a (4. 11) egyenl8ségbdl nemcsak
SE“B(S) esetén kovetkezik, hogy §= SM, hanem abban az dltaldnosabb esetben is,
amikor S az S operdtor tetszés szerinti alulrdl félig korldtos 6nadjungdlt folytatdsa.

Az utébbi esetben valasszuk meg az a >0 szdmot tgy, hogy §+al = 0 legyen;
ekkor a (4. 12) 6sszefiiggésbdl kapjuk:

DS +al) = DS D[S] = D[S +al],
techdt a mdr bebizonyitottak értelmében
S+al = (S+al),.
Minthogy (4. 12) specidlisan §=Su esetén is érvényes, fenndll
! Sy+al = (S+al),
is, és innen §=5,. A tételt bebizonyitottuk.

3. A 10. tétel lehetdvé teszi, hogy a 7 hermitikus operdtor durva folytatdsdnak a
fogalmdt természetes modon Kiterjessziik arra az esetre, amikor a T operitor alulrdl
félig korldtos.
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A T félig korldtos operdtor (D(T)=9) alulrdl félig korldtos Snadjungdlt 7
folytatdsdt a T operdtor durva folytatdsdnak nevezziik, ha

(4.13) D(T")c DIT).

\Minthogy bdrmilyen g szdmra (— o < a <o)

D(T') = D(T" +al), D[T] = D[T+al],
azért a (4. 13) osszefiiggés ekvivalens azzal, hogy
4. 14) DT’ +al) c DT +all.

Ha most az a szamot Ggy vélasztjuk meg, hogy T+al is, T’ +al is pozitiv
legyen, akkor a 10. tétel szerint a (4. 14) dsszefliggésbdl kovetkezik, hogy

@.15) T’ +al = (T+al),.

Megforditva, ha T+ al = 0, akkor a (4. 15) képlettel értelmezett T~ operdtor
a T operator durva folytatdsa.

Ily médon a T félig korldtos operdtor durva folytatdsa mindig létezik és egy-
értelmi. Jele T, lesz. A T, folytatds egyértelmiisége miatt a (4. 14) képletbdl, ahol
T'=T,, kapjuk:

(4. 16) T+al), = T,+al (—o < a <o)

Ennek az Osszefiiggésnek az értelmében T+al = 0 esetén 7,+al = 0; tehdt
4.17) m(T,)=m(T).

Az is nyilvdnvald, hogy a T operdtor barmely mds félig korldtos T folytatdsdra
m(T) = m(T).

4. A tovdbbiakhoz sziikségiink lesz a kovetkezd két lemmadra.

5. LEMMA. Legyen H, és H, két pozitiv dnadjungdlt korldtos operdtor, és legyen
H,=H,, vagyis

(4.18) (H LO=HLLf) (f€9).
Ekkor
(4.19) R(HY) cR(HD).

Ha ezenkiviil a H, operdtornak a 0 szdm nem sajdtértéke, akkor a (4. 18) egyen-
I6tlenség ekvivalens a

(4.20) Hi*f? = HYr? (feD(HTH = R(HD)
egyenlétlenséggel.
Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy

4.2 H,f=#0, ha f=0.
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A (4. 18) egyenlétienség ekvivalens a
4.22) Hif = |HEf) (fe®)

egyenlStlenséggel.
Ertelmezziink az R(H?%) halmazon egy B operdtort a

BH}f = Hif (fc9)

egyenlGséggel. A (4.22) osszefiiggés folytdn |Bf|=|f]; a (4.21) feltevés miatt
R(H}) siirli H-ban, ugyhogy a B folytonos operdtor egyértelmiien folytathaté az
egész © térre. A

(4.23) H} = BH}
egyenlOségben dttérve az adjungdlt operdtorokra kapjuk:
(4.24) HE = H}B*,

és innen

R(H}E) = R(HS B*) c R(HD).

Most tekintsiik azt az esetet, amikor a (4. 21) feltétel nem teljesiil. Ebben az
esetben a $ tér felbonthato € és H, ortogondlis Gsszegére, ahol & a H, operdtor
zérushelyeinek 6sszessége. De ha H,¢ ={0}, akkor (4. 18) szerint H,£={0} is fenn-
all. A H,2={0} (k=1, 2) osszefiiggésekbol kovetkezik, hogy R(H,) 9, (k=1,2),
¢és a lemma bebizonyitdsa céljabol elegendd a H,, H, operdtorokat $,-en tekinteni
— de ekkor visszajutunk a mdr vizsgalt esetre.

Ha most a H,; operdtornak a 0 szim nem sajdtértéke, akkor H,-nek sem sajdt-
értéke; kovetkezésképpen léteznek a Hy', H7 ' 8nadjungdlt operdtorok és igy a
Hi* H;* operdtorok is, és fennall

D(HF) = R(HD).
A (4. 24) egyenloségbdl konnyen nyerjitk:
H*f = B*Hf  (feD(HTY),
minthogy pedig
(4.25) IB*| = Bl =1,
vagyis |B*g|=|g| (g€9), azért '

H7 P = B*H7 P s [H7HP (feD(HTY).

Megforditva, ha teljesiil a (4. 20) egyenlGtlenség, akkor a

(4.26) B*H*f=Hi*f (fedH)

képlet korldtos linedris B* operdtort definidl, amelynek értelmezési tartomdnya
az egész H tér (ugyanis R(H7H=D(H})=9) és normdja =1.

A (4. 26) egyenldségben elvégezve az f=Hig (g€ 9) helyettesitést és mindkét
oldalra alkalmazva a H3} operdtort, a (4. 24) dsszefiiggést kapjuk, és egyuttal (4. 23)-at
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is, ahol B a B* operdtor adjungdltja. A (4. 23) dsszefiiggésbdl (4. 25) felhaszndld-
saval adodik:

(H.1.f) = |HEf? = BHIf[ = |Hif? = (Ho1.1) (fe9).

A lemmdt bebizonyitottuk.

4. 1. megjegyzés. Erdemes megemliteni az 5. lemma kévetkezs folyomdnydt:
Ha H,=H, és m(H,)>0, akkor H;'=H{".
Valéban, ha m(H,)=0, akkor H;!, H;* (k=1,2) korldtos operdtorok, és

2= (B (e k=1,2);

ezek szerint a (4. 20) egyenl8tlenség azt fejezi ki, hogy H; '=Hi L.

\HCf

6. LEMMA. Legyen S| és S, pozitiv onadjungdlt operdtor és a tetszés szerinti
pozitiv szam. Ekkor az

“.27) (Si+alnt = (S, +al)™!

egyenlbtienség fenndlldsdhoz sziikséges és elégséges, hogy teljesiilion a kévetkezd
két feltétel:
D D[S DS,

2) S f1= 8.0 /1, ha [feDISq].
Bizonyitds. A
H, = (S;+al)~! k=1,2)

operdtorok korldtosak, dnadjungdltak és pozitivok (0<H,=a~'I;, k=1, 2). Ennél-
fogva ha fenndll (4. 27), azaz H, = H,, akkor az 5. lemma értelmében

4280 RHEHDcREH), HP=HTHP (fedHTH = RWHD),
minthogy pedig

R(HL) = R((S,+al) 1) = D((S+al)t) = D[S, +al]l = D[S]  (k=1,2)
és
B = [(Si+aDEf12 = Silff1+alfl? (f€DIS]; k= 1,2),

azért éppen az 1), 2) feltételekhez jutunk.

Megforditva, ha teljesiilnek az 1), 2) feltételek, akkor érvényesek a (4. 28) 6ssze-
fiiggések, ezek viszont az 5. lemma szerint ekvivalensek a H,; = H, egyenlétlenség-
gel, vagyis a (4. 27) reldcidval.

A lemmdt bebizonyitottuk.

4. 2. megjegyzés. Konnyll beldtni, hogy a 6. lemma érvényes marad akkor
is, ha az a >0 feltételt az a > —m(S,) (k=1, 2) feltétellel helyettesitjiik.
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11. TETEL. Legyen S pozitiv hermitikus operdtor (D(S)=$, S# S*), tovdbbd
S ennek egy pozitiv 6nadjungdlt folytatdsa; ekkor bdarmilyen a =0 szdmra

4.29) (S,+al)' = (S+al)-t = (Sy+al)1,
tehdt N

D[S, ] D[S]CD[Su]
és

Sulfif1=S1£,/1  (feD[S).

Az §,-re és S-ra vonatkozé megfelelé egyeniStlenséget nem irjuk ki, mert a
2. és 4. lemma alapjdn

SULS = S, /1= 81./1  (fEDIS,D.

Blzonyztas Mint tudjuk, az S, S, Sy operdtoroknak megfeleléen az A, , A, Ay
operdtorok, és ezek kozt fenndllnak az

(4. 30) Au§A§AM
egyenlétlenségek. Mivel tovdbba
=(I-85U+51=20+81-

és analog egyenléségek érvényesek A,-re és A, -re, azért a (4. 30) képletbsl adodik
(4. 29) az a=1 esetben. De ekkor az 5. lemma értelmében teljesiil (4. 28), amelybdl
viszont kovetkezik a (4. 29) Osszefiiggés tetszés szerinti a=>0 szdm mellett.

A tételt bebizonyitottuk.

Megemlitjiik, hogy ha a (4. 29) egyenidtlenségnek az a =1 esetben valo érvényes-
sége mdr be van bizonyitva, akkor bdarmilyen a=1 szdm esetén valé érvényessége
nehézség nélkiil adédik a 4. 1. megjegyzésben megfogalmazott 4llitdsbol.

5. A (4. 29) alatt szereplb els6 egyenlbtlenség fenndll az S operdtorra vonatkozé
dltaldnosabb feltevések mellett is.

Legyen S az S operdtor egy alulrdl félig korldtos folytatdsa (az S operdtorrol
is feltehetjiik, hogy alulrd! félig korlatos). Ekkor

.31 (S,+ah ' =(S+al)-', ha a=>-—m(S).

Err8l Gigy gy6z6dhetiink meg, hogy a (4. 29) bal oldaldn 4o egyenlStlenséget
alkalmazzuk az 5
S,—m(S), S—m(S)]

operdtorokra, amelyek kozil az els6 az S—m(S)I operdator durva folytatdsa, a
masodik pedig tetszés szerinti pozitiv Onadjungdlt folytatds.
5. §. Az m(5)=>0 eset
1. Ebben az esetben a (4.31) egyenldtlenség érvényes specidlisan az a=0
valasztds mellett, vagyis 5
S;t=8-
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Megmutatjuk, hogy ezenfeliil igaz a kovetkezd dllitds:
12. TéteL. Ha m(S)=0, akkor

(5 1) S;1=S~_1—(§_l)mo,
ahol N, az
5.2) S*e =0

egyenlet Osszes @ megolddsaibél allé halmaz.

Bizonyitds. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy

m(S) > 1
¢€s igy egyuttal m(S)=>1.
Vezessiik be az
S, =8-1, §=58-1
jeloléseket; ekkor
Sipy=8,—-1
Legyen tovdbbd
A=I-S)UI+S)
ebben az esetben az

5.3 [ = =Sl S =28
) A=(I-8)I+8)"t=25-1-1

operdtorok koziil az elsé az 4 operdtor minimdlis, a mdsodik az A4 operdtor vala-
milyen korldtos (||4]|=1) 6nadjungdit folytatdsdt szolgdltatja.
A (2. 13) képlet érteimében

(5.4) A, = A— 1+ A)g,,

ahol 9, a
DAy = I+ 5)D(S) = SD(S)

halmazra merdéleges vektorok Osszessége, vagy ami ugyanaz, az (5.2) egyenlet
Osszes megolddsaibol 4llé halmaz.
Az (5. 3) Osszefiiggések értelmében (5. 4) ekvivalens azzal, hogy

28,1 =1 =28-1—1— (25 V)g,,

ez viszont az (5. 1) egyenlséggel ekvivalens.
A tételt bebizonyitottuk. :
Emlékezziink vissza arra, hogy (1. 8) alapjdn az (5. 1) dsszefliggés a kovetkezs
alakban is felirhato:

ahol a {¢,},cy vektorrendszert az aldbbi mddon nyerjiik.
Az
(5.6) 2 = NNDEH = NN D[S
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v

halmazt Hilbert-térré tessziik azdltal, hogy két g, f€Q elem skaldris szorzatdt az

(5.7 Slg.f1 = (S*g, §tf)

képlettel definidljuk. Ekkor {¢,},cy rendszernek vidlaszthatunk bdrmilyen £-beli
teljes ortonormdlis rendszert, amelyre tehat

(5.8) Slev, ¢l = 8,y (U, vEN).

Emlékeztetiink arra, hogy az (5. 5) 8sszefiiggés jobb oldaldn 4llé Osszeg leg-
feljebb megszdmlidlhatéan sok nulldtol kiilonbozé tagot tartalmaz és erdsen kon-
vergens; ezenfelill tetszés szerinti f€$ elemre

lim 5|/~ 3 (/000 f—kg (f, 2,00 | = 0,

n—oco

ahol {v,}7 azoknak a v€ N értékeknek a sorozata, amelyekre (f, ¢,) #0.

2. A tekintett (m(S)=>0) esetben az Sy operdtort igen egyszeriien lehet jel-
lemezni. '

13. TéreL. Ha m(S) =0, akkor Ny CD(Sy) és
Sue =0 (peNy).

Az S operdtor semmilyen mds S Gnadjungdlt folytatdsa nem rendelkezik ezzel a
tulajdonsdggal.

Bizonyitds. Legyen 8§ valamilyen P (S)-beli operator, amelyre m(S) =m(S)=0.
Az S operdtor ilyen megvdlasztdsa esetén az

A=I-85I+851eBA) (A=IT-UT+S5)

operdtor spektruma az 1 pontot nem tartalmazza, tehdt az (/—S)~! Snadjungdlt
operdtor korldatos. De ekkor az 1. §-ban szerepl$ y) dllitds értelmében

(.9 I-Do=U-Da_,0 (ped—-A)1N_y),
ahol M_, mindazoknak a y vektoroknak az osszessége, amelyek ortogondlisak a
(5. 10 D) =T+ 5)D(S)

halmazra. Mdsrészt, mint tudjuk (ldsd a (2. 13) képletet),
Ay =A+I-Da_,,

és igy az (5.9) egyenl8ség alapjdn

5.11) Adyo =0  (p€Ud—-A)1N_)).

Minthogy pedig

D(Sy) = I+ 44) 9,
azért (5. 11) értelmében

(5.1 0 =3 @+ADEDS)  (peU-A) 1),
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tovabbd
1 1 -~
(5.13) Sye = 7SM(¢+AM<P) = E(tp—Awp) =0 (pe—A)-1N_y).

Most vegyiik tekintetbe, hogy Jt_, a D(4) halmaz ortogonalis komplementuma,
és ennélfogva (I—A)~'N_, az (I—A)D(A4) halmaz ortogondlis komplementuma.
Mdsrészt az (5. 10) Osszefiiggés folytdn

I-ADDA) =I-DUA+S)DES) = I-A)T+5D(S) =
= (I+5—A(I+8))D(S) = 25 D(S) = SD(S),
tigyhogy (I—A)~'N_, az SD(S) halmaz ortogondlis komplementuma, azaz
-1 R_, =NR,.

Ha ezt az egyenlséget Osszekapcsoljuk az (5. 12), (5. 13) képletekkel, meg-
kapjuk a 13. tétel els részét.
Most legyen S, az S operdtor tetszés szerinti dnadjungalt folytatdsa, amelyre

(5.14) ReCD(S1), S19p=0 (peRy).

Be fogjuk bizonyitani, hogy S, =Sy.
E célbdl megjegyezziik, hogy barmelyik f€$ vektor elGdllithatd ortogonalis
Osszegként:
f=¢+g, ahol ¢cR,, geM=9H0N,,

tovabbd f€D(S,) esetén (5. 14) értelmében g€ D(S)) és

Slf: Slg'
Az (5. 14) képletbdl az is kovetkezik, hogy
(5.15) RS LRy, vagyis R(S;)cIM.

Tehdt M redukdlja az S, operdtort, és az M-en tekintett S, operator Do(S))
értelmezési tartomdnydral®

Do(S)) = Py D(Sy) = DSHNM.

Madsrészt tekintettel arra, hogy S, az S operdtor folytatdsa, R(S,)=>R(S)=
=M 4, és ezt egybevetve az (5. 15) Osszefiiggéssel nyerjiik:

$1Do(Sy) = R(SY =M

A Kkapott egyenldség azt mutatja, hogy az S; operdtornak 9M-ben Iétezik S{-V
inverze, amely rdaddsul korldtos is.

Most legyen S az S operitor tetszés szerinti onadjungilt folytatdsa, amelyre
m(S)=0.

¥ Py az M-re vald merdleges vetités operitora.
14 Minthogy RN, az R(S) halmaz ortogonilis komplementuma, R(S) siirli P-ben. Masrészt
mivel feltevés szerint m(S)=0, kénnyli belatni, hogy R(S) zart. Ennélfogva R(S) =M.
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] Minden egyes g€ vektornak megfelel egy
(5.16) f=S{gem
vektor, amelyre S,f=g. Mdsrészt R(S)=9 miatt g-nek megfelel egy f; €D(S)

vektor is, amelyre -
SHh=8i=8fi=g =S5);
fi=8"1g, Sfi-f)=S(fi-)=0,

fi=f+eo (peNY);
minthogy pedig f€IMN, azért
f=Pufi =PyS-'g

Ezt egybevetve az (5. 16) egyenldséggel 1dtjuk, hogy
S§_1)g=P§m§*1g (gEim).

innen

tehdt

Ezek szerint S{~1 nem fiigg az (5. 14) tulajdonsdgd S, 6nadjungdlt folytatds
megvalasztasatol kovetkezeskeppen az (5. 14) tulajdonsdg az S, operatort egyértel-
miien meghatdrozza, vagyis S; = Sy.

A tételt bebizonyitottuk.

Egyuttal azt is bebizonyitottuk, hogy az Sy operdtornak M-ben létezik Siy PV
korldtos inverz operdtora és

(5.17) SiVg=PuS-lg  (geM),

ahol § az S operdtornak, az egyetlen m(S) =0 feltételtdl eltekintve, tetszés szerinti
onadjungdlt folytatdsa.

3. Most mér azt sem nehéz kideriteni, melyik a D[S,,] halmaz.
Ehhez megjegyezzuk hogy ha f€®(Sy), akkor

h = Sy feh.
Midsrészt az R(S) = egyenlGség miatt taldlhatd olyan g€ D(S) elem, hogy
Sug=Sg=h,

Su(f—8) =0, o= -geN,.
Ilyen médon az fe€D(S,) elem mindig elddllithato
(5. 18) f=g+0 (g€D(S), pcRy)
alakban.
Az szintén nyilvdnvald, hogy megforditva is, ha egy f€ 9 elem eldallithatd

(5. 18) alakban, akkor f€D(Sy).
Az Ny 1L R(S) reldcio kdvetkeztében az (5. 18) eloalhtasban

© 1L Sg=Sug = Sul;

kovetkezésképpen

¢s igy .
(5. 19) (Sufif)=(Sg, 8).
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Most legyen
JODISL {fDS) & Sy S,

Az utébbi, mint ismeretes (ldsd a 4. 1. pontot), azt jelenti, hogy

1) fi~fs ha n-oeo,
2) (SM(./;M _—f;n)a .f;n _f;l) _’0’ ha N1, 11— oo,

Az (5. 18) képlet szerint elvégezve az
o =8+, (£E€D(S), 0, €N, n=1,2,...)
felbontdsokat, az (5. 19) egyenldség alapjan azt kapjuk, hogy

(SM(f;n _f;l)’f;n '—f;t) = (S(gm—gn)9 Em _gn) = "1(‘q)lg:n - 'n|2 (Iﬂ, n= ly 2 )5

tehdt ha az {/,} sorozatra teljesiil a 2) feltétel, akkor van olyan g€ $ elem, hogy
1) g,—~g ha n-oo
és ezenkiviil
2) (S(gw—28n) &n—28n)—0 ha m, n-eco.
Az 1), 2) feltételek azt jelentik, hogy g,,ig és igy ge D[S].
Masrészt az 1) és az 1%) feltételbdl adodik, hogy

0o =f—g
Minthogy M, zdrt halmaz, innen @€N,.
Ennélfogva
(5.20) f=g+¢ (2€D[S], peNy).
Mivel

- NoCD(Sp) CD[Syl, DISIC DSy

azért forditva is, ha egy /€9 elem eldédllithatd (5. 20) alakban, akkor feD[S].
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezét.

14, TéreL. Ha m(S)=0, akkor
D(Sy) = D(S) + Ny, D[Syl = DIS] +N,.

Ennek a tételnek a megfogalmazasdndl azt a jel6lési modot alkalmazzuk, amely
szerint E; + E,+ ... + E, Osszegen, ahol £, 9 (k=1,2,...,p), a g =g, +g,+
+ ... + g, alaki elemek Osszessége értendd, ahol g, € E, (k=1,2, ..., p).

7. LEMMA. Ha m(S)=0, akkor
(5.21) ‘ D(S*) = D(S,) + N,
Bizonyitds. Legyen € D(S*) és

S*f=h, g=S;"h
Ekkor
geD(S,y é S,g=1.
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Mdsrészt S* az S, operdtor folytatdsa, tehdt
S*g=h, S*(f—g =0,
és igy @ = f—g€N,. Ennéifogva
f=g+0 (9N, geD(S)),

D(S*) < D(S,) + R,

azaz

Madsrészt fenndll
NoC D(SY), DSYD(S), Noe+DESHD(SY),
és ebbdl kovetkezik (5. 21).

15. TETEL. Ha m(S) >0, akkor az S operdtor bdarmelyik S félig korldtos foly-
tatdsdra
(5.22) DiS] = DIS]+N,, ahol Ny = N,ND[S].

Bizonyitds. ElSszor tegyiik fel, hogy m(S)=0. Ekkor a 11. és a 14. tétel értel-
mében

(5.23) DS D[Syl = DIS]+ Ny,
és innen a
(5.24) . D[S] < D[]

inklzié felhaszndldsdval nyerjiik az (5.22) Osszefiiggést.

_ Most legyen m(S)<0. Ekkor vilasztva egy a=> —m(S) szdmot, az S+al,
S + al operdtorokra alkalmazhatjuk az (5. 23) reldciét és igy a kovetkezdt kapjuk:
(5.25) D8] = D[S+ al]c D[S +al]l+ N, = D[S]+N,,

ahol RN, az
S*Y+ap =0

egyenlet iy megolddsainak az Osszessége. Minthogy 9, CD(S*), azért a 7. lemma
és a 10, tétel alapjan
N, <D(S,) + Ny D[S]+N,,

ami az (5. 25) Osszefiiggéssel egybevetve azt adja, hogy
DIS]1=D[ST+ R, .

Ebbdl és (5. 24)-b6l viszont adddik az (5. 22) egyenlSség.
A tételt bebizonyitottuk.

8. LEeMMA. Ha S az S (m(S)=0) operdtor alulrél félig korldtos folytatdsa és

akkor ~
Slg, 91 = 0.
Bizonyitds. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjitk, hogy
m(S) > —1.
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Ekkor a 3. lemma értelmében D[S] Hilbert-tér a

skaldris szorzattal, tovdbbd D(S) siirlin helyezkedik el ebben a térben.
Kovetkezésképpen a g€D[S]CD[S] elemhez taldlhaté olyan {g,} =D(S)
sorozat, hogy

(5. 26) (8~ 88— 8)s—~0, g —g
Mivel pedig a 4. lemma szerint T = §+17 esetén
(&) = Tlg, /1= (Ttg, T4 f),
azért (5.26) azt jelenti, hogy 5 N
Tig.—~Ttg,
és igy
.27y Slg 91+(g ) = Tlg, 9] = (T*g, T*g) = lim(Ttg,, T*o).

Madsrészt _
{8} <D(S) = DD =D(T)

miatt az (5. 27) egyenl6ségbdl tovdbb adodik, hogy

Slg, ]+ (g, ) = lim (Tg,, ¢) = lim(Tg,, @) = lim [(Sg,, ) +(g.» )] = (g, ?),

mert ¢ 1L R(S).
A lemmdt bebizonyitottuk.

16. TETEL'. Ha Saz S (m(S)=0) operator alulrol félig korldtos folytatdsa,
akkor ahhoz, hogy S pozitiv legyen, sziikséges és elégséges az

(5.28) Slo, 0l =0 (9N, ND[S]
Seltétel.

Bizonyitds. Valéban, §=0 akkor és csak akkor, ha
(5.29) SIAf1=0 (feDISD.

Ily mddon az (5. 28) feltétel sziikséges; de elégséges is, ugyanis ha feD[S],
akkor a 15. tétel értelmében

f=g+o (EDISL, @eR,NDIS),
és igy a 8. lemma alapjdn
SLUf, f1 = Slg, g1+ Slo, #1= Slo, 9,

kovetkezésképpen az (5. 28) egyenlGtlenségb6l adddik (5. 29).
A tételt bebizonyitottuk.

17. TéreL. Ha S, (k=1,2) az S (m(S)>0) operdtor két alulrdl félig korldtos
JSolytatdsa, akkor ahhoz, hogy legaldbb egy a=m(S,) (k =1, 2) szdmra (és igy minden

15 Az n<o esetre (1, n) az S operator defektusindexe) késébb altalanosabb allitast fogunk
bebizonyitani (lasd 6.§, 19. tétel).
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ilyen a-ra) fenndlljon az
(S, +al) 1=(S,+al?

egyenlotlenség, sziikséges és elégséges a kovetkezd feltételek teljesiilése:

(5.30) N N D[S, ]SRN DIS,]
és
(5.31 S,le, 01=Slo, 0]  (P€R,NDIS, ).

Bizonyitds. A 4. §-ban szerepld 6. lemma szerint a tétel bebizonyitdsa céljabol
elég megmutatni, hogy az (5. 30) feltétel ekvivalens a

(5.32) DS, 1 D[S,]

Osszefiiggéssel, €s hogy (5. 32) fenndlldsa esetén az (5. 31) feltétel ekvivalens a kovet-
kezd egyenlbtlenséggel:

(5.33) L A1=81141 (fE€DISD.

Hogy (5. 30) és (5. 32) ekvivalens egymdssal, az a 15. tétel alapjan nyilvanvalo.
Misrészt ha f€D[S,]CD[S,], akkor, ismét a 15. tétel felhaszndldsdval,

f=g+0 (g€D[S], 0eN,ND[S,)),

tehat a 8. lemma értelmében

S$iULf1= 81411 = Silo, o] - S;[0, o].

A tételt bebizonyitottuk.
Forditotta: Bogndr Jdnos
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