EGY LEGKISEBB VEGES REGULARIS
HIPERBOLIKUS SIiK

frta: KARTESZI FERENC

A véges regularis sikra vonatkozé néhany ujabb — GRAVES-, OSTROM- és
CROWELG] ered6 — publikaciotol indittatva REIMAN ISTVAN egy olyan axiémarendszert
adott, mely egységesen definidlja a véges projektiv, véges affin és a véges regularis
hiperbolikus sikokat. A masodik axidémaban szereplé bizonyos természetes szam
paraméter értékétdl fiigg, hogy e sikok melyik fajtajardl van sz6. REIMAN dolgozata-
nak [1] eredményeire tdmaszkodva konnyen megszerkesztheté egy legkisebb
(nem trivialis) regularis hiperbolikus sik.
Ez a sik 13 pontbdl és 26 egyenesbdl all;
minden egyenesnek 3 pontja van, minden
ponton 6 egyenes megy at. E sikot oOn-
magaba atvivé kollineaciok csoportot al-
kotnak, mely a harmadfoku teljes permu-
tacié csoporttal izomorf.

1. A széban forgé sikot a kovetkezd
axiomarendszerrel definialhatjuk. (V6.[1].) hidss)

i) Bdrmely két pontnak egyetlenegy 7 | ©®|
0sszekoto egyenese van. )

ii) Bdarmely egyenest egy hozza nem
illeszkedé ponton dtmend egyenesek koziil 10
k szamu metszi és | szamii nem.

iii) Minden a sik nem egyenes vonalil
ponthdrmasdt tartalmazé H ponthalmaz 13
legyen olyan, hogy bdrmely két pontjdit
osszekoté egyenes minden pontja a sikhoz
tartozik. Tartalmazza H a sik ésszes pont- 16
Jait.

Egy az i), ii), iii) kirovasokkal defi-
nialt (pont, egyenes, incidencia)-struktura g
eléallitasa bonyolultnak latszé6 kombina-
torikai feladat. A rengeteg kombinaciéval
Jjar6 probalkozast egy heurisztikus észre-
vétel foloslegessé tette. A ko6zolt. modell,
ennek az észrevételnek a segitségével, alig
néhany kombinécié kiprébalasaval rovi-
den adddott. Az észrevétel az a feltevés 5
volt, hogy esetleg van olyan teljesnégyszig
a keresett sikon, melynek egyetlen dtlos- 1 dbra
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pontja sincs. — Modelliinkén a Py, P,, P4, P,5 pontnégyes. — Ha a 13 pontbdl,
26 egyenesbdl all6 regularis hiperbolikus sik unicitasa nem érdekel, csupan realizal-
hatosagat kivanjuk a modell eléallitasaval igazolni, akkor azt a kévetkez6 inciden-
cia-tablazat mar el is intézi.

2. Tekintsiik a tAblazatot siknak, a j-edik sorat a sik /;nevii egvenesének, a k-adik
oszlopat a sik P, nevii pontjdnak, és a - jellel a jelben talalkozé sornak és oszlopnak
megfelelé egyenes és pont illeszkedését fejezziik ki.

Minthogy j=1,2,...,26 és k=1,2, ..., 13, sikunk 26 egyenesbdl és 13 pont-
bdl all. Szamlaljuk meg a - jeleket soronként és oszloponként. E szimlalas szerint
minden egyenesen 3 pont van, s minden ponton 6 egyenes megy at.

Konnyen ellendrizhetd, hogy sikunkon az i) axioma érvényes. Ragadjunk ki
ugyanis két kiilonboz3 oszlopot, példaul a 4 és a 7 indexii oszlopokat. Kdnnyen
ellendrizhetd, hogy egy és csakis egy olyan sor van, a 19 index{i sor, mely mindkét
oszlopot jellel kitiintetett mez6ben keresztezi. Ez azt jelenti, hogy a P,, P, pontokat

egyetlenegy egyenes koti Ossze: az /yy egyenes. A (13)=78 ilyen ellenérz6 préba
tanlsdga szerint az i) axioma valéban érvényes. 2

Tovabbi ellenérzésre mar nincs sziikség, mert az eddigiekbdl kovetkezik, hogy
a masik két axioma is érvényes.

Legyen ugyanis P,¢I,={P;, P,, P,}. A P, ponton atmend 6 egyenes koziil
a P.P;, PP, PP, metszi az [ egyenest, tehat a tovabbi harom nem metszd, ennél-
fogva az ii) axidma valdban érvényes.

A harmadik axioméiban mondott H halmaz haromszogének a szerepét most
vegye at az el6bbiekben szerepelt {P;, P,, P,} pontharmassal mint cstucspontokkal
Iétesitett haromszég. Ha P,-et az I egyenes minden pontjaval &sszekotjiik, a kapott
harom egyenes mindegyikén egy-egy harmadik pontot is kapunk, s igy Osszesen
harom tjabb pontot allitottunk el6. Az eldbbi 4 és az utdbbi 3 pontbdl dsszetett
G ponthalmazra GS H nyilvanvald. Legyen marmost sikunk tetszdleges pontja P,
és kossiik ezt 0ssze G-nek mind a 7 pontjaval. Minthogy a P, ponton &t sem mehet
6-nal tobb egyenes, kell, hogy e ponton atmend egyenesek kozt legyen olyan is, mely
a G-nek, tehat H-nak két pontjat tartalmazza. Ez az iii) axioma érvényességét
jelenti.

3. A pontsik kollinedcidja a pontok olyan permutacidja, mely egyenes vonald,
de csak egyenes vonalil pontharmast egyenes vonali pontharmasba visz at. A sik
kollinedcidinak osszessége csoportot alkot. Modelliink igy definidlt kollineacidinak
a csoportjat jelolje K, a kollineaciokat n, (s=1, 2, ...).

A kollineacidkat és a K csoportot meghatarozé kovetkeztetéseket melldzve,
befejezésként még a kovetkezbket ismertetjiik.

Ha a pontokat csupan indexiikkel nevezziik meg, akkor a kolline4cidk a kovet-
kezd 6 permutaciot jelentik:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
7, 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
me: 7T 2 5 10 3 12 1 8 11 4 9 6 13
g 49 7 1 10 13 3 8 2 5 11 12 6
e 39 1005 7 12 4 8 111 2 13 6
m,: 1011 L7 413 5 8 2 3 9 6 12
Te: S 11 4 3 1 6 10 8 9 7 2 13 12
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A 74, ..., kollineacidk koziil az elsé az azonossag. Az altaluk alkotott
K csoport a &, csoporttal izomorf. A Pg pont mindegyik kollineacidra nézve fix-
pont; az Iy és I, egyenes mindegyik kollineacidra nézve fixegyenes. Ezenkiviil
7, fixpontjai — a P,, Pg, P,; pontok — egy egyenesen — vagyis az /, tengelyen —
vannak; tovabbi hat fixegyenese van. A 75 kollineacié fixpontjai, a Py, P,y Py,
pontok az I, tengelyen vannak, ezzel egyiitt -hat fixegyenese van. A 74 kollineacid
fixpontjai, a Pg, P, P, pontok az l,; tengelyen vannak, ezzel egyiitt hat fixegyenese
van. A tovabbi két kollineaciénak — a m, és m; kollineacionak — azonban csak egy
fixpontja és két fixegyenese van ~~ a mar mondott Py és [, [,, —; vagyis ezeknek
nincs tengelyiik. A 7,, ..., 7g kollineaciok egyikének sincs kézéppontja.

Ezzel a — mondhatniank — nevezetes, de szimmetria szempontjabdl elég szegény

13 26
6 3
konfiguracié elemzését be is fejeztiik.

IRODALOM

[1] RemmMAN L.: A véges sikok jellemzése, Magyar Tud. Akad. Mat. Fiz. Tud. Oszt. Kozl., 17 (1967)
(Beérkezett: 1968. 11. 27.)

UN MINIMO PIANO GRAFICO FINITO IPERBOLICO REGOLARE

~

F. KARTESZI

E opportuno aver un modello (minimo, ma non banale) dei piani finiti iperbolici di tipo rego-
lare. Un tal piano contiene 26 rette ¢ 13 punti. Ogni retta del piano contiene 3 punti distinti; per
ogni punto passano 6 rette distinti.

L’autore ha costruito la tabella d’incidenza di un tal piano. Le righe della tabella: le rette
del piano; le colonne della tabella: i punti del piano; il segno - denota incidenza. Inoltre viene pre-
sentate il gruppo delle collineazioni di questo piano.

Considerando le colonne d’incidi 1, 2, 3, 13, ci¢ il quadrangolo P; P, P, P;5, si puo stabilire
che il quadrangolo non ha punto diagonale. Considerando le righe d’indici 6, 8, 12, 25, cioé i lati
del quadrilatero 141514, 1,5, st puo stabilire che due a due non hanno punti in comune. Dunque
esiste ,,quadrilatero senza vertici”. Potrebbe dire che questo piano ,,regolare’” ha parti ,,irregola-
rissimi’.
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