AZ INFORMACIO SHANNON-FELE MERTEKEROL
irta: DAROCZY ZOLTAN (Debrecen)

Az informacidelmélet alapvetd mennyisége a SHANNON [14] altal bevezetett

H,(p1;P2s s Do) = —'.;;Pi log, p;

entrdpia, amely minden {p,, ps, ..., p.} véges valosziniiségeloszlasra értelmezett
valds értékii fiiggvény. A H, SHANNON-féle entropidta {p;, ps, ..., p,} eloszlas altal
nyujtott informdcié mértékének is szokas nevezni.

A SHANNON-féle entrdpia jellemzésével szamos szerzd foglalkozott. Ennek a dol-
gozatnak az a célja, hogy az eddig ismert jellemzések k6z6s magvara rdmutasson.
A dolgozat 1. §-dban egyszerli meggondolasokra timaszkodva definidljuk a [0, 1]
zart intervallumban értelmezett f(x) informdcidfiiggvény fogalmat az

£+~ x)f[~1{x] = /) —-y)f[rfy]

fiiggvényegyenlet segitségével, ahol Xx, y€[0,1) és x+y=1 tetszbleges valtozok,
tovabba f(3)=1 és f(0)= f(1). A fenti igen egyszerlinek latszo fiiggvényegyen-
letet az informdcioé alapegyenletének nevezziik. A 2. §-ban kimutatjuk, hogy ha f(x)
informaciofiiggvény és {pq, P2, -.., Pu} €8y tetszdleges véges valdszinliségeloszlas,
akkor a

Hn(l’npz’,m:l’n)Z.E;Sif[!;f] (Sl:p1++pl7 i:2’3""an)

egyenlettel értelmezett, az f(x) altal meghatarozott entrépia rendelkezik a Shannon-
féle entropiara ismert fontosabb algebrai jellegli tulajdonsagokkal. Innen kapjuk
a 3.§-ban ~— hivatkozva FADDEIEW [9], TVERBERG [15], KENDALL [10] és LgE [11]
eredményeire —, hogy [0, 1]-ben folytonos, vagy [0, 1]-ben Lebesgue-integrdlhatd,
vagy (0, 1]-ben monoton névekvd, vagy (0, 1)-ben Lebesgue-mérhetd informéaciofiigg-
vények azonosak az

S(x) = —xlogy, x—(1 —x)log, (1 —x)

SHANNON-féle informaci ofliggvénnyel. A 4. §-ban megadjuk az informécié alapegyen-
letének legaltalanosabb megoldasat a (0, 1) intervallum racionalis pontjaiban. Erre
az eredményre tamaszkodva az 5. §-ban megmutatjuk, hogy ha az f(x) informacid-
fiiggvény a O pontban folytonos, akkor f(x)= S(x). Ezzel egy j jellemzést nyeriink
a SHANNON-féle entrépidra. A 6. §-ban BoRGEs [3] gondolataira tAmaszkodva elemi
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10 DAROCZY Z.

bizonyitast adunk KENDALL [10] tételére, a monoton ndvekedés helyett csak mono-
tonitast (csokkenést vagy ndvekedést) megkovetelve a (0, 4] intervallumban. A 7. §-
ban megmutatjuk, hogy mas ismert jellemzések is (CHAUNDY—MCLEOD [4], ACZEL—
DarGczy [1], DAROCZY [6]) lényegében az informacié alapegyenletének bizonyos
feltételek melletti megoldasara vezethetSk vissza.

1.§ Az informacio alapegyenlete

Legyen A4 egy véletlen esemény, és jelolje x =P(A) az 4 esemény valdsziniiségét.
Ha az A eseményre vonatkozdan elvégziink egy kisérletet, akkor a kisérlet ered-
ménye altal nyGjtott informdcié mértékét jelodlje I(A). Az I(A) ismeretlen mennyiség-
rél tegyiik fel, hogy az csak az 4 esemény x valdsziniiségétdl fiigg, azaz

1(4) = f(x),

ahol f(x) a[0, 1] zart intervallumban értelmezett ismeretlen valés fiiggvény. Ha B
" egy tovabbi véletlen eseményt jelol, melyre AB=0, és y=P(B) a B esemény valé-
szintisége, akkor az 4 eseményre vonatkozé kisérlet utadn elvégezve egy tovabbi
kisérletet a B eseményre vonatkozdéan, a masodik kisérlet altal nyert I(B|A) relativ
informdcié A-ra nézve (BC A miatt) legyen az

Y _P(B)
1—x~ P(A)

valdszinliséghez tartozé informacié 1—x = P(A) stllyal vett értéke, azaz

1(817) = (1 —x)f[1 d x]

A két kisérlet egymas utani elvégzése utan kapjuk az
I(A, B) = I(4)+ I(B|A) (AB=0)

informdciényereséget, amelyrdl tegyiik fel, hogy filiggetlen az A és B események sor-
rendjét6l. Ez a feltétel az ismeretlen f(x) fiiggvényre az

M S+ —x)f[l%;c] =f(+Q —y)f[lfy]

fiiggvényegyenlet teljesiilését jelenti minden
6 »ED = {(x, ):0=x<1, 0=y<l, x+y=1}

szamparra. Az informécié mértékének egységéiil — szokasos modon — valasszuk
az x =1 valoszinliséghez tartozoé f(3) informaciot, azaz legyen f(3)=1. Tovabbd
tegyiik fel, hogy a lehetetlen, illetve biztos eseményre vonatkozé kisérlet ugyanakkora
informaciot nyf(jt, azaz legyen f(0)= f(1). Az el6z6 meggondolasok alapjan fogad-
juk el a kdvetkezd értelmezést.
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AZ INFORMACIO SHANNON-FELE MERTEKEROL 11

1. DerINICIO, A [0, 1] zart intervallumban értelmezett f(x) valds fiiggvényt
informdcidfiiggvénynek nevezziik, ha minden (x, y)€ D szamparra teljesiil ra az (1)
filggvényegyenlet, tovabba f(3)=1 és f(0)= f(1). Az (1) fiiggvényegyenletet az
informdcié alapegyenletének nevezziik.

1. LEMMA. Ha f(x) informdcidfiiggvény, akkor f(0)= f(1)=0 és
@ J&x) =f(1—-x)

minden x€[0, 1]-re.

Bizonyitds. Legyen [(x) tetszbleges informdcicfiiggvény. Az informacio alap-
egyenletébe y=0-t helyettesitve f(x)+ (1 —x)f(0) = f(0)+f(x) minden x €[0, 1)-re,
ahonnan f(0) = 0. Tegyiink most (1)-ben y = 1—x-et ((x,1 —x)€D, ha x€[0,1)),

akkor
S+ (1 =x)f(1) = f(1 —x)+xf(1),

ahonnan f(1)=f(0)=0 miatt
Sx)=f(1-x),

ha x€[0, 1). Ez viszont f(1)= f(0) miatt x =1-re is teljesiil. Ezzel a lemmat be-
bizonyitottuk.
Legyen

_)J=xlog,x ha x€(0,1]
) 109 = { 0 ha x=0,

ahol y=log,t (t=0) a 2-es alapu logaritmusfiiggvényt jeloli. Legyen tovabba
(4) S(x) = 1(x)+1(1 —x),

akkor koénnyen belathatd, hogy S(x) informaciofiiggvény. A (4) informacidfiigg-
vényt SHANNON-féle informdcidfiiggvénynek nevezzilk. A jovoben /(x) helyett a
—x log, x jeldlést hasznaljuk azzal a megkétéssel, hogy Olog, O definicio szerint
0-val egyenld. fgy

S(x) = —xlog, x— (1l —x) log, (1 —x)

minden x¢€[0, 1]-re. Alapveté kérdés, hogy egy f(x) informacidfiiggvény milyen
tovabbi feltételek mellett lesz S(x)-szel azonos. A SHANNON-féle informaciofiiggvény-
t8l  kiilonbozé informaciofiiggvényre példa a koévetkezd. Legyen a(r) tetszdleges
megoldasa az

) a(t +s) = a(t) +a(s)

Cauchy-féle fiiggvényegyenletnek, amelyre a(1)=1. Ekkor

100 = {xa(—logf_,x)-i—(l —x)a(—log,(1—x)) ha x€(0,1)

a7 r 0 ha x=0 vagy 1
informacidfiiggvény. Ugyanakkor létezik olyan megoldasa (5)-nek (az a(l)=1 fel-
tételt is beleértve), amely egyetlen pontban sem folytonos, tehat f,(x) nem lehet
a folytonos S(x) fiiggvénnyel azonos.
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12 DAROCZY Z.

2. § Informaciéfiiggvények entropiaja

Vizsgalataink alapja a kovetkezd
2. DerINICIO. Legyen f(x) tetszéleges informacidfiiggvény és {p,, ps, --., Pu}
n
egy véges valdsziniiségeloszlas, azaz amelyre p;=0 (i=1,2,...,n) é >p, =1

t%ljesiil. Ekkor a

(6) H,(p1,P2s 3P0 = 2 sif[ i‘] i =p1+pet .. +p; i=23,..,n)

i= i
mennyiséget a {p1,Pss -..s D} eloszlds f-hez tartozd entropzajanak nevezziik.
1t Pt 5 definicié szerint 0-val egyenld, ha p;, = 0 (i=12,.., n)

Ha f(x)=S(x), ahol S(x) a SHANNON-féle informacidfiiggvényt jeldli, akkor
kénnyen belathatd, hogy az S(x)-hez tartozd entrdpia éppen a

Hoy(p1, P2y oo Pr) = —,_lei log, p;

SHANNON-féle entropiaval azonos. A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy egy tetszs-
leges f(x) informaciéfiiggvényhez tartozé H,(p,, s, ..., Ps} entropia rendelkezik
a SHANNON-féle entrépiara ismert algebrai jellegii tulajdonsagokkal.

1. TETEL. Ha f(x) informdcidfiiggvény és H,(p,, Ps, ..., Pu} Gz f-hez tartozo
entrépia, akkor H, rendelkezik a kévetkezé tulajdonsdgokkal:

1° H,(p1, Py ..rr D) SZimmetrikus py,py, ..., p-ben;

1 1
o = 2l=1-
2 H2[2,2] 1;

3% H,(p1spasPss s Pw) = Hooy (p14p2sPa. s p) +

D P2
+(p1+p) H [ -—) (n=3).
(Pr+p) Hy Pitpe’ pitps ) )

Bizonyitds. Legyen {p,, p.} tetszbleges valdszinliségeloszlas. A 2. definicié és
az 1. lemma miatt

H, (p1,p5) = (1 +Pz)f[

e ] =f(p)=F(=p) =

=f(p) = (p2+p)Sf [";51—] = Hy (P2, py)s

tovabba H,(3, 1) = f(3) = 1. Ezzel az 1° allitast n=2-re és a 2° allitast bebizonyi-
tottuk. Ezek utdn konnyi belatni a 3° tulajdonsag teljesiilését, ugyanis az el6zdket
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AZ INFORMACIO SHANNON-FELE MERTEKERGL 13

felhasznalva n=3 esetén

H,(p1,D2,P35 s D) — Ho_1 (Pr+D25 P35 o3 P0) =

-Sule)-Borls)-o)-

i=2 2

D2
eoar( 7 ) = eenam [ 22
= (p1+p)f Prt o (p1+p2) Pitps’ Pitps
Hatra van még az 1° tulajdonsag bizonyitasa n=>2 esetére. Teljes indukcids bizonyi-
tasunkhoz tegyiik fel, hogy 1° (n—1)-re (#=3) mar igaz. Ekkor a most bizonyi-
tott 3° tulajdonsag miatt

H,(p1,P2sD3s coosPu) = Hy_ 1 (P1+Pas Pas s D)+

D +P2‘ Pitpe

A feltétel miatt H,(p1, PosPas s Pu)s @ {D3y -ov» Pu}s llletve a {p,, po} valtozo-
csoportokban végrehajthatd permutacidkkal szemben invaridns, ezért elegendd
csak azt megmutatni, hogy p, és p, felcserélhetd H, valtozasa nélkiil. Ekkor ugyanis

H, valtozatlan, ha valtozéinak barmely két elemet felcseréljiik egymassal Az el-
mondottak szerint a

M H(p1, P2 P3> oo s P =H (D1, P3s Pas -5 Pn)

azonossagot kell bizonyitani, amely a

+(p1+po)H" [— ,—pz—]'

Ptpe’ Py +P2

Hn-l(P1+P2aP3,---,Pn)+(P1+P2)H[ Py & ]

V4]
= n— +P sDas oy Py + + H [ _]
1 (P1+DP3, P2 ) +(p1+p3) Hey I +p3 Pit P

azonossaggal ekvivalens. Felhasznalva a 2. definicidt, innen

P3 —
(p1+pe+p3) f [m]+(P1 +P2)f[p +po]

- P _Ps_
= (p1+p3+p2)f[p Tp,+ p2J+(P1+P3)f[pl+p3]

kovetkezik, ahol p;€[0, 1] (i=1,2,3) és p,+p.+ps=1. Legyen most

- Ps3 y = P2
Prtpetps’ pitpetps’

akkor (x, y)€D és a fenti egyenlet atmegy az -

f(x)+(1—x)f[ *] =f(n+ (l—y)f[ }
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14 DAROCZY Z.

egyenletbe, amely nyilvan teljesiil, mert f(x) informaciéfiiggvény volt. Mivel az
atalakitdsok ekvivalensek voltak, ezért az utobbibdl koévetkezik (7), s ezzel a tétel
bizonyitasat befejeztiik.

KOROLLARIUM. Ha f(x) informdcidfiiggvény és H,(pi, Pas ..., P,) az [-hez
tartozé entrdpia, akkor H, rendelkezik a kévetkezé tulajdonsdgokkal:

49 Hn+1(p1’p25 "',pn,o) = Hn (plapZ, ---spn);
5 Ha p;= 2 qu=0 (go. =0, i=12,..,n, k=12,..,m),
k=1

akkor _
Hn (q119 G125 «-s Gums 21> G2z s -<s Jom>s «+ s Gn1s Guzs »o+» qnm) =

9n Y2 dim
- H 11) LICAREY 247) + i " [w’ very l*]'
w(P1sPas o> Pr) Z piH |2

Bizonyitas. Ennek az allitasnak a bizonyitdsa megtalalhaté FADDEIEW [9]
dolgozataban, ahol ki van mutatva, hogy az 1° és 3° tulajdonsagokbdl kovetkezik
4° és 5°, A 4° és 5° tulajdonsagokra épiilt CHINTSCHIN [5] axiomarendszere.

A kovetkezd eredmény az 1. tétel megforditasanak tekinthetd.

2. TETEL. Legyen H(p1,Pas -5 Py) minden {P1,P2s - P} (=0, i=1,2,..., 1;
Z p;=1) véges valdsziniiségeloszldsra értelmezve, ahol n=2 és n=3. Tegyiik fel,

hogy Hpi, Pas ..s P)-re (n=2, 3) teljesiil az 1. tételben szereplé 1° és 3° tulajdon-
sdg n=3-ra, touabba’ a 2° tulajdonsdg. Ekkor ,

S(x) = Hyx,1—-x)  (x€[0, 1])
informdcidfiiggvény.

Bizonyitds, Legyen f(x) = H,(x, 1—x). Legyen a 3° egyenletben (amely most
n=3-ra teljesiil) p,=uv, p, = (1 —u), ps = 1 —v, ahol u, v€[0, 1] tetszOlegesek.
Felhasznalva az 1° tulajdonsagot, kapjuk, hogy

S) +vfw) = Hy(v, 1 —v)+vH(u, | —u) =Hy(uv, o(l —u), 1 —v) =
= Hy(p1, Pa> P3)= Hy(p2, P1, Pa) = Ha(v(l —u), uv, 1 “‘U) =
= Hy(v, 1 —v)+vH (1 —u, u) = fv) +vf(1 —u),
ahonnan f(u) = f(I —u) kovetkezik. Specidlisan f(0)= f(1). Legyen most a 3°

egyenletben p,=x, p,=y és p; = 1l —x—yp, ahol (x, y)€D tetszéleges. Ekkor
megint csak 1° miatt

f(V+y)+(X+})/[x+y] Hy(x+y,1—x-y)+
+(x+y) H, [;c:y’xiy] = H3(pysDs2,P3) =

l—x—y> ¥ | _
1—-x ’1-—x)

= Hy(ps,Ps,P1) = Hz(l—x,x)+(l_x)H2[

—f(l—x)+(1—x)f[ T y],

—_X
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AZ INFORMACIO SHANNON-FELE MERTEKERGL 15
ahonnan a mar bebizonyitott f(x) = f(1 —x) miatt

f(x)+(1—x)f[l{x] =/'(x+y)+(x+y)f[xiy] =

=f()+0 —y)f[lfy]

kovetkezik, azaz f(x)-re teljesiil az informacié alapegyenlete. A 2° tulajdonsagbol
kovetkezik, hogy f(3)=Hx(4.3)=1; s ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

Meg kivanjuk jegyezni, hogy az itt kozolt bizonyitds gondolatai BoRGES {[3])
dolgozataban implicit médon megtalalhatdk.

3. § Folytonos informaciéfiiggvények

Az el6z0 vizsgalatok lényegét a kovetkezd modon foglalhatjuk 6ssze. Egy tetszo-
leges f(x) informacidfiiggvényhez tartozd entrdpia rendelkezik a SHANNON-féle
entropiara ismert fontosabb algebrai jellegli tulajdonsagokkal és forditva, ezek
implikaljak, hogy f(x) = Hy(x, | —x) informaciofiiggvény. Ezért a SHANNON-féle
entropia azon jellemzési tételei, amelyek a fent emlitett algebrai jellegli tulajdonsa-
gokra tamaszkodnak, nem masok, mint az informacié alapegyenletének meg-
oldasai kiilonb6z6 regularitasi feltételek mellett. Az ilyen megoldasok természetesen
mindig a SHANNON-féle S(x) informéaciofiiggvényre vezetnek. Ezeket foglalja Gssze
a kovetkezd

3. TETEL. Ha az  f(x) informdcidfiiggvény
a) [0, 1]-ben folytonos; vagy
b) [0, 1]-ben Lebesgue-integrdlhatd; vagy
¢) (0, ]-ben monoton novekvd; vagy
d) (0, 1)-ben Lebesgue-mérhetd,
akkor f(x) a SHANNON-féle informdcidfiiggvény, azaz

S(x) = —xlogy x— (1 —x) log, (1 —x)
minden x€[0, 1]-re.

Bizonyitds. FADDEJEW [9] dolgozataban (amely CHINTSCHIN [5] munkéjahoz
kapcsolodik) a kovetkezd allitds van bebizonyitva: Ha a HJ(p,, Pss -.es Pu)
(n=2,3,...) figgvény minden {p,, p,, ..., p,} valOsziniiségeloszlasra értelmezve
van, és rendelkezik az 1. tételben szereplé 1°, 2° és 3° tulajdonsidgokkal, tovabba
H(x, 1 —Xx) folytonos fiiggvény a [0, 1] zart intervallumban, akkor

H,(p1,P2s -5 Pn) = _.;;Pi log, p;

minden #=2-re. Legyen most f(x) [0, 1]-ben folytonos informéaciofiiggvény. Ekkor
az 1. tételben szereplS 1°, 2° és 3° tulajdonsagok teljesiilnek az f-hez tartozé entro-
piara, tovabba f(x) = Hy(x, 1 —x) folytonos [0, 1]-ben, ezért FADDEIJEW tételébdl
kovetkezik, hogy f(x)= S(x). Ezzel az a) allitast bebizonyitottuk. A b) és d) allitas
teljesen hasonlé mddon kévetkezik TVERBERG [15], illetve LeE [11] tételeibdl, ahol
H,(p1,P2s .oy Po)-re 1°,2° és 3° mellett az van feltéve, hogy H(x, 1 —x)[0, 1}-ben
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Lebesgue-integralhato, ill. (0, 1)-ben Lebesgue-mérhetd. A c) allitds KenNpaLL [10]
dolgozatabdl kovetkezik, ahol 1° és 3° csak n=2, 3-ra van feltéve, tovabba
Hy(x,1—x) a (0,%] intervallumban monoton ndvekvs. Ezen utobbi tételre elemi
bizonyitas BORGES [3] dolgozataban talalhatd.

Megjegyezziik, hogy a d) allitasbdl (amely LEE [11] tétele) természetesen kovet-
kezik a), b) és c).

4.8 Az informaciofiiggvények tovabbi tulajdonsagai
Az alabbiakban az informacid alapegyenietének megoldasairdl tovabbi altalanos

(azaz regularitasok nélkiili) eredményeket bizonyitunk be. Igen hasznosnak bizonyul
a kovetkezd

3. DeFINic1d. Legyen ¢(n) minden n=1, 2, 3, ... természetes szimra értelme-
zett additiv szamelméleti fiiggvény, azaz, amely eleget tesz a
®) @(nm) = @(n) + o(m)

egyenletnek minden n,m=1,2,3, ... értékre. Legyen tovabba r = %E(O,l) tet-

szOleges raciondlis szam, ahol tehat 1=n<m.
Ekkor a

n
® o) = <P[m] =@m—o(m
egyenlettel definidlt — a (0, 1) intervallum racionalis pontjaiban értelmezett — valds
értékil fliggvényt az additiv ¢ kiterjesztésének nevezziik.
Megjegyezziik, hogy a ¢@(r) (rE(O 1) racionalis szam) fiiggvényérték nem fugg

n n n
az r racionalis szam — alakban torténé el6allitasatol; ugyanis, ha r=—=—,
m

m m
akkor o(nm’) = @(n'm) = @(n)+ p(m’) = @(n’)+ @(m) miatt o(r) = @(n) —@(m)=
= q)(n) @(m’). Tovabbi konny{l belatni, hogy minden r,, r,€(0, 1) racionalis
szamparra teljesiil a

. @(rirs) = o(ry) + o(rs)
azonossag.

4, TeteL. Ha f(x) tetszbleges informdciofiiggvény, akkor egyértelmii mddon
létezik egy @(n) additiv szamelméleti fiiggvény a ©(2) =1 tulajdonsdggal, hogy minden
re(0, 1) raciondlis szdmra
(10) Jr) = —ro(r)—(1—r)e( —r),
ahol ¢(r) az additiv ¢ kiterjesztését jeloli. Forditva, ha @(n) tetszéleges additiv szam-
elméleti fiiggvény, amelyre ¢(2) =1, akkor (10) eleget tesz az informdcio alapegyen-
letének minden x, y€(0, 1) raciondlis szdmra.

Bizonyitds. Legyen f(x) tetsz6leges informaciofiiggvény. Jeldlje H,(p1, Pos---sPn)
az f-hez tartozé entrdpiat, és legyen

n n n

o(n) = H, [—1—,—1—, l] n=23,..)
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.y . . 7 7 1
és o(1)=0. A H, entrépiara ismert 5° tulajdonsag egyenletében legyen =
i=1,2,...,n; k=1,2, ..., m), ekkor minden »n, m=2 természetes szamra

1 1 1 1 1 1
(p(nm)_Hnm[ ——9"',“—]_Hn[;9;5"'3—]+

nm ’ nm nm n
cm )Ll L —emrem
m ,n’nl,""m _¢ go >

tovabba ¢(2) = H,(4,3) = 1. igy o) (¢(1)=0 miatt, amely minden additiv
szamelméleti fiiggvényre teljesiil) eleget tesz a (8) egyenletnek és ¢@(2)=1. Az

5° tulajdonséag egyenletében legyen most n=2; p, =%11—1 s D = 1 —% (A=m,<m;

1“ ha k= 1,2,...,m1
m

MW=10 ha k=m+1,m+2,...,m
és
1
— ha k=12,...,m—m,
m
%= 10 ha k=m—m+1l,m—m+2,..m.
Ekkor
m m-—mi m-—mi mi
rm——— rm— e,
1 1 . 1 1
H2m Tn_9 ’—n_l"oy O’E, -yzyoy"-ao -
my m—my
m m m 1 1
= H, it Ty (LA ) PVRLAALNY & Y [ —,0 o] +
m m m m ml, ’ my s Vo »
m—my my

+[ —ﬂ]Hm[ LI ,0,...,0].
m m—m m— my

Innen felhasznalva a H, entrépiara érvényes 1° és 4° tulajdonsagokat

my my

m m
¢ (m) = H, ,1‘—7"—1 +m(/’(m1)+[1—7n£]¢(m—m1),

ahonnan Hy(x, 1 —x) = f(x) miatt ‘

m

f[’,';*-] = <p(m)—%‘<p(ml)—[1 ——,";i] o (m—m) =

=M™ ) o my—{1= ) g () =
= 2 o) m<p(m1)+[1 m](ﬂ(m) [1 m]<p<m m)

__m(m)_fom) [
- el =05l )
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\

Mivel 1:;1—=r€(0, 1) tetszGleges raciondlis szam lehet, ezért (10)-et bebizonyitottuk.

A forditott allitds egyszerii szamolassal ellendrizhetd.
Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy a tételben szereplé ¢(n) fiiggvény
f(x) segitségével kozvetleniil kifejezhetd a

an (p(n)=—1n—§if[-1.] (n=1,2,3,..)

formula szerint.
5.§ Egy ujabb feltétel

Ebben a paragrafusban egy igen egyszerii feltétel mellett oldjuk meg az infor-
macio alapegyenletét. Megmutatjuk, hogy f(x)-re a [0, 1] intervallumbeli folytonos-
sag helyett elegendd a
(12) 1i?f(l)f(?f) =10

x

feltételt kiszabni ahhoz, hogy f(x)= S(x) legyen. Megjegyezziik, hogy kdzvetlen
modon (12)-bdl nem kovetkezik az eddig nyert legenyhébb feltétel, azaz f(x) mér-
hetdsége (1. a 3. tételt!).

A bizonyitas alapja ErDOs [8] kévetkez$ ismert eredménye, melynek igen ele-
gans bizonyitasai RENYI [12] és [13] dolgozataiban talalhatdk:

2. LEMMA. Ha a @(n) additiv szamelméleti fiiggvényre

(13) lim [p(n+1)—@(m] =0

l'eljesiil, akkor létezik olyan ¢ konstans, hogy

(14) p(m)y=clogyn

minden n=1,2,3, ... természetes szamra.
Meg kivanjuk jegyezni, hogy a folytonos (FADDEIEW [9]), illetve (0O, 4]-ben
monoton noévekvd (BorGESs [3]) megoldasok is erre a lemmara tdmaszkodnak.

5. TETeL. Ha az f(x) informdcidfiiggvényre (12) teljesiil, akkor f(x)=S(x),
ahol S(x) =—xlog,x—(1—x)log, (1 —x) a SHANNON-féle informdciofiiggveny.
Bizonyitds. Az ismert f(0)=0 (l. lemma) &sszefiiggés és (12) miatt

a, :f[i] (n=12..)

nullsorozat. Ekkor (11)-et felhasznalva a 4. tételben szerepld ¢(n) additiv fiiggvényre

o(n) 1 < .1 n+l 2 n+1
_—?glf[? = om 0 =—>— 2 q.a,

n o m nmi) ST T A

n

ahol
2i

- (= 1,2,.,0) & g =1
q; n(n+l)>0 i=12,...,n) ¢és i;;q,

MTA III. Osztdly Kozleményei 19 (1969)
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Ezért a,—-0 miatt Z g:a;—~0 (n—o0), mert az utdbbi egy nullsorozat sulyozott
szamtani kozepe. Ebbol viszont

(15) lim 2% _ g

n—oco n

kovetkezik. Méasrészt a 4. tételbdl.

iy = f[;%] =@+ 1)_;1%,(,,(,1),

ahonnan
@(n) n_o¢n)

e+ — () = a,1— I-i-l =aye1— n+l n

kovetkezik, Innen viszont a,—0 és (15) miatt fennall (13). Alkalmazva a 2. lemma;

o(n) =log, n,

mivel ¢(2)=1 miatt ¢c=1. Ekkor a 4. tételben szereplé o(r) fiiggvény a log,r
fliggvényt jelenti, azaz
(16) Slr) = —~rlogyr—(1—r)log, (1—r)

minden r€(0, 1) racionalis szimra. Legyen most y€(0, 1) tetszbleges valds szam,
és y<r,<2y (n=1, 2, ...) olyan raciondlis szamokbdl allé sorozat, amelyre

limr, =y

n-—co

teljesiil. Ekkor a feltételek miatt

x, = 1—ie[0,1] (n=12..)
r, 2

nullsorozat. Legyen x =x, az informaci6 alapegyenletében ((x,, y)€D, n=1,2, ...),
akkor
Y
]+(1 ")f[l_xn]-

Elvégezve az n — o hataratmenetet (12), 1 —}}xv =r, ¢s (16) miatt

n

fO) = x)—-( —y)f[

n-co n-»oo

S =lm(1- n)f[ ] = lim f(r,) =

= lim [—r,log, r,— (1 —r,) log, (1 —r,)] = —ylog,y— (1 —y)log, (1-y).

n-» oo

Ezzel allitasunkat minden y€(0, 4) valds szdmra bebizonyitottuk. Ebbd] viszont
az 1. lemmat felhasznalva kovetkezik tételiink.

2% MTA 111, Osztily Kézleményei 19 (1969)
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KOROLLARIUM. Legyen a H,(p,, ps, ..., p,) fiigguény minden {py, ps, ..., Pn}
valésziniiségeloszldsra definidglva és teljesiilion rd az 1. tételben szerepld 1° tulaj-
donsdg n=3-ra, tovdibbd 2° és 3° n=3,4, ...-re. Ha

17 lim Hy(x,1 —x) =0,

x40
akkor

H,(p1s P2y -os Pn) = ~._le.~log-_)p.- (n=123,..)
a SHANNON-féle entropia.

Bizonyitds. A 2. tételbdl kovetkezik, hogy f(x) = Hy(x, 1—x) informacio-
fiiggvény. A (17) feltétel miatt f(x)-re teljesiil (12), igy az 5. tételbdl f(x)= S(x).
Innen 3° (amely most n=3,4, ...-re teljesii]) miatt teljes indukciéval kovetkezik
allitasunk.

Ezzel a SHANNON-féle entropiara ujabb jellemzést nyertiink.

6. § Monoton informaciofiiggvények

Ebben a pontban KENDALL [10] eredményét altalanositjuk oly mddon, hogy
a (0, 1]-ben feltételezett monoton ndvekedés helyett csak monotonitast (csdkkenést
vagy novekedést) koveteliink meg. A bizonyitasban tdmaszkodunk BORGES [3]
munkajaban talalhaté gondolatokra.

3. LEMMA. Ha az f(x) informdcidfiiggvény a (0, %] intervallumban monoton,
akkor f(x) névekvé és nemnegativ (0, 3]-ben.

. Ly . . 1
Bizonyitds. Az informécié alapegyenletében legyen x=% és y= j--—

ahol 1€(0, 4] tetszbleges. Ekkor (x, y)€ D és igy
1 1 1—-2¢ 1—2¢ 1
f[2]+?f[T—_r] =f[2(1—r)]+2(1—z)f(1_’)_‘
Ebbél az 1. lemmat alkalmazva f€(0, 4]-re
o om WA o]

Elssz6r megmutatjuk, hogy f(x) nem lehet monoton cs6kkend. Ugyanis ha f(x)
csokkend lenne, akkor f(3)=1 miatt f(x)=1 minden x€(0, {}-re. Legyen most
1€(0, 4] tetszbleges, ekkor

l>A1—-2t—>0 é 1 !
2 720 =1 S

miatt (18)-bol f(t)=0 koévetkezne, ami ellentmondas.
Ha viszont f(x) névekvd, akkor (18)-bol f(¢) =0 1£(0, 4]-ban, igy a novekedés
miatt ez r€(0, 1]-ben is érvényes.

MTA III. Osztdly Kozleményei 19 (1969)
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6. TETEL. Ha az f(x) informdcidfiiggvény (0, 1]-ben monoton, akkor f(x)=S(x)
minden x<[0, 1]-re.

Bizonyitds. A 3. lemma miatt ekkor f(x) monoton ndvekvé és nemnegativ
(0, 4]-ben, ezért
limf(x)=f(0+)=0

x+0

létezik. Megmutatjuk, hogy f(0+) = 0 = f(0), amib8l az 5. tétel miatt kovet-
kezik allitasunk. Tegyiik fel allitasunkkal ellentétben, hogy f(0+)=0. Az infor-
maci6 alapegyenletében legyen y € (0, §) rogzitett és végezziik el az x—~0 (x€ (0, 1)
hataratmenetet. Ekkor a monotonitds miatt

JO+H)+/(r+) = () +A=y)f0+),
JO+H)—/(») =—yj0+)<0

kovetkezik. Ez viszont ellentmond a nyilvanvalé f(y+)—f(») =0 egyenldtlen-
ségnek.

ahonnan

7.§ A SHANNON-féle entrépia tovabbi jellemzéseir6l

A SHANNON-féle entrépiara vonatkozélag ismertek olyan kdzvetlen jellemzések is,
amelyek az alapvetének bizonyulé FADDEIEW-féle jellemzésben feltételezett algebrai
tulajdonsagok helyett mas algebrai tulajdonsagokat helyeznek el6térbe. llyen az

'5° tulajdonsaghdl kévetkezd (qu=pigi, i=1,2,...,n; k=1,2,..,m)

(19) Hnm(pl q1, P1925 -5 D1 Qs P2qis Palzs -5 P2Gms -5 Pnd1s Pnas <5 Pn qm)
:Hn(plaPZ’ '--9pn)+Hm(q15 qzs“':qm)

ugynevezett additivitdsi tulajdonsag, ahol {p, pa, ..., Pu} 8 {G1, G2s -..» G} tetszb-
leges valdszintiségeloszlasok. Ismeretes, hogy (19)-nek eleget tesznek a

no !
Hn,zx(pl’p2:"-9pn)= lng_le’? (x>0, a=1)

l—a

a-adrendii entrdpidak is, amelyekre
lin}Hn,a(php% ---,Pn) = Hn (P1aP2a H'apn)

teljesiil, ahol H, a SHANNON-féle entrépiat jeloli. Az AczéL—DAROCZzy [1] dolgozat-
ban ezekrdl tovabbi eredmények talalhatdk.

A (19) additivitasi tulajdonsdgra alapuld kdzvetlen jellemzések koziil elsd
CHAUNDY—MCcCLEoOD [4] dolgozataban talalhatd (a bizonyitas egyszeriisitésére és
az eredmény altalanositasira lasd AczEL—DaARrOCzy [1] munkajat): Legyen
H{p1, P2y ..., py) minden {py, pa, ..., p,} valdsziniiségeloszldsra értelmezett valés
fiiggvény, amelyre teljesiilnek a kivetkezd tulajdonsdgok: ~

MTA 1II. Osztdaly Kézlemeényei 19 (1969)-




22 DAROCZY Z.

o . Létezik a [0, 1] intervallumban definialt folytonos g(x) fiiggvény, hogy
H,(p1; pes s P) = ;;g(p;);

.@. Hg[%',%]=l;

€. Fenndll a (19) additivitasi egyenlet. Ekkor

H,(p1sDas o5 Pa) = —._2111.- log, p;

minden {py, P, ..., P} valosziniiségeloszldsra.
Egy tovabbi jellemzés DArRGCzY [6] dolgozatban talalhatd. Ezzel részletesebben
foglalkozunk az alabbiakban.

Tegyiik fel, hogy a H.(p,, ps,..., p,) flggvény minden {p,, p,,,... p,} véges
valdszinliségeloszlasra értelmezve van és teljesiilnek ra a kovetkezé tulajdonsagok:

I. H(p,, ps> .... p,) szimmetrikus p,, p,, ..., p,-ben;

IL Hy(} D=1,

HL H(p1s Pes P3s s Pa) = Hys(py +P2s P35 o5 D)+ 45 2(p1, o) 1 Z3),
ahol A,(p,, ps)aD = {(py, p2)p:1=0, p,=0, p, +p, =1} tartomanyban folytonos;

IV. Hn+ 1([71, Deos .-y Pn, 0)=Hn([71, sz (] Pn);

V. Teljesiil a (19) additivitasi egyenlet minden n-re és m =2-re, azaz
H3(p19, Po(1 =), p2g, po(1—9), .., g p(1 =) =
= Hn(pla Pas -evs pn)+H2(q9 1 _Q)
minden {p,, p,, ..., p,} eloszlasra és g€[0, 1]-re.

7. TETEL. Ha a Hp,, ps, ..., Ps) fliggvényre teljesiilnek az 1., II., L, IV.
és V. tulajdonsdgok, akkor H,-re teljesiilnek az 1. tételben szerepld 1°, 2° és 3° tulaj-
donsdgok, tovabbd Hu(x, 1 —x) folytonos [0, 1]-ben; igy a 3. tétel miatt

Hn (p13p29 '-'5pn) = _;ip; log2pi

minden {py, Pa, -, Pu} eloszldsra. ~

Bizonyitds. Lasd DArOczy [6].

Egy tovabbi dolgozatomban (DAROCZY [7]) megjegyeztem, hogy az /., B. és
%. (clegendd %-t csak m=2-re feltenni) tulajdonsagokbdl kovetkezik 1., II., HI.,
1V. és V., ezért az eldbb ismertetett jellemzések koz6s gybkerének a FADDEIEW-féle
jellemzés bizonyult. Tovabbi probléma targyat képezi a I., II. és IIL. részaxiéma-
rendszer 6nmagaban térténd vizsgalata, amely igen érdekes algebrai és topoldgiai
kérdésekre vezet. Ezekre itt nem kivanok kitérni.

A SHANNON-féle entrépiara jellemzd — a FADDEIEW-féle jellemzéstd] fiiggetlen —
tulajdonsidgokra példa az AcCzEL—PFANZAGL [2] tétel: Legyen I,(p1, P2y ..., D))
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n I
minden {py1, Pay oes Pu} [p,- =0,i=1,2,...,n; > p;= 1) valdsziniiségeloszldsra értel-
: i=1
mezve, ahol n =2 rdgzitett természetes szam. Tegyiik fel, hogy I -re teljesiilnek a kivet-
kezé tulajdonsdgok :
o) Létezik egy (0, 1)-ben értelmezett differencidlhaté h(x) fiiggvény, hogy

I, (Pys P2y s Pn) = _;;p,-h(p,-);

B) 1,(p1s p2s .5 P) = Max {leih(q,-):qi >0, ;; 9 = 1}-

Ekkor 1.(py, pas--s P) =AH,(p1, P2, ..., Ps) + B, ahol H, a SHANNON-féle entrdpidt
jeloli és A =0, B konstans értékek. '
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UBER DAS SHANNONSCHEN MASS DER INFORMATION
von Z. DAROCZY

Zusammenfassung

Der Ausgangspunkt der Untersuchungen ist die folgende

DerntrioN. Die im Intervall [0,1] definierte Funktion f(x) mit der Beschrinkung () = 1
und f(0) = f(1) wird eine Informationsfunktion gennant, wenn sie der Grundgleichung der Information

4)) f(x)+(1—x)f[]—f—x] =f(»+d ~y)f[l—i—y]

fiir alle (x, )€ D = {(x,»):0 = x<1, 0= y<1, x+y = 1} geniigt.
Auf Grund dieser Definition kann man die Entropie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

{P1s P2y eees Pu} ( =0, _Z:‘lp,.=1] in der Form

] .
(2) Hn(p1’p27"',pn)= ;;sxf[%] (S,=p1++p,, l=2,>n)

erklidren, wobei f(x) eine beliebige Informationsfunktion ist. In der Arbeit wird gezeigt, dass die
bekannten Charakterisierungen der Shannonschen Entropie auf die Losung von (1) zurtickgefiihrt
werden konnen. Aus dieser Behauptung erhalten wir die stetigen, integrierbaren, monotonen und
messbaren Losungen von (1). Die allgemeine Lésung von (1) in den rationalen Punkten des Intervalls
(0,1) wird mit Hilfe einer additiven zahlentheoretischen Funktion ¢(n) dargestellt. Auf Grund
dieser Darstellung erhalten wir die im Punkt 0 stetige Losung von (1). In der Arbeit werden noch
weitere Ergebnisse und Probleme beziiglich der Grundgleichung der Information diskutiert.
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