REKURRENS FOLYAMATOK RITKITASAROL
frta: MOGYORODI JOZSEF

Tekintsiik a t,=0<t,<t,<... pontfolyamatot, amelyrdl feltessziik, hogy
rekurrens, azaz, hogy a t,—t,_, (i=1, 2, ...) kiilonbségek nemnegativ, egymastdl
figgetlen, azonos eloszlasu valdsziniiségi valtozok. Legyena & = t,—t;_, valtozdk
eloszlasfiiggvénye F(x) és tegyiik fel, hogy ennek varhatd értéke véges pozitiv szam:

0<M(E) = p< + oo

Az F(x) fiiggvényt a rekurrens folyamat eloszlasfiiggvényének nevezziik.

RENYr ALFRéED [1] dolgozatdban a rekurrens folyamat kovetkezd ritkitasi
modelljével foglalkozik:legyen adva a ¢ szam, amelyrél feltessziik, hogy O <g<1.
Sorra haladva a 14, 1,, ... véletlen pontokon, minden egyes pontot a t6bbitdl fiig-
getleniil ¢ valdszinliséggel megtartjuk és p=1—g valdsziniiséggel elhagyjuk. lly
mddon az eredeti rekurrens pontfolyamatnak egy ritkitasat nyerjiilk, azaz olyan
tV=0<tP <tV <... véletlen pontsorozatot, amely az elébbinek részsorozata.
Konnyii 1atni, hogy az (ij sorozat is rekurrens folyamat és a 1) —t®, (i=1, 2, ...)
kiilonbségek eloszlasfiiggvénye az x helyen

kzl gp* 1 F (%),

ahol F(x) az F(x) eloszlasfiiggvény dnmagaval vett k-szoros konvolicidja.
Az [1] dolgozat eredménye tobbek kozott a kovetkezd: a fent leirt ritkitasi
eljarast n-szer egymas utan a ¢, ¢,, ..., g, szamokkal elvégezve, nyerjik, hogy

n

lim g; =0 esetén
1

n—+ oo

i=

Tim P ] q; (¢ — 1) < x] =1l—¢ # (x=0),
j=1

n—-+oo

ahol 1" =0és 1! (i=1, 2, ...) az n-ik ritkitas utan nyert rekurrens folyamat Markov-
pontja. Mas széval, megfelel6 normalas utan hatarértékben Poisson-folyamatot
nyeriink.

Az [1] dolgozatban alkalmazott ritkitasi eljarast megfogalmazhatjuk a kovet-
kez6 médon is: legyenek a v (i, n=1, 2, ...) valésziniiségi valtozok egymastdl
és az eredeti pontfolyamattol fiiggetlen, nemnegativ egész értékeket felvevd
Pascal-eloszlasa valtozok,

PO =k) =q,(1—g)" (Gnk=12..).
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26 MOGYORODI J.

Legyen 1P=0 ¢és
(D = (i=1,2..).

NyilvanvalS, hogy az ily médon konstrualt ¢ (i=0, 1,2, ...) valdszinliségi val-
tozék azonosak a fentebbi eljaras elsé lépése soran nyert valosziniiségi valtozokkal.
Definialjuk rekurzive a tf® valtozdkat a kovetkezé médon: " =0 és i=1,2, ...
esetén '
1M = -1 (n=2,3..
W R

Ekkor " megegyezik a ritkitasi eljaras n-szer torténd alkalmazasa utidn nyert meg-
felelé valésziniiségi valtozdval.

Ez a megfogalmazis sugalmazza a ritkitasi eljaras kovetkez4 altalanositasat.
Legyenek a v (i, n=1, 2, ...) fiiggetlen valdsziniiségi valtozdék pozitivak és egész
értékiiek, legyenek tovabba azonos eloszidstiak és fiiggetlenek az eredeti {f;} re-
kurrens folyamattSl. A ritkitast a kovetkezd6 modon végezziik el: legyen 1@ =4
(i=0,1,2,...) és definialjuk a #™ véletlen pontokat a

W = =D (ni=1,2,..)
W2

rekurziés formulaval. Legyen tovabba (" =1,=0.

Ez a ritkitasi eljards annyiban altalanosabb, mint a RENyi-féle, hogy a v
valtozdk tetszOleges eloszlastiak lehetnek, viszont annyiban specialisabb, hogy min-
den n esetén ugyanazon eloszlas szerint ritkitjuk a folyamatot. Az altalunk beve-
zetett ritkitasi eljaras alkalmazast nyerhet a részecskeszamlalék elméletében, ahol
hasonlé modellt szoktak vizsgalni, amikor tobb leoszté fokozaton keresztiil regiszt-
raljak a beérekezett részecskéket [2]. ; .

Vezessitk be a P(v{? =k)=p, (k=1, 2, ...) jelolést. Erdektelen annak az eset-
nek a vizsgilata, amikor valamilyen k indexre teljesiil, hogy p,=1. Ekkor ugyanis
a ritkitas szisztematikus. A tovabbiakban tehat feltessziik, hogy p, <1 (k=1, 2, ...).
Legyen

W f@= 3Spd, z=c+inlds1
k=1

a v\™ valdsziniliségi valtozok generatorfiiggvénye.

A 1t véletlen pontokat az altalunk vizsgalt ritkitasi modellben a kovetkezd
moédon fejezhetjilk ki. Legyen Z&P=v® (i=1,2,...) és definialjuk rekurzive
a Z{™ valdszinliségi valtozokat a kovetkezd kifejezésekkel:

vgn) vg")+v§")
zZW = > ZMh ZW = 3 ZMY, .. n=2
i=1 i=vi? 41

Marmost a ¢ véletlen pontok a {;} alapul vett rekurrens folyamattal a kovetkezé
modon fejezhetdk ki:
té") =0, t{") = tzgn), t2(") = tz(‘n)+z;'-),
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REKURRENS FOLYAMATOK RITKITASAROL 27

Konnyii latni, hogy a Z{™ (i,n=1,2,...) valdszinliségi valtozdk generator-
fiiggvénye az (1) generatorfiiggvény Gnmagaval vett n-szeres iteraltja:

(2) n-szer
L@ =f/(f (f).))

tovabba, hogy rogzitett n esetén a Z™ valoszmusegl valtozok egymastdl fiiggetlenek
és azonos eloszlasaak.

1. LEMMA. Tegyiik fel, hogy D¥(v")< 4+ és legyen M(v")=M. Ekkor a
P(ZM < M"x) (n—> + )

eloszldsfiiggvénynek létezik G(x) hatdrértéke. A G(x) fiiggvény eloszldsfiiggvény,
amelynek vdrhaté értéke | és szérdsnégyzete

D* (v (M? — M).

Bizonyitds. Nyilvanvalé, hogy M=1. Tekintsiik azt a Galton—Watson-
folyamatot, (vo. [3], L. fej. 8.1.Tétel), amelyben az elsé nemzedék tagjai szamanak
eloszlasat az (1) altal adott generatorfiiggvény hatarozza meg. Ekkor e folyamatban
az n-edik nemzedék tagszama eloszlasinak generatorfiiggvényét a (2) kifejezés
adja. Ismeretes, hogy a fenti feltételek fennallasa esetén az n-edik nemzedék tagjai-
nak szdma M"-nel osztva | valdsziniliséggel konvergil valamely W valdszin{iségi
valtozdhoz, amelynek eloszlasfiiggvénye esetleg az x =0 hely kivételével abszolut
folytonos, varhato értéke 1 és szorasnégyzete

L7+ W)~ D)
(frop-raq -
Minthogy P(v{” =0) =0, azért f£,(0)=0. Igy a W eloszlasfiiggvénye az x =0 helyen
folytonos. Esetiinkben f"(1)+/"(1)—(f'(1))?=D*(v) és f'()=M. A Z®
eloszlasa a Galton—Watson-folyamat n-edik nemzedékének eloszlisaval egyezik
meg. Ezért allitasunk bizonyitast nyert.

Megjegyzés. A Z!™ valdsziniiségi valtozdk konstrukcidja eltér a Galton-—Watson-
folyamat konstrukcidjatol. A lemma bizonyitisanak médszerével nem mutathaté meg,
hogy Z{”/M" majdnem mindeniitt konvergal valamilyen W valdsziniiségi valtozo-
hoz. Ez valdsziniileg nem is igaz.

At —tM, (i=1, 2, ...) valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye, mint kdnnyd
belatni, a kovetkezs:

5 P(Z" = k) (%),

k=1

ahol Fi(x) jelentése ugyanaz, mint el6bb. Megmutatjuk most, hogy megfeleld nor-
malas utan, ha n — + oo, a 1 — 1, valdsziniiségi valtozoknak létezik hatareloszlasa.

1. TETEL. Ha D*(v{") < + o, akkor

ahol G(x) a Z™|M™ sorozat hatdreloszldsa.
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28 MOGYORODI J.

Bizonyitdas. A t{” — /™, valosziniiségi valtozo a kdvetkezd alakban allithato eld:

i
(n
( l§121 !
1 — 1) = o €je
= (n
i |=1Z' )41
Tekintsiik a
x Zm
=1 . (")
3) '3 ez
j= Z(n)+1
1= 1

valésziniiségi valtozét. Minthogy a &; valdszinliségi valtozok véarhatd értéke véges
és a Z{|M" sorozat hatareloszlasa, G(x), folytonos, azért (3) sztochasztikusan 1-hez
konvergal. (V6.: P. REVESzZ [4], J. MOGYORODI [5].) A

ti(") — ri(ﬂ)l _ ti(") _ ti(i)l . ZL(")
ﬂM" ‘LLZ,-(") Mn

Osszefiiggés alapjan CRAMER egy lemmajat hasznalva adédik allitasunk.

A véletlen ritkitasi eljaras szemléletesebbé tétele céljabol tekintsiik az alapul
vett 7,=0<1,<... rekurrens folyamatot. Nevezziik R, transzformacionak azt az
eljarast, amikor a #,=0, L, LW, ., KO W+ 4D, ... Veletlen pontok
kivételével az eredeti rekurrens folyamat tdbbi véletlen pontjat elhagyjuk. Nevezziik
tovabba C transzformacidnak a feldjitasi folyamat 1/M-szeresére valo Osszenyomasat.
A T,=CR, transzformacid (amelynél a rekurrens folyamaton eldszér az R, majd
a C transzformaciét hajtjuk végre; egyébként a sorrend tetszdleges) eredménye-
képpen Ujabb rekurrens folyamatot nyeriink, amelynél két egymdasra kovetkezd
Markov-pont tavolsdgianak Aatlagértéke tovabbra is u. Hasonléan definialjuk
a T,, Ts, ... transzformacidkat is. A T®™ transzformécié jelentse a T, Ty, ..., T,
transzforméacidk egymas utani végrehajtasat. A T transzformacié segitségével
nyerjiik a

(m) _ ¢tm)
EE =120
valdszinliségi valtozét.

Az 1. Tétel bizonyitasanal felhasznalt, véletlen tagszamu 6sszegekre vonatkozo
nagy szamok torvénye lehet8ségetad arra, hogy RENYI ALFRED eredményét az ovétdl
eltéré6 modon bizonyitsuk. Legyen v fiiggetlen, Pascal-eloszlasi valdszinliségi
valtozok sorozata:

PO =k) = q,(0 —q) ", G,mk=1,2,.),

ahol 0 <g, < 1. Nyilvanval6, hogy M(v{") =—£— . Készitsiik el, mint fentebb is tettiik,

n
a Z{" valosziniiségi valtozokat. Jeldlie f(z) a g paraméterii Pascal-eloszlas gene-
ratorfiiggvényét:

- 9z
1O T=a—gr
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REKURRENS FOLYAMATOK RITKITASAROL 29

Ekkor a Z{® valdszinfiségi valtozdk generatorfiiggvénye, mint konnyen lathatd,

JonJana (o U @) ) = fri 0.0, -

A Z{™ valosziniiségi valtozok szintén Pascal-eloszlasuak és

P(Z" =k)= Q,(1-0),
ahol Q,=]] q.
i=1
Bebizonyitjuk most a kovetkezd allitast:
2. LeMMA. Ha 0<g;<1 (j=1,2,...,n) és "lil}_’\ Q,=0, akkor
lim P(ZMQ,< x) =1—¢"%, (x=0, i=1,2,..)
n—+oco

Bizonyitds. A

P(ZMQ,<x)= :2"1 Q. (-0 '=1-( _Q")[;;;]

Osszefliggés alapjan azonnal adddik allitasunk.

2. TETEL. Legyen {v{"} fiiggetlen valdsziniiségi vdltozék sorozata, amely fiigget-
len az alapul vett ty=0<t;<ty=<... rekurrens folyamattol, tovdabbd

P =k)y=¢q,(01—q) 1 (inm,k=1,2,..., 0=<gq,=<1).
Ha lim Q, =0, akkor

n— +oo

. 1" —
lim P ‘—71—"- ,<x|l=1—e"* (x = 0).

n—+ oo

Bizonyitds. A 2. Lemmara tamaszkodva, allitisunkat az 1. Tételhez hasonld
modon bizonyithatjuk.

Vizsgaljuk meg most a ritkitasi eljaras soran invarians alapul vett rekurrens
folyamatokat. Azt mondjuk, hogy az alapul vett rekurrens folyamat a 7, (vagy
akarmelyik 7;) transzforméacidra nézve invarians, ha a 7 transzformdcio végre-
hajtasa utan nyert rekurrens folyamat eloszlasfiiggvénye megegyezik a transzfor-
macio elvégzése elbtti eloszlasfiiggvénnyel.

3. TETEL. Tekintsiik azokat a rekurrens folyamatokat, amelyeknek F(x) eloszlds-
[iiggvénye véges vdrhaté értékkel rendelkezik. Az (1) formula dltal adott f(2) gene-

p .. P . Lo p . X L pe
rdtorfiiggvényhez tartozé T, transzformdciora nézve egyediil a G eloszldsfiigg-
U

vénnyel rendelkezd rekurrens folyamatok invaridnsak, ahol G(x) az 1. Lemmdban
definidlt eloszldsfiiggvény és p tetszéleges rogzitett pozitiv szdm.

Bizonyitds. Legyen az alapul vett rekurrens folyamat eloszlasfiiggvénye G [5) .

El6szor belatjuk, hogy ez a folyamat a T, transzformacidra nézve invarians. Ugyanis
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30 MOGYORODI J.

a T, végrehajtasa utani rekurrens folyamat Laplace-transzformaltja

f[g[-/]:;]] , Res=0,

ahol g(s) a G(x) eloszlasfiiggvény Laplace-transzformaltja. Ismeretes, hogy g(s)

eleget tesz a
g(s)=rf [g [is;]]

figgvényegyenletnek (vo. [3], 1. fej. 8.2. Tétel). Ezért a T, transzformacio elvégzése
utani rekurrens folyamat eloszlasfiiggvényének Laplace-transzformaltja g(us).
Vagyis a transzformacié elvégzése utani rekurrens folyamat eloszlasfiiggvénye is

x
o(%).
u ) . e r 14 7 re
Forditva, legyen az alapul vett rekurrens folyamat invarians és a hozza tartozo

F(x) eloszlasfiiggvény p=0 varhato értékii. Belathatjuk, hogy F (x)=G(%). Ha
o(s) jeloli az F(x) fiiggvény Laplace-transzformaltjat, akkor az alapul vett rekurrens
folyamat invarianciija miatt

@ T e =f[<p[:4]]-

A g(us) Laplace-transzformalt ugyancsak kielégiti ezt a fiiggvényegyenletet, tovabba
mindkettd varhatd értéke u. Ismeretes (vo. [3], 1. fej. 8.2 Tétel), hogy ekkor

F(X)=G [E]
Tételiinket ezzel bebizonyitottuk.

Egy kovetkez6 dolgozatban a pontfolyamatok ritkitasanak tovabbi problémaira
vissza fogunk térni,
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O PEJEOIIUX PEKYPPEHTHBLIX INMPOILIECCAX
J. MoGYorép1

PaccMOTpAM HCXOIHBIH pPeKYPPEHTHBIH Tmpouecc: fa=0<fy<fy=<... T. €. cly4aliHEI TOTOK
Tako#, uTO pa3muuel f,—f,_,=¢&; (i=1,2,...) HeOTPHALATENbHblE, HE3aBUCHMBIE M OAUHAKOBO
pacnpeniesieHHbIe ClTy4aliHble BeJH4MHbL BBeAeM ClIeayolyo onepanmio: nycth vi™ (i, n=1,2,...)
HE3aBHCHMBIE M ONMHAKOBO DAaCIpele/IeHHBIE ClyYaiHble BEJIMYMHBI, TPHHUMAIOIKE LEeNbIe JIONO-
KHTENbHEIE 3HAYEHHs H He 3aBHCAMIME OT HCXOMHOTO ciIyyaitnoro rotoka. ITycts ¢ =1, (i=0, 1, 2,...
M ONpedesinM PEeKYPPEHTHO cily4aifHble MOTOKH CIEAYFOIUM obpa3om:

(n) — (n) _ 4(n-1) (n) _ 4(n-1) =
17=0, =100, 1 tv;»)+vgn>"“ n=12..)

Iloka3biBaeTcs, uTo, ecmn P(viV =k)<1, (k=1,2...), 1 D*({™)< + e, cymecTByeT npenen
g — 1
("o

lim P
n— + oo

<x] = G (x),

ans Beex GUKCHPOBAaHHBIX i=1, 2,..., Tie G (x) HenpepbiBHasi YHKUMA pacnpencnesus, M= M)

Mu=M{t—t_))<+e(=1,2,.). Hccrenyerca takxke GyHKUHsA pacrpeae/icHUs HCXOZHOIO
PEKYPPEHTHOIO NOTOKA, OCTAHYILAACH MHBAPMAHTHOM NPU BLILEYIOMAHYTBHIX ONEPALMUsX.
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