WALSH—FOURIER-SOROK EROS
APPROXIMACIOJAROL \

irta: SCHIPP FERENC

Bevezetés

Legyen x=0, x¢x;...X,... (x,=0,1) az x€[0, 1) szam diadikus kifejtése, és
R a [0, 1) intervallum diadikus racionalis szamainak halmaza. A tovabbiakban
az x € R elemekre lehetséges kétféle felirds koziil azt valasztjuk, amelyben egy bizo-
nyos jegyt6l kezdve csupa 0 jegy all.

Az {r, (x)} (n=0,1,2,...) Rademacher-féle fiiggvényrendszert a kovetkezd-
képpen értelmezziik:

) r,(x) = (= 1) (x€[0,1), n=0,1,2,...).

Ismeretes, hogy a Rademacher-féle rendszer a [0, 1) intervallumon er&sen
multiplikativ ortogondlis fiiggvényrendszer. Az {r,(x)} rendszer altal generalt
{Y.(x)} n=0, 1,2, ...) szorzatrendszert Walsh-féle ortonormalt rendszernek nevez-
ziik, azaz Y o(x) =1, és ha az n természetes szam diadikus elballitisa

@ n=Sn2 (=01,
akkor -
) ) = T 1)

Az (1), (2) és (3) egyenlGségekbdl kovetkezik az alabbi eldallitas is:

i X1

E n
@) Yau(x) = (D7 .

A Walsh-rendszer szerint haladd sorfejtések vizsgalatanal alapvet6 szerepet
jatszik az N.J. FINE [1] altal az

X—O Xg X1 - ZO' F1° y=0’y0y1"'yn"' 22n+1

(xll,yﬂ = 0’ 1)

szamokra bevezetett kdvetkezd ,,6sszeg’:

2 bt lxn_'yn'
(%) x+y= nzzow—
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102 SCHIPP F.

Konnyen lathato, hogy a Walsh-fiiggvények a fentl Osszeadasra nézve lényegé-
ben multiplikativ fliggvények, azaz

(6 v+ =¥, (0)  (FyéR, n=0,1,2,..),
tovabba, ha f(x)€L[0, 1), akkor barmely [0, 1)-beli y-ra f(x+y)€L[0, 1) és

™ Jf&dx = [f(x+y)dx.

Jelsljiik D, (x)-szel az n-edik Walsh— Dirichlet-féle magfiiggvényt, S,(f; x)-szel
az f€L[0,1] fiiggvény {W,(x)} rendszer szerint haladé Fourier-soranak n-edik
részletOsszegét, azaz legyen

D, =3 ¥,
®) S, (f;0) = 3 o (W () = [ £x-L1) Dy (u)

v=0

[Mﬂ=/ﬂwMMW}

Koénnyen igazolhatd, hogy n=2*+n’-re (0 <n’=2%)
€] D, (x) = Dy(x) + r.(x) D, (x),
ahonnan n’=2%ra a
k 2k +1 (xe[o’z—(lwl))),
(10 Dy-1(x) = v]=]1 (1+r,(x) = {0 (re2-%+, 1)
egyenléséget kapjuk.

G. W. MORGENTHALER [2] nyomén azt mondjuk, hogy az f(x) (x€[0, 1)) fiigg-
vény eleget tesz az a kitevds Walsh—szsclutz-fele feltételnek (jelben: f(x) € Lip a(W)),
ha létezik olyan A, allandd, hogy

(11) [faFN—f D = 4,0 (% p€[0,1), xFy¢R).

Mivel (5) alapjan |x — y| =x ¥y, azért minden a [0, 1) intervallumon értelmezett,
a-kitevds (kbzonséges) Lipschitz-féle feltételnek eleget tevd fiiggvény egyben
kielégiti az o kitevGs Walsh—Lipschitz-féle feltételt is.

S. YaNo [3] megmutatta, hogy minden Lip o(W) (0 <a<1) fiiggvényosztaly-
hoz tartozd fiiggvény egyenletesen approximalhaté n~* nagysagrendben a tekintett
fiiggvény Walsh— Fourier-soranak n-edik (C, f) (B <a«) kozepeivel, azaz

(12) oB (f;x)—f(x) = O(n™) O<a<LlLa=<p),
ahol

Z ALDS (5 %)

v=0

(13) "

n!

[Am _BEDBE) ) g 1]_
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WALSH—- FOURIER-SOROK ER(GS APPROXIMACIOJAROL 103

Jeloljik h(f, p, B; x)-szel az f(x) fiiggvény Walsh— Fourier-soranak 1un.
erls kozepeit, azaz legyen

n—1 1/p
(14) W85 = |t S AB .91

Az er0s approximicié megfeleld problémajat trigonometrikus és polinom-
szerii rendszerek szerinti kifejtésekre, azaz a h,(f, p, f; x) kozepek konvergencia-
sebességének vizsgalatat ALEXITS GY. [4] vetette fel. Azita tobb szerzé (ALExITS [5],
ALEXITS—KRALIK [6], [7], LEINDLER [8]) foglalkozott e kifejtések erds kozepeinek
approximacios kérdéseivel; ezek a vizsgalatok szamos érdekes eredményre vezettek.

E dolgozatban tetszbleges Lip a(W)-beli fiiggvény Walsh-fiiggvények szerinti
sorfejtésének er6s approximaciés tulajdonsagaival foglalkozunk, nevezetesen
igazoljuk a kovetkezd tételt:

Tétel: Ha f(x)€Lip W), ahol 0<a<1 és 1/p>a, akkor tetszdleges B >0
esetén a [0, 1) intervallumban egyenletesen fenndll a

(15) ' ha(f,0,B;%) = O(n™)
reldcio.

Ez a tétel S. YANO emlitett tételének élesitését adja. Analog tétel igaz trigono-
metrikus és polinomszerii rendszerekre. (Lasd: [5], [6], [7], [8].)

1. § Segédtételek

Tételiink igazolasahoz felhasznalunk néhany segédtételt. M
1. Segédtétel: 4 :
k~1
|
(1.1 D (y;k)y = Zo ¥, [y+W] r:(») Dy ()

mddositott Walsh—Dirichlet-féle magfiiggvénnyel a D, (y) magfiiggvény az aldbbi
mddon dllithaté eld:

(1.2) D,(y) =

Dzk(y)z—lﬁ..(y) _Dr(y:k) (n=0,1,2,...).

2

Bizonyitds: Az (1. 2) azonossag igazolasihoz felhasznaljuk a D,(y) magfiigg-
vénynek a [9] dolgozatban megadott kdvetkezd eldallitasat:

k—1
(1.3) D,(») = ¥.(» _20 n;r;(¥) Dy (),
k=1
ahol az n(=0, 1) szamok a diadikus alakban felirt n= 3 n,2' természetes szam
i=0

jegyeit jelentik. Mivel (4) alapjan

1
“”J?“J_l—enm_
2 -T2 T
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104 SCHIPP F.
azért az (1), (6) és (1. 1) egyenlGségek figyelembevételével a

-1 © k-1
(1.4 D,(») = 1/2¥, (Y)iZO ri(3) Dui () —1/2 :Z; Y (Y +1724Y 1, (3) Dt ()

egyenl6séget kapjuk.

k—1
Az (1. 3) azonossagot az n=2%—1= 3 2iszamra alkalmazva (3) és (10) alap-

jan a =
310D Du) = Y20 D2 0) = s () (Do )~ s 0) =

= Dy (y)—1

egyenlGség. adodik, ahonnan (10), (1. 1) és (1. 4) figyelembevételével a

D,(y) =

bizonyitandé allitast kapjuk.

Dy (p) =¥, (3) _Di(»;k)
2 2

2. Segédtétel: Tetszéleges m természetes szdmra vezessitk be a kdévetkezd
Jjeloléseket:
A.5) u= (s ...sthy), En={uwu=u,u,..,u,),u;€[0,1),j=1,..,m},

W) =y Fu,+ ... +u, (ucE,).
Legyen tovdabbd

(1.6) Im; k) = {iti = (i1, 02, - 0m), EG, 0=i;<k, j=1,2,...,m},
ahol G jelenti a nem negativ egész szamok halmazdt. Legyen végiil

, 1 .1 . L1
(1.7 n0) = s+ seat - Tonae

AG,m;w) = [ D), R = []r, ()
i=1 =

és
2%—1 m

(1.8) Ko(m;uy=27% > [] D} (u;; k),
v=0 j=1

ahol ucE, és icI(m,k).
Ekkor az E,, halmaz megszdamldlhaté sok pontjdtdl eltekintve fenndll a

(1.9) Kb (m;u)| = 2"‘“1,(2 Do (E@)+n @) 4G, m;uw)
egyenlitlenség.

MTA 111, Osztdly Kézleményei 19 (1969)



WALSH-FOURIER-SOROK ERGS APPROXIMACIOJAROL 105

Bizonyitas: A (6), (1. 1), (1.5), (1.6), (1.7) és (1. 8) egyenlbéségek alapjan
az E, halmaz egy megszamlalhatd részhalmazat kivéve fennall a

2X—1 m

2K (m;u) = go j]=71 ké_:lpv(uj"?_1/2s+l)rs(uj)D2’(uj)] =

=3 3 WE@O) R A Gmin) =

I(m,k)

= = R@AGmN 3 ¥ (E@In6) =

icI(mk)

. =i“(2mk)R.- (@) A (i, m; u) Dy (€ )+ n ()
egyenlSség. EbbSl '
Du(é(m+n()) =0, |R@l=1, A@@,muy=0

alapjan (1.9) mar kovetkezik.

3. Segédtétel: Bdrmely k természetes szdmra

(1.10) [1K5(m; w)| du = Cy(m),
Em

ahol C,(m) csak m-tdl fiiggd dllando.

Bizonyitds: A 2. segédtétel alapjan elegend$ a

(1.11) 5, =27k (2 ) szk(é(u)-T—n(i))A(i,m;u)du = C,(m)
€1 (m,k) g
egyenlStlenséget igazolnunk. Az (1. 11)-ben szerepld integralokra az uj = uj—i’-%

(G=12,....m), u =i, us,...,u,) helyettesitéssel és a (10)-b6l adddo

Dzij(u}—ié%) = D,i;(u};) egyenl8ség, valamint (7) figyelembevételével a kovetkezbt
kapjuk:

(1.12) [ AG,m;u) Dy (6@ +n@)du = [ AG,m;u) Dy (£@))du’ =
Em Em

-,

= fA (i, m; u) Dy (¢ () du.
Em
A (8) egyenl8ség alapjan az

1
J Do () Doty 0) duy = Sy (D5 0) = Dymin 0r.v0) ()
0
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106 SCHIPP F.

azonossagot nyerjiik. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

fA (i, m; u) Dy (& (W) du =
Em
1

1 1
f ( Dy, (uy) .. f (Dzim Y (7 f D,i,, (#,) Dy (11 FuF...Fu,) du,,,) ditp,_q.. .]du1 =
0

0
1

1 1
= [ (P f(Dzi,,,_z(u,,,_z) ./Dzim_l(tlm_l)Dzi,,,(ur?-...-‘I’-u\m-l)du,,,_l)dum-?...)dul=

0
1
f( Dyiy (1) .. f( Dgipy g (U -5) fD2;m g (U —2) DyminGiy, g, i) (1 F oo F il ) dum—Z]"')dul=
0
1

=..= f Dty (1) Dymin Gig, i, ..., i) (#1) dity = Dymin Gy, iz, ..., i) (0) = ¢
o = 2min(i1, ig,...,im),
Jeldljiikk m(i)-vel az i=(iy, ..., i) €I(m, k) vektor koordindtidinak minimumat.
Az (1. 12)-t és a most kapott egyenlGséget egybevetve az
[ 4G, m;0) Dy (€ @) F 1)) du = 2m©
En,
elballitas adddik, és ennek alapjan (1. 11)-bdl a

5k_2k Z' om) — 2~ kzzv Z'

icI(m,k) =0 m(i)=v

i€l(m,k)
egyenlOséget kapjuk. Mivel
2 l<(k—wm,
felm o

azért

S Sh—-vy S
G =27F 2 2(k—"= 2 T < 2 5y = Gulm),

v=0 v—1
amivel az (1. 10) egyenlGtlenséget igazoltuk.

4, Segédtétel: Bdrmely n természetes szamra p=1 vdlasztds mellett

n—1 1/p
(1.13) {;112 lSv(f;x)l”] SGEMY)  FEDD, n=12..),

ahol M(f) az f€L|0, 1] fiigguény abszolut értékének [0, 1) intervallumra vonatkozo
lényeges felsG hatdra és C,(p) csak p-tdl fiiggd allando.
Bizonyitds: Mivel (8) és (1. 2) alapjan

S,(f;%) = [fxn D, dy =172 [ f(x+y) Do (3 dy—

—12 [FF ) dy =112 [ f(x 1) D}(p; k) dy,
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WALSH—FOURIER-SOROK EROS APPROXIMACIOJAROL 107
tovabba (3) és (10) alapjan

1 1
| [fxF0) Da()dyl = M(S), | [SxEN UG dy| = M (),

azért

1S, (f; 9P = (M (H+12] [ Fx+3) D} (r; ) )’ =

= 20 M ()P +1)2] [ f(x 33 Dy (v R dy [P =

= 2P M (f)?+ 12|85 (f, k; x)|P.
Ebbdl kovetkezik az

=|)—-

. 2;1 1S,(f3 )7 = 2P- M ()P +1/2n lesf(f,k;x)'p (n < 2%

egyenlStlenség, amelynek figyelembevételével (1. 13) igazolasahoz elég megmutat-
nunk, hogy

n—1 1/p
(1.14) ox (030 = {,1;;’ [St(f,k;x)l”} = LM (),

ahol Cf(p) csak p-t6l fiiggd allando.

Jeloljiik k =k(n)-nel azt a természetes szamot, amelyre 2*~l1=p<2% é&s
m=m(p)-vel azt a legkisebb paros szimot, amelyre m =p. Ekkor, mint ismeretes,
fennallnak a

(.15 G (fip;x) = ok (f,m; x) = 2V a% (f, m; x) = 2YP o%i(f, m; x)

egyenlStlenségek. A o3a( f, m; x) kozepek becsléséhez irjuk fel az [S*(f, k; x)"
hatvanyt az alabbi alakban:

1S3 (f ks )| = { [fx+y) Di(y; k) dy} =
= [ff(xiulwt(ul;k)dul] [ff(xfrun.)bt (3 K) du,,,] =

1 1(
= f... f[[]f(x-?—uj)Df(uj;k)Jdul...du,,,,
0 o \=t
és vezessiik be az

(1.16)  Fo(x;u) = éf(x—i—uj) (X€[0,1), 4 = (g, ..., ) € Ep)
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108 SCHIPP F.

jelolést. Ezek és a 2. segédtétel jeléléseinek felhasznalasaval o5 (f, m;x)-re a
kovetkezGt kapjuk:

2k—1

n 1/m
oy (f,m;x) = {2"‘ 2 | Falxsw) 2 D¥u;; k) du} =
v=0 j=1

Em

{f[F (x;uw)2- "zzlﬁD*(uJ,k)] du} m=

= { /F,,,(x; u) K3 (m;u) du}l/m.

m

Ebbé! az (1. 10) és az (1. 16)-bdl adédé

_ |Fux;0)] = M(S)"
egyenlétlenség alapjan a

b (fym;x) = M () { [1K5Gm;0)] duf'" =
Em

= M(NH{GCmP" = {Ci(p+ 2P M(f)

egyenlotlenséget kapjuk, amivel (1. 14)-et, s ezzel egyiitt az (1. 13) egyenlGtlenséget
is igazoltuk.

2.§ A tétel igazolasa

Az (1.13) egyenlStlenség birtokaban tételiink hasonlé mddszerrel bizonyi-
tandd, amellyel az analog allitast trigonometrikus vagy polinomszeri{i rendszerre
igazoltak.

Legyen 2ko~l<p=Dk ¢s vezessik be az Ny=0, N,=2"1 (I=1,2, ..., k,),
N, +1=n Jeloléseket. A tétel igazolasihoz felhasznéaljuk a (B—1)¢' > —1 esetén
fennallé

Ni-1 e Ni-y
@.1) { > ¢ ln)“} =027 3 ALY (=23, k+1)
v=Nj-2 v=Ni-2

egyenl6tlenséget, ahol p’ = q
Legyen f(x)€Lipa(W) (0 <a=<1) és

1
T,()=Su(fsx)= [f&x+n)Du()dy (=012 .).
0
Ekkor (10) és (11) alapjan magatol értetGdéen érvényes az
1
@.2) F-Ti®) = [1f(x+2)—f ()| Du()dy = 4,27
0

MTA I11. Osztdly Kozleményei 19 (1969)
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WALSH - FOURIER-SOROK ERGS APPROXIMACIOJIAROL 109
egyenlStlenség, kovetkezésképpen v=2'-re nyerjiitk, hogy
23 1S, (f; ) =S @)1 = |(S, (f:9) =5, (T4; ) + (T —F W) P =
= 218, (/= T 9P+ T~ (P} = O {1S,(/= Tis »)le +27"=2),

A (2. 3) egyenlétlenség felhasznalasaval

Ni-a Ni-1
2 AES (0= = 0Q21r) D AP+
v=Nj-2 v=Ni-2
(2.4)
Ni-1
+O() 2 ABLIS( Tl (=23 .. k+D).
V=i¥1-2
Vélasszuk a p’ szamot olyan nagyra, hogy (B —1)q" > —1 teljesiiljiin (q’ = p’p—l)’

amikor is a Holder-egyenlétlenség és (2. 1) alapjan

Ni~1 Ni-1 1/¢ f Ni-1 yp’
> ARSI —f; X)l”S{ > (A5 1>1)“} {VZ IS..(T,—f;x)l“”} =

v=Nj-2 v=Nt-2 =Ni-2

2.5

Ni-1 Ni-y p’
= 0(1) {2”/?’ Z An-—v—l}{ Z |Sv (f_ Tl;x)lpp'} (l = 2, 3, -'-1k0+ 1)'

v=Ni-z2 v=Ni-2

Mivel a 4. segédtétel és (2. 2) alapjan

Ni-1 p’
{ 2 IS.(f- Tz,x)l"”} = O(1) N}/72-#lr = O(1) 27" 2-el,

v=Ni-2

azért (2. 4) és (2. 5) figyelembevételével a

Q. 6)

Ni-1 Ni-1

2 AEDUS (0P =0)2-9 D ALY (=2,3,...,k+1)
v=Ni-3g v=Ni-g

egyenlStlenséget kapjuk. Mivel y=> —1 mellett

(v)
.7 0<K; < Ax

igy azt kapjuk, hogy A¥ ;Y =0(Dn®-Y(v<2%~-2), Ennek figyelembevételével
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110 SCHIPP F.
(2. 6) és (2.7) alapjan a (14) értelmezés szerint a

B (f,p, B5 %) = A(,,) ZA“* 218, ()~ f WP =

ko—1 Ni-1

= TS 2 ALRIS, (9 fl+
ko+1 Ni-1
Yo 2 2 A(ﬂ 218,30 @) =
n—1 l=kg v=N;-
ko—1 Ni-1 0(1) ko+1 Ni-1
=0(l) ﬂZ’ 2-dlr D' gBD 4 i 2 2-adp D' gD,
v=~Ni-2 An 1i= v=Ni-2

1 0(1)2-skr "}
=0M s g’; 2T (A)m)l Z A2

1 ko—1
=0() {; 1_22' 2(1—ap)l+2—aknp}

egyenléségeket nyerjitk, ahonnan 1—ap =0 miatt a
hE(f,p, B; %) = O(1) {% 20—apko +2—«kw} = 0(1)2-wk = O(1)n=*°

bizonyitando allitast kapjuk.
Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.
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ON THE STRONG APPROXIMATION BY THE PARTIAL SUMS OF THE |,
WALSH—FOURIER SERIES

by
F. Scuipp

Summary

This paper gives a generalisation of the theorem of S. Yano [3]:

Let S,(f;x) be the n-th partial sum of the Walsh—Fourier expansion of f(x)¢ L[1,0] and let -

h,(f,p, B; x) be the following mean:

1 n—1 1/p
b (fo0, B0) = i { LS (/30 —f(x)i"}

n—-1 Lv=

(Aﬁ“’ - ("+“],p =1,f> 0) :
n

The main result is the following theorem: If f(x) satisfies the condition f(x) € Lip a(W)(0<a<1) [2]
and if p~1>a, then the estimate

ho(fip, B; X)=0(n-%) (B>0)

is true uniformly in the interval [0,1].
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