
w a l s h - f o u r i e r - s o r o k e r ő s 
a p p r o x i m á c i ó j á r ó l 

í r ta : SCHIPP F E R E N C 

Bevezetés 

Legyen x = 0, x0x1...x„... (x„ = 0, 1) a z x £ [ 0 , 1) szám diadikus kifejtése, és 
R a [0, 1) intervallum diadikus racionális számainak halmaza. A továbbiakban 
az x £ R elemekre lehetséges kétféle felírás közül azt választjuk, amelyben egy bizo-
nyos jegytől kezdve csupa 0 jegy áll. 

Az {rn(x)} (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) Rademacher-féle függvényrendszert a következő-
képpen értelmezzük: 

(1) rn(x) = ( - l ) * - (x<=[0,1), « = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Ismeretes, hogy a Rademacher-féle rendszer a [0, 1) intervallumon erősen 
multiplikatív ortogonális függvényrendszer. Az {r„(x)} rendszer által generált 
{il/„(x)} (« = 0, 1,2, . . .) szorzatrendszert Walsh-Шо ortonormált rendszernek nevez-
zük, azaz \J/0(x) = l, és ha az n természetes szám diadikus előállítása 

(2) n= 2щ 2' («, = 0,1), 
i = 0 

(3) Фп(х) = JTr,(x). 
«(=i 

Az (1), (2) és (3) egyenlőségekből következik az alábbi előállítás is: 

(4) <A„(*) = ( -

A ЖаМ-rendszer szerint haladó sorfejtések vizsgálatánál alapvető szerepet 
j á t s z i k a z N . J . FINE [1] á l t a l a z 

°° X °° 
x = 0 , x 0 X j . . . x„ . . . = У = 0 , У О У 1 ...YN... = 

11=0 Z n =Q z 

(х„,У„ = 0, 1) 

számokra bevezetett következő „összeg": 

( 5 ) 
n = 0 Z 
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102 s c h i p p f . 

Könnyen látható, hogy a IhaM-függvények a fenti összeadásra nézve lényegé-
ben multiplikatív függvények, azaz 

(6) фл(х+у) = фй(х)фп(у) (x+yîR, « = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

továbbá, ha f(x)eL[0, 1), akkor bármely [0, l)-beli y-ra f ( x + y)£L[0, 1) és 

í í 

(7) / f ( x ) dx = f / ( x + y ) d x . 
о 0 

Jelöljük D„(x)-szel az n-edik Walsh—Dirichlet-îé\e magfüggvényt, S„(f; x)-szel 
az / € £ [ 0 , 1] függvény {ф„(х)} rendszer szerint haladó Fourier-sorának «-edik 
részletösszegét, azaz legyen 

Dn(x) = SVvU), 

(8) S„ ( / ; x ) = 2 cv ( / ) «Av (x) = / / ( * + «) />„(«) du 

v=0 0 

U ( / ) = / / ( « ) l A v ( « ) J -
0 

Könnyen igazolható, hogy n — 2k + «'-re (0 < «' ^ 2k) 

(9) Dn (x) = DAx) + rk(x) Dn (x), 
ahonnan « ' = 2 t - r a a 

к Í2k + 1 ( x £ [ 0 2 _ ( * + 1))) 
(10) О 2 к - г ( х ) = П 1 ( 1 + г Л х ) ) = { 0 ( j e € p L f t + „ f l ) ) ' 

egyenlőséget kapjuk. 

G. W. MORGENTHALER [2] nyomán azt mondjuk, hogy az f ( x ) (x£[0, 1)) függ-
vény eleget tesz az a kitevős Walsh—Lipschitz-Ше feltételnek (jelben: f ( x ) € Lip y.(W)), 
ha létezik olyan Aa állandó, hogy 

(11) \ f ( x ± y ) - f ( x ) \ * A e f ( x , j 6 [ 0 , l ) , x + j í £ ) . 

Mivel (5) alapján |x— y\^x + y, azért minden a [0, 1) intervallumon értelmezett, 
a-kitevős (közönséges) Lipschitz-féle feltételnek eleget tevő függvény egyben 
kielégíti az a kitevős Walsh—Lipsehitz-íé\e feltételt is. 

S . YANO [ 3 ] megmutatta, hogy minden L i p a ( f L ) ( 0 < A < L ) függvényosztály-
hoz tartozó függvény egyenletesen approximálható n~" nagyságrendben a tekintett 
függvény Walsh—Fourier-sorának и-edik (С, ß) (ß < a) közepeivel, azaz 

(12) oW ( / ; x) - / ( x ) = 0(n~") (0 < a < 1, « < ß), 
ahol 

( 1 3 ) 

<"4f;x) = J p r 2 A f s ^ s f f-x) 
л п - 1 v=0 

[Ainß) = (ß+D(ß+2)...(ß+n)t = 
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Jelöljük lin(f,p,ß;x)-szel az f ( x ) függvény Walsh—Fourier-sorának ún. 
erős közepeit, azaz legyen 

{J n - 1 l l / p 

2 A t - 1 ! , I SV(AX)-/(x)|"J . 
Az erős approximáció megfelelő problémáját tr igonometrikus és polinom-

szerű rendszerek szerinti kifejtésekre, azaz a h n ( f p , /?; x) közepek konvergencia-
sebességének vizsgálatát ALEXITS GY. [4] vetette fel. Azóta több szerző (ALEXITS [5], 
ALEXITS—KRÁLIK [6], [7], LEINDLER [8]) foglalkozott e kifejtések erős közepeinek 
approximációs kérdéseivel; ezek a vizsgálatok számos érdekes eredményre vezettek. 

E dolgozatban tetszőleges Lip a( ILj-beli függvény ILa/i/i-függvények szerinti 
sorfejtésének erős approximációs tulajdonságaival foglalkozunk, nevezetesen 
igazoljuk a következő tételt: 

T é t e l : Ha / ( x ) £ L i p x(W), ahol 0 < a < 1 és 1 //>>a, akkor tetszőleges ß>0 
esetén a [0, 1) intervallumban egyenletesen fennáll a 
(15) h„(f,p,ß;x) = 0(n-) 
reláció. 

Ez а tétel S. YANO említett tételének élesítését adja. Analóg tétel igaz trigono-
metrikus és polinomszerű rendszerekre. (Lásd: [5], [6], [7], [8].) 

1. § Segédtételek 

Tételünk igazolásához felhasználunk néhány segédtételt. 

1. S e g é d t é t e l : A 

(1.1) D*n (y;k) = 2 «An [у + 2ïW) rt (y) D2, (y) 

módosított Walsh—Dirichlet-féle magfüggvénnyel a Д , (у ) magfüggvény az alábbi 
módon állítható elő: 

( 1 . 2 ) = (w = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Bizonyítás: Az (1. 2) azonosság igazolásához felhasználjuk a D„(y) magfügg-
vénynek a [9] dolgozatban megadott következő előállítását: 

(1.3) Dn ( y ) = «A„ ( y ) 2 щ r, ( y ) D2I ( y ) , 
i=0 

k-1 
ahol az nf = 0, 1) számok a diadikus alakban felírt n= 2 и ;2 ' természetes szám 

i = 0 
jegyeit jelentik. Mivel (4) alapján 

1 
i - «An 

т "l > 
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1 0 4 s c h i p p f . 

azért az (1), (6) és (1. Î) egyenlőségek figyelembevételével a 

(1.4) Dn (y ) = 1/2 ф„ (у) к£п (у) D2, ( у ) - 1/2 Ï V „ 0> + l /2 i + 1 ) r, (j/) (j/) 
i=o i=a 

egyenlőséget kapjuk. 
E - I 

Az (1. 3) azonosságot az n = 2k — 1 = 2 2' számra alkalmazva (3) és (10) alap-
i=0 

ján a 
e - I 
2 r> (У) Dv (У) = ^ - i W ^ - i W = ïix-iiy) (D2k (jO - Фгх-Лу)) = 

i = 0 
= D2k(y)-\ 

egyenlőség adódik, ahonnan (10), (1. 1) és (1 .4) figyelembevételével a 

D ( y ) = Р&(у)-Фп(у) D*n(y;k) 

bizonyítandó állítást kapjuk. 

2. S e g é d t é t e l : Tetszőleges m természetes számra vezessük be a következő 
jelöléseket: 

(1. 5) и = (щ,и2 ...,um), Em = {u:u = щ, u2, ...,tiJ,Uj€[0, \),j = 1 , . . . , m } , 

ç(u) = uk + u2+ ...+um (M€ EJ. 

Legyen továbbá 

(1. 6) I(m;k) = {/':/ = ( / l 5 i2, . . . , /,„), íj С G, 0 s ij <k,j = 1, 2, . . . , m}, 

ahol G jelenti a nem negatív egész számok halmazát. Legyen végül 

m m 
A (i, m ; и) = П D2ij(Uj), Ri (и) = IJ ri} (u}) 

j-i j=î 
és 

2Ь—1 m 
(1. 8) K%u(m-Ú) = 2-k 2 UD*(uj-,k), 

v = 0 j=l 

ahol и £ Em és i£ I(m, k). 
Ekkor az Em halmaz megszámlálható sok pontjától eltekintve fennáll a 

(1.9) \K%(m-u)\^2-k 2 D2k(Ç(u) + ri(i))A(i,m;u) 
i£I(m,k) 

egyenlőtlenség. 
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Bizonyítás: A (6), (1 .1) , (1 .5) , (1.6), (1 .7) és (1 .8) egyenlőségek alapján 
az Em halmaz egy megszámlálható részhalmazát kivéve fennáll a 

2fc —1 m í k-1 ) 
2 ' K\k (m-u) = Z Я 2 / (uj + 1/2S+ rs (uj) D2, (w,) = 

v=0 j=l\s=0 ) 

= 2 ; 1 2 («0 + 4 ( 0 ) Ä , m ; u ) = 
v=0 iíl(m,k) 

= 2 * , («) ^ (A « ; «0 2 V , (£ («) 4- ч («' )) = 
Щ(т ,к) v=0 

= 2 J (í, 1И ; И) (И)+l îCO) 

egyenlőség. Ebből 

D2k(q(И) + г,(/)) ё 0 , Ши)\ = 1, zl ( / , M ; K ) S 0 

alapján (1 .9) már következik. 

3. S e g é d t é t e l : Bármely к természetes számra 

(1.10) / |К^(#и;и) |<й|=£ CJm), 
Em 

ahol Cx(m) csak m-től függő állandó. 

Bizonyítás: A 2. segédtétel alapján elegendő a 

(1.11) Sk = 2~k Z [D2k(Ç(u)+t,(i))A(i,m;u)du^ Cx(m) 
iei(m,k)E

J
m 

egyenlőtlenséget igazolnunk. A z ( l . 1 l)-ben szereplő integrálokra az и) = 

( y = 1, 2, . . . , m), u'= (u\, u2, ..., u'f) helyettesítéssel és a (10)-ből adódó 

Dőljön) + = B2ij(u'j) egyenlőség, valamint(7) figyelembevételével a következőt 

kap juk: 

(1.12) Ja (i,m; u) D2k(ç(u) + ri(i))du = f A(i,m-u')D2k (ç(u))du = 
Em E„, 

= f A (i, m-, и) D.ik (ç (m)) du. 

A (8) egyenlőség alapján az 

i 
J D2vi (Uj) D2v2 (Mj + t') dux = S2n (D2n ; V) = Z)2min (vj.v2) (v) 
0 
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azonosságot nyerjük. Ezt felhasználva kapjuk, hogy 

f A (i, m ; и) D2k ( í (uj) du = 
E„_ 

i 
= / (d2.'i ("i) • • • / ( o 2 í „ _ ! (»,., -1) / 02i,„ («m) («1 + «2 + •. • + и J í/Hm) _! . . . ) duk = 

о о 0 
1 1 1 ч 

= f [p2i 1 (ML) • • • / ( O 2 I M - 2 ("M - 2) J d 2 G -1 ("M - 1 ) ÓL 4 - . . . -+- MM _ I) Г/МТ _ ^\DUM _ 2 . . . )DU K = 
0 0 0 
1 1 1 

= / (D2>i (Mi) — J (Ö2IM _ 3 (MM _ 3) / A , I M - 2 (M„ - 2) Ö2min(im _ ь im) (Ml + ... 4. ttm _ 2) dum . 2)... ) duk = 
0 0 0 

1 
= . . . = J d 2 í ! ( H l ) ö 2 m i n ( i 2 , í 3 i m ) ( M i ) í / « ! = Л 2 m i n ( i i , i 2 i m ) ( 0 ) = * 

0 
= 2min(il,«2 U , 

Jelöljük w(/)-vel az /' = (/', , •••, im)£l(m, k) vektor koordinátáinak minimumát. 
Az (1. 12)-t és a most kapot t egyenlőséget egybevetve az 

f A ( / , »1 ; u) D2k (с (и) 4-1/ ( /)) du = 2m(i> 
Em 

előállítás adódik, és ennek alapján (1. l l ) -ből a 

4 = Z 2m(i) = 2 - k Z ^ Z 1 
i£I(m,k) v=0 m(i) = v 

i£I(m,k) 
egyenlőséget kapjuk. Mivel 

2 1 <(k-v)m, 
m (i) = V 

i£I(m,k) 
azért 

k — 1 k — l/i \m 00 m 

Sk < 2 - 2 1 2 - v y = Z { = G ( m ) , 
v = 0 v=0 Z V — 1 Z 

amivel az (1. 10) egyenlőtlenséget igazoltuk. 

4. S e g é d t é t e l : Bármely n természetes számra p = 1 választás mellett 

{, n - l U/p 

т ё C 2 ( p ) M ( f ) ( x € [ 0 , l ) , я = 1 , 2 , . . . ) , 
Я v=0 ) 

ahol M ( / ) űz / 6 L [0, 1] függvény abszolút értékének [0, 1) intervallumra vonatkozó 
lényeges felső határa és C2(p) csak p-től függő állandó. 

Bizonyítás: Mivel (8) és (1 .2) alapján 

S A f i x ) = J f ( x + y) Dfy)dy= 1/2 J f(x+y) D2k (y) dy — 
о 0 

- 1 / 2 ff(x+y)il/v(y)dy~ll2 j f ( x + y ) D* (у ; k) dy, 
0 
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továbbá (3) és (10) alapján 

I j f i x + y ) DAy) dy\ = M i f ) , \ j f i x + y ) >f, iy) dy\ S M i f ) , 
о о 

azért 

|SV ( / ; x)f S [M i f ) + 1/2 j f fix+y) DX iy, k) dy\)ps 

^ 2P~1 M if У + 1 / 2 j / fix+y) DUy,k)dy\p = 
о 

= 2e-1 M ( f y + ll2\S*v(f,k;x)\». 

Ebből következik az 

л - 1 л - 1 

- 2 \SÁfl x)\p ^ 2 P - 1 M ( / ) p + 1/2h 2 \Stíf,k\x)\' in < 2k) 
n v = 0 v = 0 

egyenlőtlenség, amelynek figyelembevételével (1. 13) igazolásához elég megmutat-
nunk, hogy 

{, л - l Jl /p 

^ I>\S*Áf,k-,x)\p\ S Ct ip) M i f ) , 
П v = 0 J 

ahol СЦр) csak p-től függő állandó. 
Jelöljük k = kin)-ne\ azt a természetes számot, amelyre 2k~1^n<2k, és 

m=mip)-ve 1 azt a legkisebb páros számot, amelyre тШр. Ekkor, mint ismeretes, 
fennállnak a 

(1.15) at i f , Pix) ^ at i f , m ; x) s 21"» af i f , m ; x) 7= 21'" af i f , m ; x) 

egyenlőtlenségek. A a l n i f m ; x ) közepek becsléséhez ír juk fel az | 5* ( / , k \ x ) \ m 

hatványt az alábbi a lakban: 

= { j f i x + y ) Dtiy, k) dy} = 

= I j ' f ( x + Щ) Dt ( M l ; k) r/Wij . . . I f f i x + um) Dt (м т ; к) d u j = 

= / • • • / ( #/(* + Uj) Dt iuj; dut... (/u,„, 
és vezessük be az 

m 
(1.16) Fmix;u)= ПАх + Uj) [0,1), и = i y , ...,um)fEm) 

j=1 
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jelölést. Ezek és a 2. segédtétel jelöléseinek felhasználásával a%k(f,m;x)-re a 
következőt kapjuk: 

{2 k - l /» m I l/m 

J Fm(x-,u) 2 ^(иj; к) duj = 
Em 

Г /V 2Ь —1 m Л I l/m 
= j J ]Fm(x-u)2-k 2 П DUujlk)j d i j = 

Em = I I ' ' 
Em 

Ebből az (1. 10) és az (1. 16)-ből adódó 

\Fm(x-u)\^M(fY 
egyenlőtlenség alapján a 

fffc ( / , m ; x) s M ( / ) { / 1FÏ, (m ; и)| ä } 1 " " ^ 

— M ( / ) {Ci (m)}1"" S {Ci ( p + 2)}1 / p M ( / ) 

egyenlőtlenséget kapjuk, amivel (1. 14)-et, s ezzel együtt az (1. 13) egyenlőtlenséget 
is igazoltuk. 

2. § A tétel igazolása 

Az (1. 13) egyenlőtlenség birtokában tételünk hasonló módszerrel bizonyí-
tandó, amellyel az analóg állítást trigonometrikus vagy polinomszerű rendszerre 
igazolták. 

Legyen 2ka'1 <n^2k" és vezessük be az N0 = 0, Nl=2l~1 ( / = 1, 2, . . . , k0\ 
1 — « jelöléseket. A tétel igazolásához felhasználjuk a (ß— \)q'> — 1 esetén 

fennálló 

{ N,-i l l / í JVi-i 

2 (Aií-^y ] = 0 (1 ) 2 _ , / p ' 2 Л » (/ = 2, 3 , . . . , k 0 + 1 ) 
V = Nl-2 J v = Ni-2 

/ 

egyenlőtlenséget, ahol p' = - , — ([8]). 
q - 1 

Legyen / ( x ) £ Lip a( IL) ( 0 < a - = l ) és 
г 

T,(x) = S 2 , ( / ; x ) = / / ( x - î - у ) D 2 , (y)z/y (/ = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
0 

Ekkor (10) és (11) alapján magától értetődően érvényes az 

(2.2) | / ( x ) - F,(x) | s / 1 / ( x i y ) - / ( x ) I T L , ( y ) d y s A x 2 ~ > * 
0 
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egyenlőtlenség, következésképpen v s 2 ' - r e nyerjük, hogy 

(2.3) | S v ( / ; x ) - / ( * ) [ ' = I (Sv ( / ; x) — Sv (F, ; x)) + (T,(x)-f(x)) S 

2 " - 1 { | 5 v ( / - F i ; x ) | " + |F , (x ) - / ( . v ) | "} = 0 ( 1 ) { | S V ( / - Т,-x)\> + 2~1"}. 

A (2. 3) egyenlőtlenség felhasználásával 

(2.4) 

Ni-i Ni-i 
2 I Fv ( / ; X)-f(x)\* = О ( 2 - Ы ) 2 + 

V = Nl~ 2 V — Nl — 2 

Ni-1 
+ 0 ( 1 ) 2 (/ = 2 , 3 , . . . , * b + l ) . 

V = lVl-2 

Válasszuk a számot olyan nagyra, hogy (ß — 1)^' > — 1 teljesüljün = ^ j , 

amikor is a HöWcr-egyenlőtlenség és (2. 1) alapján 

Ai-i f Ai-i 11/í'f Nt-i 11/p' 

2 A ' í - ^ f S A f - f i x r ^ l 2 ( А ^ г Л 2 |5v(F(-/;x)[^ = 
V = )Vl-2 lv = \ | - 2 J lv = ÍVl-2 J 

(2.5) 

{ Ni-1 1 í ÍVi- i } l / p ' 

2 Л - v - i 2 | S V ( / - F , ; * ) K 
V — N I — 2 J lv = A,-s 

Mivel a 4. segédtétel és (2. 2) alapján 

(/ = 2 , 3 , . . . , * o + l ) . 

{JVi - 1 I l /p ' 

2 | 5 V ( /— F , ; x ) | p p ' I = 
V — NI — 2 J 

azért (2. 4) és (2. 5) figyelembevételével a 

(2. 6) 
JVi-i IVÍ-i 
2 A<t~l\15V ( / ; x)-f(x)\p = 0 ( 1 ) 2-" ' " 2 " Л » ( / = 2 , 3 , . . . Д 0 + 1 ) 

v—Ni - 2 v —Ni —2 

egyenlőtlenséget kapjuk. Mivel y > — 1 mellett 

i w 
(2.7) 
így azt kapjuk, hogy ^ó?_v-)i: = ö ( l ) i w _ 1 ) ( v < 2 k | > " 2 ) . Ennek figyelembevételével 
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(2. 6) és (2. 7) a l a p j á n a (14) é r t e l m e z é s sze r in t a 

К = Aíí-i\ISv ( / ; x ) - f ( x ) \ o s 
лп-1 v = 0 

^ - L " î "Z ] S v ( / ; x ) - f ( x ) I " + 
An-1 1 = 2 v=N 1 -2 

, Ao + 1 
+ -Z IS f f ; x)\ - f (x)|" = 

An-l l = ko v=N 1 - 2 

I Eo —1 JV|-1 О П 1 ^o + i Ni-i 
= 0(1) 2~xlp Z A f r f J 1 +

U ) Z 2-*lp Z А+-Л = 
Ír 1 = 2 v=Ni-2 A > - 1 í = E 0 v=N 1 - 2 1 0 ( l ) 2 ~ a t ° p "+71 

= 0 ( 1 ) 4 Z + Z ^ í - v - ' x = 
я 1 = 2 Z l n - 1 v = 0 

= 0 ( l ) { i Z 2 ( 1-*Р>' + 2 - « * ° Л 

[ n 1 = 2 J 

e g y e n l ő s é g e k e t n y e r j ü k , a h o n n a n 1 — a / > > 0 m i a t t a 

h p
n ( f p , ß;x) = 0 ( 1 ) j * + 2 - « k ° p J = 0 ( 1 ) 2-*Рко = 0(l)n~*p 

b i z o n y í t a n d ó á l l í t ás t k a p j u k . 
Ezzel t é t e l ü n k e t b e b i z o n y í t o t t u k . 
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ON THE STRONG APPROXIMATION BY THE PARTIAL SUMS OF THE 
WALSH—FOURIER SERIES 

by 
F . SCHIPP 

Summary 

This paper gives a generalisation of the theorem of S. YANO [3]: 
Let S„(f;x) be the n-th partial sum of the Walsh—Fourier expansion of f(x) € /.[1,0] and let 

h„(f,p, ß\ x) be the following mean: 

The main result is the following theorem: If f(x) satisfies the condition f(x) € Lip a(fV)(0-=a-= 1) [2] 
and i f t h e n the estimate 

hn(f,p,ß\x) = 0(n—) 0?=»0) 

is true uniformly in the interval [0,1]. 
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