A STATISZTIKUS MECHANIKA NEHANY
ELOSZLASTETELEROL*

irta: VINCZE ISTVAN

Bevezetés

BoLTzMANN, majd PLANCK munkdiban egy altalanos eljaras keriilt kidolgozasra,
amely megadja, hogy egy rendszer Osszes energidja hogyan oszlik meg a rendszert
alkot6 nagyszamu — azonos tipusunak és fiiggetlennck feltételezett — részecskéje
kozott. A modszer tisztin valdszinliségszamitasi, amely lényegében a maximum
likelihood elv alkalmazasa. JAYNES [5] 1957-ben a mddszernek informicidelméleti
megfogalmazasit adta. A diszkrét eloszlas esetével foglalkozik és a folytonos esetre
a kérdést alapvetOen bonyolultabbnak itélte meg [lasd i. h. 622. o. 6) labjegyzet].
Ugyancsak JAYNES egy 1968. évben megjelent kényvismertetésébdl kitlinik, hogy
a kérdést ma sem tekinti a statisztikus fizika elmélete szempontjabol lezartnak.

PLANCK ,,A normalspektrum energiaeloszlasi t6rvényének elmélete” cimii
eldadasdban maga is arra hivatkozik, hogy ha a teljes energia ,,minden hatiron
tul részeire oszthatd, akkor végtelen sokféle eloszlas valosulhat meg”. A kovetkezd
mondataban — mintegy e kériilményt tekintve a nehézség okanak — az energit
diszkrét értékeket felvevé mennyiségnek tekinti és bevezeti a # mennyiséget. PLANCK
itt nyilvadn az eloszlas folytonos voltabdl eredé kombinatorikus nehézségekkel
talalta magit szemben, azonban nem allithatd, hogy ez lett volna valoban és kizardlag
az oka a kvantumhipotézis felallitisinak. Mind a kvantumelmélet sikerei, ahogyan
a fizika szamos problémajat megoldotta, mind pedig az a kériilmény, hogy az ener-
giaeloszlasra kapott diszkrét eloszlasfiiggvényt akadaly nélkiil helyettesithették
volna a megfelelS folytonos eloszlassal, arra utalnak, hogy tobb iranyll meggondolas
vezette a fizikusokat az elméletnek a kvantumhipotézis alapjan vald kifejlesztésére.

Nem érdektelen azonban a felmeriilt valdsziniiségszamitasi feladat vizsgélata
és a fizikusok 4ltal e téren alkalmazott méodszer egzaktabb matematikai megalapo-
zasa mind folytonos, mind diszkrét valtozé esetében. Hasonlé nehézség meriil fel
a SHANNON altal megadott entrépia-fogalomnak folytonos valtozéra valo kiterjesz-
tése esetén, mely kiterjesztést a szerzd [11, 12] dolgozataban vitte keresztiil, majd
ettd] fiiggetleniil néhany évvel késGbb JAYNES [5a] is erre az eredményre jut. A Boltz-
man—Planck-féle alapproblémanak egzakt megoldasmddja is hasonld ehhez.
A Boltzmann—Planck- médszer a maximum likelihood mddszerrel teljes analogiat
mutat. Ez természetesen csupin analdgia: a maximum likelihood médszer jogossa-
gat (konzisztencia, efficiencia) bizonyos eléggé altalanos feltételek mellett bizonyitani
lehet. A Boltzmann— Planck-eloszlas jogossigit semmiféle matematikai modszerrel,
,.bizonyitani” nem lehet, azt csupdn a tapasztalattal vald egyezés tdmaszthatja

* Szerz0 e vizsgalatairdl beszamolt 1968. szeptember 3-an Amszterdamban a ‘‘European
Meeting 1968 on Statistics, Econometrics and Management Science” konferenciin.
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118 VINCZE 1.

ala. Mindamellett a kérdésnek érdekes valdsziniiségelméleti vonatkozasai vannak,
amir8l kiilén szélunk.

Az alabbi targyalasban el6jové egyes matematikai meggondolasok mar ismer-
tek; igy JAYNES emlitett munkajan kiviil SaNov [10], KuLBacK [6a] munkajaban
megtalalhaték. Az alabbiakban a kialakult moddszer matematikai szempontbol
valo kifogastalan targyalasat és olyan értelmezését adjuk, amely plauzibilis, semmi-
féle informacidelméleti, vagy a valdsziniiségszamitastol, ill. fizikai meggondolasoktodl
idegen elv alkalmazéasat nem teszi sziikségessé. A modszer mind folytonos, mind
diszkrét eloszlasi valtozo esetére alkalmazhatd. Az, hogy adott esetben diszkrét
vagy folytonos modellt valasszunk-e, a jelenség természetétdl fiigg, és a feltevés
a tapasztalattal valé egyezésében nyerheti igazolasat. Ugyanakkor megmutatjuk,
hogy ha a Bose—Einstein- vagy Fermi—Dirac-elvekre alkalmazunk folytonos modellt,
akkor az ismerttdl eltéré eredményre jutunk, amelynek a klasszikus eloszlasok csak
elsé kozelitései. Minthogy azonban a folytonos modell a diszkrét modell (numerikus)
kozelitésének tekinthetd, a valdsagos helyzet jobb leirasat adhatja. Ezek az elosz-
lasok sajnos explicite nem adhatdék meg és csupan numerikus mddszerek vezethet-
nek eredményre.

Targyalasunk, amely a Boltzmann—Planck-féle eljaras kifejtése, még azzal az
elénnyel is bir, hogy nincs szitkség a valtozo értéktartomanyanak egyenld ,,apriori”
valdszinilségli részekre vald felosztasara; ugyanakkor természetes mdodon adddik
a termodinamikai val6sziniiség logaritmusara, tehat a termodinamikai entrépiara az

. dF (x)

S= —k_l dF (x) log 0% ()
alaku kifejezés, amely mind diszkrét, mind folytonos valtozé esetén érvényes. Itt
F(x) a széban forgé véletlen ingadozast mutaté fizikai mennyiség eloszlasfiiggvénye,
mig &(x) az ,apriori” eloszlas, melynek értelmezésére tObbféle lehetség van;
az apriori eloszlas lényegében mar BoLTzMANN munk3jaban fellép.

Szerzé eziittal mond koszonetet RENYI ALFRED akadémikusnak és FENYES
IMmrEnek, a fizikai tudomanyok doktoranak értékes megjegyzéseikért.

1. §. Az eloszlas kivalasztdsdra vonatkozo elv

Tekintsiink egy & fizikai rendszert (pl. idealis gz egy reszecskeje) és 1egyen
az X val6sziniiségi valtozé arendszerrel kapcesolatos valamely mennyiség (pl. energia,
sebesség stb.). Kiindulunk abbdl, hogy a rendszernek valamely allapotaban az X
valtozé eloszlasat a @(x) eloszlasfiiggvény irja le, amely kifejezi a rendszer maga-
tartasat az adott helyzetben. Kérdés, hogy a rendszert éré valamely hatas eredménye-
ként mi lesz X eloszlasa.

A kovetkezd két feltételezéssel éliink:

a) Az X valtozd a tartds hatasra is ugyanavval az értékkészlettel rendelkezik,
mint a rendszer kiindulé allapotaban. Ezt a kovetelményt alabb pontosabban
megfogalmazzuk. (Mds eset targyalasara késébb kivanunk rdtérni.)

b) Az X valtozdé alapvetd magatartdsdt a feltételezett hatas létrejotte utin is
lényegében a ®(x) eloszlastérvény szabja meg, bar attdl a tényleges eloszlas a kényszer
folytan el fog térni.
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A hatast abban a legegyszeriibb formaban vessziik tekintetbe, hogy az X val-

oo

tozéra az f xd®(x) =m -1l kiilénbodz6 m elsé momentumot kényszeritiink.

Ha az X eloszlasara tekintetbe jovo eloszlasok Osszessége véges sok paraméter-
rel volna megadhatd, akkor a maximum likelihood mddszerhez analég eljarasnak
nem volna akadalya. Igy a kévetkezd eljarast kovetjiik: a tekintetbe jové eloszlasok
Osszességében egy pszeudoslirliséget vezetiink be; szemléletesen szolva: megha-
tarozzuk annak valdsziniiségét, hogy a @(x) eloszlasii X valtozéra vonatkozd igen
nagy szami megfigyelés eredményébdl konstrualt tapasztalati eloszlasfiiggvény nem
a @(x)-hez, hanem valamely tekintetbe jov6 F(x) eloszlasfiiggvényhez esik kozel.
Mis széval: annak valodszinliségét hatarozzuk meg, hogy a ®(x) eloszlasu valtozdra
vett nagy minta olyan képet mutat, mintha eloszlasfiiggvénye F(x) volna. Ennek
az eseménynek a valdszinlisége novekvé megfigyelésszammal természetesen zérd-
hoz tart, miként annak a valosziniisége is, hogy egy folytonos eloszlast valtozé
értéke egy el6re megadott értéket vesz fel; ugyanakkor azonban létezik a folytonos
valdszinliségi valtozo siiriisége az adott pontban. Esetiinkben az F(x)-beli pszeudo-
siiriiségrdl beszéliink, amely a Boltzmann— Planck-eljaras kovetkezetes keresztiil-
vitele esetén a kovetkezd kifejezés:

dF (x)
- f dF (x)log M’S
e —=

A Kkitev6ben negativ elGjellel az informaciéelméletben hasznalt Gn. relativ informacio
vagy I-divergencia all. E kifejezés veszi at szerzé [10] és JAYNES [Sa] munkajaban
a folytonos valtozé esetében a Shannon-féle entropiakifejezés szerepét, illetve abbdl
hataratmenettel nyerhetd.

Hy médon a szoba johetd eloszlasok Osszességében pszeudosiirliséget vezet-
tiink be és a maximum likelihood mddszer analogonjat alkalmazhatjuk. Elébb
azonban a mondottakat pontosabban megfogalmazzuk.

2.§ Az I-divergencia mint pszeudo-likelihood fiiggvény.
Sanov formulidja

1. Legyen X valdszinliségi valtozo az (Q, o/, #) valdsziniliségi mezén &(x)
eloszlasfiiggvénnyel:
P(X<=x) = P(x), —c=<x=<oo,

Jelolje up azt a mértéket, amelyet az F(x) eloszlasfiiggvény a (— oo, o) szam-
egyenes Borel-halmazain értelmez. Tekintsiik az eloszlasfiiggvények ama %, hal-
mazat, amelynek F(x) elemeire a pp mérték ekvivalens a pg-vel, azaz egymasra
. nézve kdlcsdnosen folytonosak:

Fo={F(x)ile<<ity & [<lig).

Tekintsiik tovabba a valds egyenes egy felosztasrendszerét, azaz minden n=>1
egész szamra a

(o =xP < x" <. <x(M <xP= 1o}
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osztépontrendszert, amely birjon a k&vetkezé tulajdonsaggal: minden véges (a, b)
(a<b) intervallumban a max x —xM), a=xP, <xM =b tartson zéréhoz,
1

ha n—c.

Jeloljék a nagyszamu részecskékbdl alld rendszerben az egyes részekre nézve
az X mennyiséget az X, X,, ..., X, ... fliggetlen valészinliségi valtozék (amelyek
szama tehat megszamlalhatéan végtelen). Legyen e valdsziniiségi valtozok egy
realizicidja az  (xy, X,, ...) végtelen dimenziés vektor. Jelentse NP az
{xM=X<x{"} esemény gyakorisight a megfigyelt (x,, x,, ..., xy) mintaban;
vagyis az illetd intervallumba esé elemek szamat az els6 N megfigyelésbol.

Jelolje végil Fy(x) az (x4, x5, ..., Xy) mintadhoz tartozé empirikus eloszlas-
fiiggvényt:

Fy@) =5 31, Fy(o) = 0, Fy (=) = 1.

Xi<X

Tekintsilk most az %, eloszlasGsszesség valamely F(x) elemét és olyan
(x3, X3, ...) realizacidjat az (X,, X,, ...) valdsziniiségi vektor valtozonak, amelyre
az egész (— o, o) szamegyenesen bllim Fy(x)=F(x) egyenletesen.

E realizaciokra nézve az is teljesiilni fog, hogy minden rogzitett n-re
(n)

(%) lim -NNL = F(x™)—F(x®), i=12,..,n

N->co

A tovabbiakban régzitett n mellett fogjuk az N megfigyelésszamot végtelenbe
tartatni, majd a felosztasok n szdmat noveljik minden hataron tul.

2, Az (X4, X,, ...) végtelen dimenzids vektorvaltozé elemei tehat fiiggetlenek,
d(x) eloszlasi valdszintiségi valtozok. Vegyiik az elsé N szama (X, X,, ..., Xy)
megfigyelést, és jelolje a v valdsziniiségi valtozé az (x{”;, x) intervallumba es6

N

elemek szamat: > v{f) = N. Ha a ¢;, = ®(x{”) — P(x{?y) jelolést hasznaljuk, akkor a

i=1

v = N, i=1,2,..n
események egyiittes bekOvetkezésének a valdszinlisége

Nt MR N

P"’N:N{W!Né’,{)!...N,S;)!ql" e

k
Nagy N-re alkalmazzuk a Stirling-formula k!w(]: ) valtozatat, ami a kovet-

kezé eredményre vezet:
{(n)

n
N'N
“ qin
i=1

nN n N(ﬂ) N:I"V' .
i
N

i=1
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Valasszuk most az {N{%} rendszert gy, hogy az a () feltételt kielégitse. Ha
F(x)= &(x), akkor megmutathatd, hogy
llm PnN = 1.
N-—>oo
Ha azonban F(x) eltér a &(x)-t6l, akkor a P, y valdsziniiség N-nel zéro felé

tart, ugyanakkor N-edik gyokére a kdvetkezd relacidt nyerjiik:
N__ - L': nlog Pin
lim P,y =e = ain
N—>oo
ahol a
Din = F(x{"))—F(x(")l), i = 1a2’ ... R

jelolést alkalmaztuk. Ha most a felosztasok szdmat is végtelen felé tartatjuk, akkor
a kovetkezé formulahoz jutunk:

oo

dF (x)
~ - f aF () log oo

lim lim YP,y =e —=
n-—+oco N-»co
A fenti aszimptotikus relacidk pontosabb alakjai Sanov [10] munkajaban
talalhatok.
A &(x) eloszlasrdl nem tettiik fel sem hogy folytonos, sem hogy diszkrét.
Folytonos esetben az F és @ siiriiségfiiggvényét f-fel, ill. ¢-vel jelolve a kitevé alakja

- ff(x)logfﬁid

mig diszkrét esetben

- p,log
ghiloe

ahol p; és ¢; jeldli az F(x), ill. & megfeleld ugraspontjaihoz tartozo valdsziniiségeket.

3. A kapott pszeudosiirliség logaritmusa — amit pszeudo-likelihood fiiggvény-
nek nevezhetiink — negativ el8jellel adja az I-divergenciat:

() = [ dFosfo0.

Ennek a kdvetkezd nevezetes tulajdonsagai j6l ismertek:

o) Nemnegativ; akkor és csakis akkor zérd, ha F(x)= &(x).

B) Az x tengely monoton transzformacidival szemben invarians.

Szemben az entrépiaval, ami a bizonytalansiag mértéke, az I-divergencia az
informacié mértékének tekinthetd. Ez megfelel annak, hogy erre a kifejezésre nem
a Shannon-féle entrépia formulajabdl jutunk, hanem annak kiegészitd kifejezésé-
bél, a

logm— Zpllogp Zp, ]/m
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122 VINCZE 1.

kifejezésbél. Ez az érték akkor 0, ha egyenletes az eloszlas, mig a log m értéket veszi
fel, ha egyetlen eseménynek 1 a valdszinlisége, a tobbié zérd, tehat amikor teljes
informacioval rendelkeziink egy jovObeni kisérlet kimenetelét illetGen.

4. Ha tehat a &(x) eloszlasfiiggvénnyel bird X valdsziniiségi valtozdval kap-
csolatban olyan feladatot tiiziink ki, hogy adott kényszerfeltételek mellett milyen
eloszlast fog kovetni, akkor kozelfekvé az %y 0Osszességbdl annak az eloszlas-
fliiggvénynek kivalasztisa, amely — az adott mellékfeltételek mellett — a legnagyobb
(pszeudo-) valdsziniiségli. Ez a Boltzmann— Planck-eljaras matematikai szempont-
bo!l kovetkezetes keresztiilvitele és — heurisztikusan — megfelel az el6z6 pontban
tett a) és b) kovetelményeknek.

3.8. A Boltzmann—Planck-féle eloszlastorvényrol

1. Mint az 1. §-ban emlitettiik, a rendszerre hatd kényszert (hatast) avval adjuk
meg, hogy a valdszinliségi valtozdra egy az eredetitdl kiilonbozé elsé momentumot
irunk el6. lly médon azt az F(x) € %, eloszlasfiiggvényt keressiik, amelyre a pszeudo-
likelihood fiiggvény maximum:

— f dF (x) log Z&)(—) = maximum

a kovetkez6 mellékfeltételek mellett

jodF(x) =

f xdF(x) = m,

ahol m fxd(D(x)'

szokas megoldani, ame]ynek eredmenyekent a kovetkezé adoddik:
dF(x) = ¢ (4, wye~*=#* 4o (x),
ahol
1

=fe""‘"dq§ (x);

itt p értékét a masodik feltétel hatarozza meg; A értéke F(x) kifejezésébdl eliminal-
hatd, ill. értéke fizikai meggondolasoknak megfeleléen valaszthaté meg.
A szélséérték feladat alabb adott megoldasa RENyI Alfrédtél szarmazik.
Legyen a minimalizdlandd kifejezés

c (4, 1)

dF(x)

A(F) = de(x)logd(p( T

—oo
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legyen tovabba

ar, (= <0

ahol

V)= [ e=do(x).
Hatarozzuk meg a ¢ allando értékét az

f xdF,(x) = m |

feltételbdl:
5o ] ex _ Y0
m= fxch (x) = I70) fxe do (x) = P (o)
. Y (c) . i .
Vagyis a ¥ = m egyenletet megoldjuk c-re; a tovabbiakban jelentse ¢ ezt az

értéket. FEkkor
o _ dF(%) .
A(F) __l dF (x) log'q/(c)e—cxmp(x) =

dF(x)

¢ j xdF (x) + fa’F(x)log .y

1
=8y~

Tehdt minden F(x)€Z,-re

F(x) 1
A(F Io —cm+ dF(x)lo = lo —mc
(F) = gy,() f ()ng() £ o
€s egyenldség akkor és csakis akkor 4all fenn, ha F(x)=F/(x), ami ¢ = —u jelolés-

sel a fentebb adott eredménnyel egyezik.

2. Az F(x)-re kapott megoldasfiiggvény ismeretéhez P(x) ismerete sziikséges.
Ezt legtobbszor nem ismerjilk, hanem feltevéssel éliink erre vonatkozolag. A fel-
tevést — az elméletet — a tapasztalat igazolhatja, vagy nem tdmasztja ala, amikor
is Ujabb feltevéssel kisérleteziink. Ha F(x)-re vonatkozdéan tapasztalati adataink
vannak, akkor a

do = —i e’ dF (x)

relacio tajékozddast nyajt @(x)-re nézve.

PLANCK feltevése az energiaeloszlast illetéen a dd(x;)=1, i=1,2, ... volt,
ami nem valodszinfiségeloszlas, s6t nem is normalhaté mérték egy diszkrét allapot-
halmazon. Ez 6nmagaban nem volna baj; a targyalt mddszer kiterjeszthetd olyan

.
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monoton nem csOkkend @(x) fiiggvényekre, amelyekre @(0)=0, P(c)=o0 és
f e~ #*dP(x) < oo, Kérdés azonban, sziikséges-e ez a végtelen halmaz egyedein vett
egyenletes eloszlas? Valamely kezdeti @(x) valdsziniiségeloszldssal nem kozelithets-¢
jobban az F(x) eloszlas tapasztalati alakja.

3. Ami a nyert eredmény ,matematikai bizonyitasat” illeti, a kovetkez8t
jegyezzitk meg. A felallitott variacids feladatot a nyert eredmény kielégiti, s6t 1énye-
gében ez az egyetlen megoldasa a feltételes szélséérték-feladatnak. Azonban a kivet-
kezé rokon probléma vethetd fel, amelyre nézve kézenfekvd az altalunk felallitott
szélsdérték-feladathoz fordulni, legalabbis a feladat formalis megoldasa céljabol:

Legyenek X, X,, ... fliggetlen, azonos eloszlasa valdsziniiségi valtozdk. Kér-
dés: mi X, eloszlasa ama feltétel mellett, hogy az els6 N tagszamtani kézepe adott:

PX;<x|Xi+X;+ ...+ Xy = Nm) =12,

ahol m = f)?dcb(x). Ha N —oo, akkor varhatd, hogy X, feltételes eloszlasa a maxi-
mum likelihood elv szerinti lesz az altalunk adott pszeudo-értelemben. Ezt az alli-
tast az exponencialis eloszlascsalad némely Osszességére (normalis, exponencialis)
nem nehéz bebizonyitani. A @(x)-re vonatkozd bizonyos feltételek mellett BARTFAI
PAL adott igenlé valaszt, amely kérdésre vissza kivan térni. Lasd még HINCSIN [4]
munkajaban 19—31. old.

4. Erdekes végiil megjegyezni, hogy az

de(x) log Zg(();)) = minimum

fT,-(x)a'F(x)zm,—, i=1,2,...k

feltételes szélsGérték-probléma az exponencialis eloszlascsalad altalanos alakjahoz
vezet:

SuTi
dF(x) = ¢ty tas ... 1) €° d® (x).

Ez a tény hasonlé mddon lehet magyarazata annak, hogy ez az eloszlascsalad
alkalmazasokban gyakran fellép, mint ahogyan a normalis eloszlasnak mint hatéar-
eloszlasnak fellépése motivalhatd.

Ugyanitt érdekes megjegyezni, hogy LINNIK az [I-divergencia tulajdonsagai
segitségével bizonyitja a normadlis eloszldsnak mint hatareloszlasnak fellépését.

4.§. Megjegyzés a termodinamikai entropia fogalmahoz
A termodinamikiban szokdsos a termodinamikai valdszinliség bevezetése,
amely megadja, hogy egy makroallapot hany mikroallapottal valosithaté meg.
Ehhez tudnunk kell az tin. apriori eloszlast, mert az Gn. betoltési szamok egyenld

apriori valdszin(iségli cellikhoz tartoznak. Fenti meggondolasaink azt mutatjak,
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hogy ha nem csupén a lehetséges allapotok szamat, hanem a teljes valdsziniiséget,
azaz az adott esetben az

N! N1 N2 Nn

NNt . Ny P42

kifejezést tekintjitk, ahol most az egyszeriisitett N;=N{ jeldlést alkalmaztuk,

nincs sziikség arra, hogy egyenld valdsziniiségii cellakra osszunk és a matematikai

targyalas teljesebb. Fenti kifejezésbd! N-edik gydkot vonva és limesre térve diszkrét

esetben az
—Ipilog pi
ai

i

e s

folytonos esetben az

ff(x) log fQ dx

alaki kifejezéshez jutunk.
Ily médon a termodinamikaban hasznéalatos entrdpia kifejezésnél egzaktabbnak
és igy alkalmasabbnak mutatkozik a

H= ——deF(x)logi%%

formula. Ez ugyancsak bir az additivitds tulajdonsdgdval. Legyen ugyanis két fiigget-
len rendszer a

Hy = del (x) log ""—x—‘a
ill.

H, =—K/dF2( )1ogd¢228

s

érvényes.

Ugyancsak tekinthet az entrépia két nem fiiggetlen valdsziniiségi valtozora.
Legyen ezeknek egyiittes eloszlasfliggvénye F(x, y), az apriori eloszlas &(x, y).

Ekkor
dF
- ﬂdF(x,y)log ',@g’ﬁ-

Fiiggetlen esetben ez ismét dsszeadandokra bomlik.
Tekintetbe kell azonban venni, hogy a valdszinliségek kiszdmitdsa kiilonbdzd
elvek alapjan torténhet. fgy az entrépia definicidjat a kovetkezé médon adhatjuk meg:
Jelolje Py(®(x); F(x)|R) annak valésziniiségét, hogy a rendszerben, amely-
nek valamely X fizikai mennyisége a rendszer kiinduld allapotaban a $(x) eloszlas-
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sal bir, az N nagyszdmu részecske mégis az F(x) eloszlas koriil helyezkedik el;
itt M jelzi azt az elvet, ahogyan a valdszinfiség kiszamitandé. Ekkor az entrdpia

H = —klog lim Ilv/PN (2(x); F(x)R).
N—+oo

Fentickben az R a polinomidlis valdszinliség alkalmazisat jelentette. Most
ratériink a termodinamikai entrépia kiszdmitaséra, ha a Bose—FEinstein- ill. Fermi—
Dirac-féle elveket alkalmazzuk.

5. A termodinamikai valésziniiség a Bose—Einstein-eloszlas
folytonos valtozata esetén

A szamitas egyszeriibbé tétele érdekében az energiaskalat egyenld % (apriori)
valdsziniiségii részekre osztjuk és mindegyik részben z szAmu cellat jelSliink ki.
A cellanagysag tehat h=;lz— , amit zérd felé fogunk tartatni. Nagyszamu részecske
és kis cellanagysag mellett ez az eredeti modell jo approximacidjanak tekinthetd.

d(x)-szel jelolve ismét az apriori eloszlasfiiggvényt az i-edik felosztasban a szokasos

_ 1 o) oY) do(x{”)
T nh h o h

Osszefiiggést kapjuk.
A Bose—Einsteinelv szerint egy cellaba akarhany részecske juthat, azonban
a részecskék meg nem kiilonboztethetdk. Ily médon, ha a részecskék szima N,

akkor az 4, y ={N1, Ny, ... N, Z’ N;= N} makroallapothoz tartozé valdsziniliség
ﬁ [Nz + Z]
N;
P(An N)
N+ (z+ l)n
N

Tovabbi egyszerlisités végett valasszuk a részecskék szamat a kdvetkez6képpen:
N =zn. Ez nem jelent megszoritast, mert egy aranyossagi tényez8t véve, az a késébb
valasztandd allandékba ugyis beolvaszthatd. Alkalmazva a Srirling-formulat az

NN [n(Z+l)]"(z+1) n [
[N+(Z+1)I1]N+(z+l)" p

P(AnN) ~

p—
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A szorzatjel el6tti rész a kovetkezGképp irhatd — mindjart az N-edik gyokét
véve
n

l+n 1+W
N 1

[2+ " ]“% )
N

Ez az 4llando a széls6érték-feladat szempontjabdl nem jatszik szerepet; igy el fogjuk
majd hagyni. A IT jel utani kifejezésben arra tigyeliink,hogy az F(x) és @(x) eloszlas-
fiiggvények egymasra nézve valé abszolit folytonossagat biztositsuk. Ezért a

¥(x) 23{;3 bevezetésére toreksziink. Ezt figyelembe véve:
1 Ni+n Ni z
S B B b
P(Au,~)~@117 H—E 1
N n

Minthogy —N]v' ~ dF(x;) és }1; =d¢(x), i=1,2,...n, a kovetkezGt kapjuk

’

]‘lv log P(A, y) ~ log ‘11— +
+ =21 [(dF(x;) +dd (x;)) log[ 14 Z‘; ((;; ] L d () log jggg _

Az N — o, majd az n - = hataratmenetet elvégezve eredményiil a termodinamikai
valdszin(iségre, illetve a termodinamikai entrdpiara a koveikezd Kkifejezést kapjuk
— az % additiv tag elhagyasaval:

dF (x)

H=—k [dF(x)log

- .
- I+ (x) @ do(x)
Ha ezt maximalizalni akarjuk, az

de(x) =1

oo

f xdF(x) = m

— oo

feltételek mellet a kovetkezd szélsGérték-feladatra jutunk:

f dF (x) log dF (x) i +logec (4, p) = minimum,

= (b p) e~ x (1+W(x))  FO dp (x)
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ahol
1

c(A ) =— 1 .
[ e (1+¥ ) TP dd(x)

A masodik tag most fiigg az ismeretlen F(x)-t61 ami sokkal bonyolultabbi teszi
a problémat. Az elsé tag minimalis — azaz zéré — értékét a

1
e~ (1 4+ ¥ (x)) G 4o (x)

dF(x). = I
f e~ TE (149 (x))”ma@ (x)

relacié mellett kapjuk. Ha a kitevGoben levd @—(1)—5 tagot elhanyagoljuk — ami nem

tehetd minden tovabbi nélkiil —, akkor a

. dF (x) = ce=*~#* [1 +Z%] dd (x),
vagyis a
do
dF () = Sop)

klasszikussal analog eredményre jutunk.
Hasonlé moédon hatarozhaté meg a Fermi—Dirac-esetben a termodinamikai

entrépia. Erre a kovetkezd kifejezés adddik — egy additiv allandotdl eltekintve:

H=—kdelog dFa , a=>1,
—1
1 O de(x)
[1 — v'4 (x)]
Az el6z6hoz hasonld médon képzett kozelitésként a kovetkezd eloszlas adédik:
cd® (x)
dF(x) = m—l .

6. Tovabbi megjegyzések az /-divergencidra vonatkozoan

Az I-divergencia, mint emlitettiik, széles korii alkalmazast talalt eddig is egészen
kiildnbo6z6 iranya vizsgalatokban. Ez az alkalmazhatdsig legtobb esetben a 2. §-ban
adott és elsGként SaNov altal nyert formulaban, ill. annak értelmezésében leli
magyarazatat.

KureBack és LEBLER [6], majd KULLBACK [6a] terjedelmes munkajaban
matematikai statisztikai alkalmazasok egész sorat adja és hozza Osszefiiggésbe
az I-divergenciat kiilonb6z6 ismert mddszerekben szerepld statisztikakkal. Szerzé [12]
konfidenciaintervallumok konstrukcidjara alkalmazta, ami mir KuULLBACKnal is

szerepel.
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Perez [7] informacidelméleti alkalmazasait adta. CsiszAr [1] altalanositotta
az I-divergencia fogalmat €s az 4ltalanositott fogalom szdmos tulajdonsagat és
alkalmazasat adta meg.

RENYI [8, 9] munkaiban a matematikai statisztika informacidelméleti megala-
pozasat adja. Dolgozataiban a statisztikai eljaras hibdjat az entrépia mennyiséggel
becsiilte. A parameter itt diszkrét; szerzé [13] RENYI bizonyos eredményeit folyto-
nos paramétertérre terjesztette ki az /-divergencianak adva a diszkrét entrépia sze-
repét.

HAEK [3] Gauss-folyamatok vizsgalatira hasznalta az I-divergenciat, annak
bizonyos alapveté tulajdonsigait is tisztazta.

Fritz [2] informacidelméleti mddszerrel hatarozta meg gravitacids térben a gaz
nyomaseloszlasat.
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ON SOME DISTRIBUTION LAWS OF STATISTICAL PHYSICS
by
ISTVAN VINCZE

Summary

The aim of the paper is to establish an exact and unified formulation and treatment of the
method given by BoLTZzMANN and PLANCKk for the derivation of the distribution laws of statistical
physics valid for continuous as well as discrete random quantities. Indeed — as mentioned by
PLANCK — in obiaining the distribution of the total energy of a gas-system among the large num-
ber of their particles, certain difficulties arise if the energy may take all possible values; these combi-
natorial difficulties are similar to those which occur when Shannon’s entropy is to be extended to
the continuous case. The latter problem was treated by JAYNES [5a] and earlier by the author [11,13];
the present consideration has a similar feature to this extension. — A pseudo-likelihood function
or pseudo-density function is introduced in the set of the distribution functions which can be taken
into consideration; this procedure has an obvious interpretation. With the aid of this pseudo-likeli-
hood function a principle — analogous to the maximum likelihood method — can be introduced
for the selection of the appropriate distribution function. What is discussed here is that this is
only an analogy: the two procedures have different nature. — As a natural consequence we may
obtain for the (thermodynamical) entropy the following expression:

dF (),

S=—k | dF(x)1 ;
'/.( & 0gd<15(x) N

F(x) denotes here the distribution function of the considered random variable (discrete or conti-
nuous) and &(x) is the prior distribution, which may have different interpretations. The prior
distribution occurs already in the work of BoLTzMANN. —— PLANCK uses a prior distribution which
leads to a distribution uniform on a countable infinite set of energy-values; the question wheter
this assumption is necessary or not is discussed. — Finally the entropy and the continouos version
in the case of the Bose—Finstein and Fermi—Dirac statistics is considered; to obtain the exact
distribution laws for these is considerably difficult. The classical forms can be considered as very
first approximations. — In the different parts of the paper some known mathematical results due
to KuLLBACK [6a], SANov [10] are used, one proof was given by A. RNy,
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