A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

A FELIG KORLATOS HERMITIKUS
OPERATOROK ONADJUNGALT FOLYTATASAINAK
ELMELETE ES ALKALMAZASAI (1D)*

frta: M. G. KREIN
6. 8. Véges defektus-szami® félig korlatos operatorok

1. Mindenekel6tt kimondjuk a kovetkezd tételt.

18. TereL. Ha a T alulrdél félig korldtos operdtornak véges w(T) defektus-
szdma van, akkor T bdrmelyik T onadjungdlt folytatdsa szintén alulrdl félig korldtos
és, ezen tulmenden, minden ilyen folytatds spektrumdnak a (— oo, m(T)) szdmkdzbe
es6 része véges szdmu sajdtértékbdl dll, amelyek multiplicitdsdnak az oOsszege leg-
feljebb n(T).

Ennek a tételnek a bebizonyitdsa nem jar semmiféle nehézséggel. Minthogy
azonban a kovetkezd paragrafusban altalinosabb allitast fogunk bebizonyitani
(21. tétel), a 18. tétel bizonyitasat elhagyjuk.

A 15, tétel lehetdvé teszi az alabbi élesebb tétel igazolasat.?

19. TETEL. Legyen S az S operdtornak — amelyre m(S)=0 és amelynek n
defektus-szdma véges — egy onadjungalt folvtatdsa; legyen tovabbd {@1,¢2,..., ¢,}
az N,, D[S] halmazok kézds részének egy bdzisa.

Ekkor w(S) — az § operdtor negativ sajdtértékeihez tartozé multiplicitdsok osz-
szege — pontosan egyenlé a

6.1) kZ: §[¢j9¢k] fjfk

Jrik=1

alakban fellépd negativ négyzetek szdmdval.

Bizonyitds. A 4.§-ban talalhaté 4. lemma értelmében tetszés szerinti £€D[S]
elemre®

S14 1= jﬂdlE(l)flzzfidlE(ﬂ)flz Zu,l(f,w)lz

* MaremaTtryeckuit cGopruk 20 (1947) 431—495. és 21 (1947) 365-—404. A forditas elsd része
ugyanezen folydirat 18 (1968) 273—314. oldalain jelent meg, s a cikk I. fejezetének 1.—5. §-4t és az
I. fejezet irodalomjegyzékeét tartalmazza.

1 (1, n) defektus-indexii hermitikus operator defektus-szamanak az 1 kardindlis szimot neve-
zik.

2 Konnyli belatni, hogy a 18. tétel a 19. tétel k(’jvetkezménye; erre a koriilményre azonban
nem hivatkozhatunk, ugyanis a 19. tétel blzonyltasa soran tdmaszkodni fogunk a 18. tételre, ameny-
nyiben bebizonyitottnak vessziik, hogy az S operator negativ spektruma véges szamu sajatértékbol all.

3 Feltessziik, hogy m= m(S)<O mert m($)=0 esetén a tétel helyessége nyilvanvalo.
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132 M. G. KREIN

ahol Wy, Vo, ..., ¥, az S operator
m=Ep=..=pn (<0

negativ sajatértékeihez tartozo sajatvektorokbdl alkotott teljes ortonormalis rendszer,
Specialisan az

= k21fk Dx

helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
1
Z Slepodé;ée= Z#, Z((pk, ¥,) &

és ebbdl k6vetkeznk, hogy a (6. 1) alakban fellépd negativ négyzetek p szima nem
nagyobb, mint v.
Misrészt a 15. tétel szerint fennall

d/;zkg;ajk(pk—l_)fj (XjED[S]; J=12,...,v)

2

b

és igy
V= Z;'?ﬂ/ﬁ =k21€k§9k+l =0+
j= =
ahol

£k= Z‘la"kﬂ.’ (k= 1,2,...,"),
ji=

i=
De ekkor a 8. lemma értelmében

S,y = Sie, o)+ S1 21 = Sle, 01+ Sk 1] = Slo, ol
Ily médon

Sy, ¢l = ,é; wiln? = %5[%,%] &&= Slo, 9,

tehat v=p.
A tételt bebizonyitottuk.
2. A tovabbiakban sziikséglink lesz néhany altalanos tételre, amely (i1, n)
- defektus-index{ Eqmlés szerinti hermitikus operatorokra vonatkozik, ahol 1< oo,
Legyen H(D(H)=9) ilyen operator, H ennek egy onadjungalt folytatasa és
Rl = (ﬁ—)»l)—l
a H operator rezolvense, amely A minden reguldris (vagyis A spektrumahoz nem
tartozo) értékére létezik.
Kivalasztva tetszés szerinti 1, (Im 4,0) szamot, vegyiink fel a H*¢ — 4,0 =0

egyenlet Osszes ¢ megoldasaibdl allé 9, halmazban egy {@i(4), ... , ¢, (4)} orto-
normalis bazist, és vezessiik be tetszés szerinti regularis A-ra a

6.2) ©; (%) = @;(A)+(A—219) Ry 0; () G=12..,m
jelolést.
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A FELIG KORLATOS HERMITIKUS OPERATOROK ELMELETE ES ALKALMAZASAI (II) 133

Felhasznalva a rezolvens
RI‘ = RA—*‘(/J—”).) R“RA

fiiggvényegyenletét nem nehéz megmutatni, hogy ekkor barmely két regularis
A, p értékre

(6.3) o;) = 0;(H+@—DR,0;(4) (G=12,...,m).

Innen a pu=27, helyettesitéssel azt kapjuk, hogy tetszés szerinti reguliris A érték
mellett a @(4), ..., p.(2) vektorok linearisan fiiggetlenek..Be fogjuk latni, hogy ezek
a vektorok a

H*o = ¢

egyenlet Osszes megoldasaibdl allé M, halmazban bazist alkotnak.
Csakugyan, minthogy

H*R:,f=HR,f=f+AR,f  (f€9),
azért a (6. 2) definicié értelmében
H*‘Pj A = H*(Pj (Ao)+(A—4) H* R, ?; (Ao) =
= 4 @; (Z0) +(A—4y) ((pj (A + AR, @; (lo)) = A(Pj 03]
G=12..,n).
Tekintsiik az _ _
(6. 4) Uy =(\A-IDHA-D"1=I+(A-DR,

unitér operatort.
A (6. 3) egyenl3ségben u helyébe A-t, A helyébe A-t irva kapjuk:

(6 5) Ul (pj (I) = (pJ(/l) (J = 1’23 '-'an)'

A konstrukcié szerint a {@(Z¢), ..., @.(4o)} rendszer ortonormalis bazis,
tovabba U, és Uz=U;?! unitér operator, tehat a H*p —1,¢ = 0 egyenlet ¢ meg-

oldésaibdl alié Itz halmaz

i i s {(p 1(10)9 mreo (pn(ZO)}
bazisa szintén ortonormalis.

Tekintetbe véve, hogy N;, az R(H —A,I) halmaz ortogonalis komplementuma,
arra az eredményre jutunk, hogy tetszés szerinti f¢ $ elemre

fro=/— 2 (/s 0 () 01 () € R(H =4y T,

és igy barmilyen f€$H mellett az

(6.6) U [f— ;ﬂ (fs 2 (o) @u (Zo)] = frot Go—2) (H—2 )71 f3,

kifejezés nem fiigg a H operator o folytatisanak a megvalasztasatol.
Most legyen H’ a H operatornak H-t6l kiilonb6z6 6nadjungalt folytatésa,
€s legyen a korabbi jelolésekkel 6sszhangban

R,= (T =i, U,=I+(A-D)R,
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134 M. G. KREJN

Az U; operatorra alkalmazhaték ugyanazok a meggondolasok, mint Uj-ra, tehat
a (6. 6) vektorrdl mondottak alapjan

6.7 U:lo[f_ %":,(ﬁ Oy (Zo)) D (10)] = U,, [f_ ;“ (fs Dk (10)) @ (£0) (f¢9).

Az U, operator, ugyaniugy mint U,, az R halmazt izometrikusan N, -ra
képezi le; ezért .

(6.8) VoG = 3 up; () (= 1,201,

ahol {u|t numerikus unitér matrix.
A (6. 4), (6. 5), (6.7), (6. 8) egyenlBségeket egybevetve a kovetkezdket kapjuk:

, TR
6.9 Ruf=RJ+, 5 ~Zk =30 (/o) 0; () (FED).
i 0 JR=

Jeloljik az fluy — 0,1 matrix rangjat r-rel. A {@i(4), ..., p,(4o)} ortonor-
malis bazis alkalmas megvalasztasa atjan a (6. 9) Osszefiiggés az

(6.10) R f =R f— z,’ (hod)o; () (€D

alakra hozhato, ahol [la;ll; nem szingularis matrix.
Tekintsiik a

(6.11) Q (%) = 12 (Al = llorll =1
matrixot, tovabba barmely a A operatorra vonatkozdan regularis A pontban a
(6.12) 0 (A = Q)+ (A~ 2)(@;(D: @ (o)) 1T

matrixot. A (6. 3) egyenletek segitségével nem nehéz megmutatni, hogy a / opera-
tor tetszés szerinti regularis A, y pontjaira

(6.13) 0 = QW+ G-l (¢;(D), o (W)II5-
Ezenfeliil ha egy regularis A-ra

(6. 14) det O(2) =0,

akkor?

619 Rf=Rj- 3 0O (heD)ad (€D,

A A=A, esetben ez az egyenlGség a (6. 10), (6. 11) dsszefliggésekbdl kovetkezik.
Minden mas, a (6. 14) feltételt teljesité reguléris A-ra az egyenléség annak a kozvet-

1 Q%Y a Q1 inverz matrix elemeit jeloli. Mellesleg megjegyezziik, hogy a (6.3), (6.13), (6.15)
képletek anal6gok azokkal az ismert képletekkel, amelyeket H. BaTEMAN [8] az integrilegyenletek
elméletében nyert (ldsd még K anTorovics—KRILOV: A felsdbb analizis kozelitdé modszerei, Akade-
miai Kiadd, Budapest, 1953.)
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len igazolasa utjan lathatdé be, hogy a belSle nyert R} f kifejezésre érvényes az
Rif =R, f+Q—t) R, R, f  (f€9)
egyenlet.

Minthogy det O(2,) =0, azért a 2, pont valamilyen kornyezetében a (6. 14)
feltétel teljesiil.

Mutassuk meg, hogy a (6. 14) feltétel minden olyan A értékre teljesiil, amely
H-ra nézve is, A’-re nézve is regularis.

Ebbél a célbdl eldszér megjegyezziik, hogy det Q(A) barmely a H operatorra
vonatkozdan regularis 4 pont kdrnyezetében holomorf fiiggvény, tehat ilyen pont
nem lehet e determinans zérushelyeinek torlddasi pontja, Gigyhogy ilyen pont barmely
kornyezetében talalhatok 2 ertekek amelyekre fennallnak a (6. 14), (6. 15) Ossze-
fiiggések.

Masrészt ha A, a A’ operatornak is regularis értéke, akkor A,-t61 elindulva
be lehet bizonyitani, hogy a 4, pont valamilyen kérnyezetében

(6.16) Rif=Rif= 3 PO (Lo D) i) (€9,

ahol @3(4), ..., @5, (1) a H*qo Ap =0 egyenlet olyan linedrisan fiiggetlen meg-
oldasai, amelyek (6. 3) tipust fiiggvényegyenleteknek tesznek eleget. Osszehason-
litva a (6. 15), (6. 16) egyenlGségeket azokra a A értékekre, amelyekre mindketten
érvényesek, azt talaljuk, hogy r;=r és hogy létezik egy |[ch||1 nem szingularis
numerikus matrix, amelyre tetszés szerinti, a H operatorra nézve regularis 1 mellett

(p;k(l) :k;;ckj(pk(j‘) (.]= 1925"-’r)1
kovetkezésképpen®
6.17) P(Ay=C*Q(H)C

minden olyan A-ra, amelyre fennall (6. 15) és (6. 16), és igy a A operator minden
A regularis értékére is. Specidlisan A =4, esetén a (6. 17) 6sszefiiggésbdl a kovetkezs-
ket kapjuk:

det OQ(4,) =det P(1,)|det C]*#0.

Allitasunkat bebizonyitottuk.
3. Ezen el6készité megfontolasok utan be fogjuk bizonyitani az alabbi tételt:

20. TETEL. Legyen S, Sés {©1, ©g,---, ®,} ugyanolyan, mint a 19. tételben. Ha
a 0 pont az S operdtorra vonatkozdan reguldris, akkor

S;lf =81~ _k2'=1ajk (fopee  (FED)

ahol || olyan nem szinguldris hermitikus matrix, hogy a

Zr: “jkfjf_k

k=1
* A C* matrix a C=llc,llf matrix komplex konjugéltjidnak a transzpondltja.
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136 M. G. KREIJN

alakban fellépé negativ négyzetek szama pontosan egyenlé az S operdtor negatfv
sajatértékeihez tartozé multiplicitdasok ésszegével.

Bizonyitds. A 2. pont eredményeit fogjuk alkalmazni a

H=S, A=S8 =S5,
esetre.
Ha N
a>=-—-m(S), O,

akkor —a a H operatornak és a H’ operatornak is regularis értéke, tehat a (6. 15)
képlet értelmében

(6.18) (S, +al)™'f = (§+01)"1ff,:1=21' 05 (=) (f, 9;(— @) pr(—a).

Misrészt a tekintett a értékek mellett az S+al, S, + al operatorokra alkalmaz-
haté a 12. tétel, tgyhogy

(Sy+al)™t = (S+al) = (S+al);?,

ahol B _, az S*@ +ap = 0 egyenlet &sszes megoldasainak a halmaza.
Ezek szerint

S+ah;t f= jfz" 050a) (f.0; (D) o (~a)  (FEH).

Visszaemlékezve az 1. §-ban szerepl§ &) allitasra, azt nyerjiik, hogy a {¢,(—a), ...
ey ©,(—a)} rendszer az

(6.19) N_,ND((S+al)) = N_,ND[S]

k6z0s részben bazist alkot, és

Qi(—a)= [ (G+a)d(EW)¢;(—a), ot (—a)) =

m(S)

= §[¢J (_a): Dx (_a)]+a ((pj(_a)’ Pi (_a)) (.]ak = 1a2s vers rl)-

Most megjegyezziik, hogy ha egy ¢@(}) vektor-fiiggvény (4 befutja S regularis
pontjainak a halmazat) kielégiti a

(6.21) P =0 W+@A-—wWRe(w) (Ry=(E-iD7)

fiiggvényegyenletet, és legalabb egy A regularis értékre @(A) € D[S], akkor ez fennall
minden regularis A-ra. N

Valéban, ha o(u) € DIS], akkor az R;¢p(x) € D(S) = D[S] 6sszefiiggés és a (6. 21)
egyenlet alapjan ¢(1)€D[S]. Ennélfogva ha a {p,(—a), ..., ¢,,(—a)} rendszer
bazist alkot a (6. 19) halmazban, akkor {¢,(0), ..., ¢,,(0)} bazis lesz az

%,N DS

(6. 20)

halmazban és igy valaszthaté a 20. tétel szdvegében szereplé {¢,, ..., ¢,} bazis
gyanant (specialisan r,=r).
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A (6. 18) egyenlBségben a —a értéket helyettesithetjiik az S operator tetszés
szerinti A regularis értékével. Specialisan lehet a =0 és ekkor a kdvetkez6t kapjuk:

(6.22) Sitf= 87— 3 0GP O)(£.9;0) 0 0).

Masrészt ha a (6. 20) egyenléség mindkét oldalan a helyébe A-t irunk, akkor
J-nak analitikus fiiggvényeit nyerjilk, és minthogy ezek a valtozé minden eléggé
nagy pozitiv értékére megegyeznek, azért azonosan egyenl6k minden olyan A-ra,
amely az S operatorra nézve regularis. Kovetkezésképpen a (6. 20) Osszefiiggés az
a=0 esetben is érvényes.

Ilyen modon

(6.23) 05 = S[0; 0, 0]  (k=12,..,r),

ez pedig a (6. 22) egyenlSséggel és a 19. tétellel egyiitt a 20. tételt eredményezi.

6. 1. megjegyzés. A (6.23) dsszefiiggésbdl adédik, hogy ha 0 az S operator
regularis értéke, akkor a (6. 1) alak nem szingularis. Nem nehéz meggy6z8dni
arrdl, hogy a (6. 1) alak rangja mindig r —d, ahol d(=0) a 0 szamnak mint az §
operator sajatértékének a multiplicitasa.

7. §. Hézagos spektrumia hermitikus operatorok

Bar a jelen munka alapvetd feladata a félig korlatos operatorok 6nadjungalt
folytatasainak a tanulmanyozasa, mégis célszerii lesz, ha ismertetjitk vizsgalataink
azon kovetkezményeit, amelyek tetszés szerinti hermitikus operatorok &nadjungalt
folytatasainak az elméletére vonatkoznak.

1. Legyen H hermitikus operator, amelynek D(H) értelmezési tartomanya
strd $H-ban.

Allapodjunk meg abban, hogy a véges (a, b) szamkdzt a H operator hézagdnak
nevezziik, ha

-0 =20 (reday.

Ha H 6nadjungalt operator, akkor az az allitas, hogy («, b) az operator hézaga,
kidnnyen belathatd mddon azzal ekvivalens, hogy (a, b) a H operator regularitasi
intervalluma (vagyis (4, b)) minden pontja regularis a H operatorra vonatkozdan).

Ervényes a kovetkezd tétel.

21. TETEL. Ha az (a, b) szémkéz a H (D(H)=9) hermitikus operdtor hézaga,
akkor H-nak vannak énadjungdlt folytatdsai®, és ezek kozott taldlhaté legalabb egy,
amelyre nézve az (a, b) szamkoz regularitdsi intervallum.

Bizonyitds. Ha a H operator helyett a

2 a+b
Hl:b-——a[H_ 2 1]

8 A tételnek ezt az allitasat még J. W. CALKIN bizonyitotta be (Iasd [9], 2. tétel).
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operatort tekintjiik, akkor arra az esetre jutunk, amikor @ = —1, h=1. Ennélfogva
az altaldnossdg megszoritasa nélkiil eleve feltehetjiik, hogy ¢ = —1, b=1, vagyis
hogy a H operatorra teljesiil a

(7. 1) Hf|=1fl  (f€DH))

feltétel.

Ertelmezziink az R(H) halmazon egy A hermitikus operatort az

AHf =f (feD(H))
képlet 1itjan. Ekkor D(4)=NR(H), és a (7. 1) feltétel értelmében

ldgl=lgl  (g€D(W),

azaz ||A|=1. A 2. tétel szerint az A operatornak van legalabb egy A Onadjungalt
folytatasa, amelyre [|4] =1. Meg fogjuk mutatni, hogy a 0 szim az 4 operatornak
nem sajatértéke.

Csakugyan, ha feltessziik, hogy létezik olyan ¢ =0 vektor, amelyre Ap =0,
akkor azt allithatjuk, hogy ¢ L R(4); de ez nem lehetséges, mert

RA) >R =DH), DH)=

Ha azonban 0 az 4 operatornak nem sajatértéke, akkor létezik a H=A4"" operator
és ez az A operatorral egyiitt 6nadjungalt. Minthogy || 4]l =1, azért

Hf = |fl  (feDA)),

vagyis a (—1, 1) szamk&z a H operator hézaga, vagy ami az adott esetben ugyanaz,
regularitasi intervalluma. Minthogy a H 6nadjungalt operator nyilvanvaléan a H
operator folytatasa, a tételt bebizonyitottuk.

Az olvasdra bizzuk, hogy a 2. § tobbi tételei segitségével megfeleld kritériumokat
nyerjen arra, hogy az (a, b) hézaggal rendelkezé H operitornak mikor lesz egyetlen
olyan H 6nadjungalt folytatasa, amelynek az (a, b) szamkoz regularitasi intervalluma.

2. Amint korabban emlitettiik, az alabbi tételbSl kovetkezik a 18. tétel.

22. TETEL. Ha egy (a, b) hézaggal rendelkezé H hermitikus operdtor n(=>0)
defektus-szama véges, akkor a H operator tetszés szerinti H onadjungdlt folytatdisa
spektrumdnak az (a, b) szamkozbe esé része véges szamii sajdtértékbdl dll, amelyek
multiplicitdsdnak az ésszege legfeljebb n’.

Bizonyitds. Legyen H a H operator olyan onadjungalt folytatdsa, amelynek
az (a, b) szamkoz regularitési intervalluma, A’ pedig H-nak egy masik énadjungalt
folytatasa. A A, H’ operatorok minden 4 regularis pontjiban az ezen operatorok-
hoz tartozé R;, R rezolvensek kozott fenndll az

(7.2 Rif = Rif= 3 059D (Lo, )o@ | (£€9)

Jrk=1

7 Konnyl belatni, hogy hermitikus S operitor esetén m(S§)=b(> — ) akkor és csak akkor,
ha tetszés szerinti a<b mellett az (a, b) szamkoz az S operator hézaga; tehat a 18. tétel a 22. tételbol
kovetkezik.
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Osszefliggés, ahol r=mn, tovabba a ¢,(1) (k=1, 2, ..., r) vektor-fiiggvények és a
0(A)=Q(A|] matrix a H operator regularis ponUamak a halmazan holomorfok
(lasd 6.§, 2. pont) Ebbdl adddik, hogy H’ spektrumanak az (a, b) intervallum
belsejsbe es6 része izolalt sajatértékekbol all (és ezek a det Q(4) fiiggvény zérus-
helyei).

b ~, o~ L
El6szor tegyiik fel, hogy a ¢ = a__-;_ érték a H’, H operatorokra nézve regularis.

Ekkor a (7. 2) egyenlGségben jogos a A =c helyettesités és igy a kovetkez6t kapjuk:

(7.3) mf=&ﬁ3§5mmenﬁ%«»%@.

Egyidejiileg megjegyezziik, hogy (a, b) a H operator hézaga, tehat

0.4 R A= 2ol (e®),

Most tegyiik fel, hogy talalhaté a H’ operator sajatvektoraibdl allé olyan
Vi, Wa,..., ¥, (n=>r) ortonormalis rendszer, amelyre

Hy, =, a<p;<b (G=12,..,n.
Ekkor tetszés szerinti f#0 vektorra, amely

f = ‘fl!l/1+ +fn¢u

alaka, fennall az

2 |
IR.f] = 2,,_,, ‘ Zflﬁ‘ 5/l
j=1€C— I'[j
egyenlOtlenség.
Masrészt n>r esetén mindig talalhatSk olyan &,, ..., &, szdmok, amelyek koziil

nem mindegyik nulla és amelyekre

(hou@) = 2 &) =0 (k=12 ..m,

és a £; szamok ilyen megvalasztasa mellett (7. 3) és (7. 4) alapjan

Rf1=1RS = 211,

Ellentmondasra jutottunk.

. b ~ .

Ezek szerint ha a ¢ = ‘jf;ﬁ szam a H’ operatornak nem sajatértéke, akkor
H’ spektruma az (a, b) intervallum belsejében olyan sajatértékekbdl all, amelyek
multiplicitasinak az Osszege =r, tehat még inkabb =mn.

Most tegyiik fel, hogy ¢ a H’ operator sajatértéke. Ebben az esetben barmelyik
c-t6l kiilonbozs és hozza elég kozel fekvs ¢, pont regularis a H’ operatorra vonat-
kozoan, és igy a mar_elmondottak értelmében minden ¢, kdzéppontu és (a, b)-ben
foglalt szamkdzben H’ spektruma olyan sajatértékekbdl all, amelyekhez tartozo
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multiplicitasok Osszege =mu, kovetkezésképpen ugyanez lesz a helyzet az egész
(a, b) nyilt intervallumban.
A tételt bebizonyitottuk.

7. 1. megjegyzés. Ugyanezzel a modszerrel nehézség nélkiil bebizonyithato,
hogy ha a H operator (1=n(H)< ) valamelyik a7 Snadjungalt folytatisa spekt-
rumanak az (a, b) szamkoz belsejébe esO része véges szamu sajatértékbdl all és
a megfeleld multiplicitasok 8sszege =n, akkor H barmely masik A’ 6nadjungalt
folytatasanak a spektruma (a, b) belsejében véges szamu sajatértékbdl all és az
ezekhez tartozd multiplicitasok Osszege =n+n.

3. Allapodjunk meg abban, hogy a A valds szamot a H hermitikus operdtor
reguldris értékének fogjuk nevezni, ha A a H operator legalabb egy H onadjungalt
folytatdsara vonatkozéan regularis.

A 21. tétel alapjan ez a definicié a kovetkezével ekvivalens: a A szamot
(— o <Ad<oo) akkor nevezziikk a H hermitikus operator regularis értékének, ha
valamilyen kornyezete a H operator hézaga.

Az n(H) < esetben érvényes az alabbi tétel.

23. TETEL. Legyenek Ay <2d,< . <X, a H hermitikus operdtor reguldris értékei,
P1>Pa> ---» Ps pedig olyan természetes szdmok, hogy p,+ps+...+ps = n(H).
Ekkor a H operatornak van legaldbb egy H onadjungalt Solytatdsa, amelynek a i
(U=1,2,...,5) szdm legalibb p;-szeres (j=1,2, ...,5) sajdtértéke®

Bizonyitds. Ha A, <A,<...<A, a H operator regularis értékei, akkor talal-
hatdk olyan 6;=0 (j=1, 2, ..., s) szamok, hogy

(1.5) \Hf—2,f|=6,1f] (feDE); (=1,2, ..., ).

Legyen H, a H operator olyan dnadjungalt folytatasa, amelynek a A; szdm
regularis értéke. Jeldljiikk a I, operator rezolvensét Rj-vel és s képezziink segitségével
olyan ¢ (1) (j=1,2, n) vektor-fiiggvényeket, amelyek H, regularis pontjainak
a halmazan holomorfok és a H*@=lp egyenlet Gsszes megoldédsaibdl allé halmaz-
ban bazist alkotnak.

Jeldlje D(H,) a H-beli

(1. 6) f= g Go,0+e (g€ (H))

alaku vektorok Osszességét, és legyen

Pt

= ).1 2 gvj(PJ(ll)"‘Hg.

Ekkor specialisan fennallnak a

Hl(pj(/ll)=)'l(pj(’11) (G=12,...,p9)
egyenlbségek.

8 A 23. tételt lényegében véve eldszor H. HAMBURGER blzonyltotta be (lasd [10], 12. tétel),
habar 6 seholsem fogalmazta meg az altalunk adott formaban. A mi bizonyitasunk lényegesen
eltér HAMBURGER bizonyitasatél.
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Nem nehéz igazolni, hogy H, a H operator valamilyen hermitikus folytatdsa.
Ennélfogva a
(7.7 Hfp = ¢ (Im4 = 0) .

egyenlet mindegyik ¢ megoldasa egyfittal a H*¢p =1¢ egyenletnek is megoldasa,
tehdt

(7.8) ¢ =11 (D) +Fcapa (D) + ... +cnpn(A)

alaki, ahol a ¢; (j=1, 2, ..., n) mennyiségek komplex allandok.
Ahhoz. hogy egy (7. 8) alakd ¢ vektor tényleg kielégitse a (7. 7) egyenletet,
sziikséges és elégséges, hogy

(7.9) (p, Hif=2f) =0 (fCD(HY)
legyen.

Helyettesitsiik itt f-et a (7. 6) egyenldségben szerepl$ kifejezésével. Minthogy
az f=gcD(H) esetben a (7.9) feltétel minden (7. 8) alakil ¢ mellett teljesiil, azt
kapjuk, hogy ez a feltétel a kdvetkezd egyenletrendszerrel ekvivalens:

(7. 10) (@, 0 (D) = g ¢;(0; (), 0. () = 0
(k = 19 23 --~3p1)'

Mivel a

(7.11) 10, ), D)

matrix A =24, esetén nem szingularis Gram-matrix, azért 1,-hez elég kozeli komplex
4 értékekre (Im A0) a (7. 11) matrix szintén nem szingularis. Koévetkezésképpen
ezen A értékek mellett a ¢y, ¢, ..., ¢, ismeretlenckre vonatkozé (7. 10) egyenlet-
rendszer matrixanak a rangja pontosan p,-gyel egyenld, tehat az egyenletrendszernek
pontosan 1 —p, szdmu linedrisan fiiggetlen megoldasa van.

Ezek szerint ha A elég kozel van A,-hez, akkor a (7. 7) egyenletnek pontosan
n—p, szamu linearisan fiiggetlen megoldasa van, azaz

n(Hy) = n(H)—p;.

Most meg fogjuk mutatni, hogy a d,<Ad3<... <A, értékek H;-re nézve is
regularisak. Ebbdl a célbdl allitsuk eld az f¢ D(H,) elemet a (7. 6) képletnek meg-

felelGen
f=0+g (g€DH); Hip = H*¢ = 1,0)

alakban. Tekintetbe véve a (7. 5) egyenlbtlenségeket és azt, hogy ¢ L Hg—1,g,
a kovetkezot kapjuk:

IHlf“‘;vflz = [Hg‘"/ljg_(lj—'h) ¢lz =
= |Hg— 2 gI*+ (4 — )* |o* = 8 |gl*+|4; — Af? o) (J=23,..,5).

Legyen _
0% = min (5;, |4;— 4,) (J=23,..,9);
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ekkor
, o 1., .
S5 lel* + (4 — A’ lol* = 67 (gl +10I") = 5 67 g + "
Ily médon

lHlf }'fl ;/‘6 ]fl (j=2’3""as)’
vagyis a 4; (j=2, 3, ..., s) szamok a H, operator regularis értékei.

Analdog mdédon ahhoz, ahogyan a H operatorhoz megszerkesztettitk Hq-et,
a H, operatorbdl kiindulva képezhetjiik ennek egy H, hermitikus folytatasat, amely-

nek a A, szam p,-szo6rQs sajatértéke, tovabba
n(Hy) = n(H)—pi—ps,

és amelyre nézve a 4,, ..., A, értékek regularisak. Tovabb folytatva ezt az eljarast

egy H, onadjungalt operatort kapunk, amely a 23. tételben szerepld Osszes feltétel-

nek megfelel, és amelynek egyebek kozott a A szdm pontosan p-szeres sajatértéke.
A tételt bebizonyitottuk.

7.2. megjegyzés. A tétel bizonyitasa soran nem volt lényeges, hogy a
Z; (j=1,2,...,5) szamokat nd&vekedésiik sorrendjében szidmoztuk. Ennélfogva
a tételre adott bizonyitasunkbdl kovetkezik, hogy a H operatornak mindig van
olyan H 6nadjungalt folytatdsa, amelyre a tétel valamennyi feltétele teljesiil, és
amelynek a tetszés szerint rogzitett A, pontosan p,-szoros sajatértéke.

Ha pedig mindegyik 1; (j—-],.., . s) pont a H operatornak ugyanabban
a hézagaban helyezkedik el, akkor még az is igaz lesz, hogy létezik olyan A dnadjun-
galt folytatds, amelynek mindegyik A; (j=1,2,...,5) szdm pontosan p;-szeres
(j=1,2,...,5) sajatértéke. Ez az allitas k62vet]enﬁl adédik a 22. és 23, tétel egybe-
vetésébol.

Végiil megjegyezziik, hogy abbdl az eljarasbol, amellyel a H operatort a kivant
H operatorra folytattuk, kovetkezik, hogy s=1 esetén az utdbbi soha sincs egy-
értelmiien meghatarozva, és megforditva, s=1 esetén egyértelmilen meg van
hatarozva.

4. A hermitikus operatorra vonatkozdan regularis pontok masodik definicidja
értelmében (lasd 7. §, 2. pont) ha egy (a, b) nyilt intervallum a H hermitikus operator
hézaga, akkor ennek az intervallumnak mindegyik pontja regularis H-ra nézve.

A forditott allitas nem igaz, vagyis ha az (a, b) nyilt intervallum minden pontja
regularis H-ra nézve, akkor egyaltalan nem biztos, hogy az (q, b) intervallum a H
operator hézaga. A 23. tétel szerint ebben az esetben (feltéve, hogy n(H) < ) csak
annyit lehet allitani, hogy a H operator tetszés szerinti H Onadjungalt folytatasa
spektrumanak az (a, b) intervallumba esé része véges multiplicitasi izolalt sajat-
értékekb@l 4ll.° Az utdbbi allitas, amint az alabb sorra keriild 24. tételbdl kovet-
kezni fog, egyszerli H operator esetén megfordithato.

% Ugyanis a Heine—Borel-tétel szerint (a, b) minden (a,, b,) belsd rész-intervalluma befed-
hetd a H operator véges szamu hézagaval.
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Emlékeztetiink arra, hogy egy H (H % H™) hermitikus operatort akkor neveznek
egyszeriinek, ha a § térnek nincs olyan valodi altere, amely a H operétort redukalja
és amelyben H 6nadjungilt.

MielStt kimondanank a 24. tételt, a kdvetkez8 megjegyzést tessziik az (n, n)
defektus-indexti H egyszerii hermitikus operatorokra vonatkozdan, az egyszerfiség
kedvéért arra_az esetre szoritkozva, amikor n <o,

_ Legyen H az egyszerli H operator valamelyik dnadjungalt folytatasa, és legyen
H rezolvense R;. Képezziikk gy mint a 6. § 2. pontjaban, a linearisan fiiggetlen és
holomorf ¢;(4) (j=1,2, ..., m; Im A=0) vektor-fiiggvényeket, és mutassuk meg,
hogy ha az f€$ vektorra

(7. 12) (f, 0 (1))=0 (j=1,2,...,m; Im 1=0),
akkor f=0.

Bizonyitas céljabdl tegyiik fel az ellenkezdt és tekintsiik azt a $, halmazt,
amely a (7. 12) azonossignak eleget tevd Gsszes f€ 9 vektorokbdl all. Elbszor is
tetszés szerinti A-ra (Im 4320) fennall

RzS’ngm
mert ha f€$H,, akkor a (6. 3) 6sszefiiggések értelmében

(Ri> 0;(w) = (fs R0 (W) = (/. (DZ):Y’ 2,0) _ 0

(G=12..,1n; u#l),
azaz
R, fe$y.

Masrészt a {@,(4), ..., @.(4)} rendszer az R(H—1I) (Im A>0) halmaz orto-
gondlis komplementumaban bazist alkot, tehat minden f¢$, elemnek megfelel
egy g=g(4) (Im As0) vektor, amelyre

Hg—Jg=f, vagyis g= R;f¢D(H).
llyen modon a H operator értelmezve van a
D1 =R;Ho < He

halmazon, és H mint a H, tér D, részhalmazan értelmezett operator Snadjungalt,
ugyanis (H—ADD, =9, (Im 1=0).
Most legyen
gCD(H), f=(H-2Dg (Imi=0).

Bontsuk fel az f vektort:

S =rfot/ (fo€90, /1€D0D0)
Ekkor a kévetkez6t kapjuk:

g=Ryf =R i+ R;f1 = g +8&1,

ahol go=R; f,€ D, CcD(H). Tovabba f;1 H, miatt f; 1 R;H,, kovetkezésképpen
g1=R;f1 1 9Hy. Ezek szerint barmilyen g€ D(H) vektor H,ra vald vetiilete egy
o€ D, CD(H) vektor, vagyis 9, redukalja a H operatort.
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Ellentmondasra jutottunk, mert a feltevés szerint H egyszer(i operator.
Az allitast bebizonyitottuk.

24, TETELY. Legyen H (D(H)=$9) valamilyen egyszerii hermitikus operdtor,
amelynek a defektus-indexe (n,n), aliol 1 Sn<-oo, Ahhoz, hogy az (a, b) nyilt szdm-
kéz mindegyik pontja a H operdtor reguldris pontja legyen, sziikséges (elégséges),
hogy a H operdtor. tetszés szerinti (legaldbb egy) H onadjungdlt folytatdsinak a
spektruma az (a, b) intervallumban izoldlt sajdatértékekbdl dlljon.

Bizonyitdas. A feltétel sziikségessége, amint mar megjegyeztitk, a 23. tételbdl
kovetkezik fiiggetleniil attdl, egyszerii-e a H operitor vagy sem.

Bebizonyitjuk, hogy az ismertetett feltétel elégséges.

Tehat létezzék H-nak olyan M onadjungalt folytatasa, amelynek (a, b)-beli
spektruma izolalt 4; sajatértékekbdl all. Ekkor a 4; (j=1,2, ...) pontoktol kiilon-
bozd barme]y1k A pont a H operatorra nézve, és 1gy H-ra nézve is, regularis. Meg
kell még mutatni, hogy a 4;(j=1, 2, ...) pontok is regularisak.

Megjegyezziik, hogy ha V< )” az (a, b) intervallum két pontja, amelyek a {4;}7°
sorozat egyetlen pontjat sem fogjak kozre, akkor a (', ) szamkoz a H operatornak
és igy H-nak is, hézaga. Ezért a 22. tétel szerint a H operator barmely masik A’
onadjungalt folytatisanak (4’, A”)-beli spektruma véges szadmu sajatértékbol all,
tehat az egész (a, b) szamkozbe esd spektrum izolalt sajatértékek Gsszessége.

Legyen a kordbbiaknak megfelelden {¢(4), ..., ¢, (1)} bazis a H*¢p—~Aip = 0
egyenlet megoldasainak a halmazdban, amelyet az ismert médon a H operator
R; rezolvensének a segitségével szerkesztettiink meg.

Most megmutatjuk, hogy tetszés szerinti A4€{A;}i” sajatérték multiplicitasa
legfeljebb n-nel egyenlé. Ha ez nem lenne igaz, akkor talathatnank olyan np sajat-
vektort (Hy =20, ¥ #0), hogy

(Y, 0,(N=0 (=12,..,n),
ahol 4 a H operator barmelyik regularis pontja. De ekkor ¥ ¢ R(H — ZI), tehat

Y= (=D RYeDEH), HY =Y.

Ellentmondéasra jutottunk, ugyanis az egyszerii operator definicidja értelmében
H-nak nem lehet egy sajatvektora sem. 5

Legyen {{1,V¥,, ... ¥,} (p=u) a ¢ (Hy=A) sajatvektorok halmazanak
egy bazisa.

Megjegyezziik, hogy tetszés szerinti

(7.13) Y= 2 an [2 &2 > 0]

sajatvektorra és a H operatorra nézve regularis A pontra a
10 A 24, tétel szintén benne foglaltatik H. HAMBURGER mar emlitett [10] cikkének eredményei-

ben. Az n=1 esetben a szerzd felhasznalta kordbbi vizsgédlatai sordan (lasd [10]). A jelen bizonyitas
kiilonbozik H. HAMBURGER bizonyitasatol.

(7. 14) (0, %)  (G=1,2, ..., )
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skalaris szorzatok koziil legalabb az egyik nem egyenlé nulldval. Valéban, ha fel-
tessziik, hogy valamilyen regularis 4 esetén ezek a szorzatok mindnyajan nulldval
egyenlGk, akkor barmely masik regularis u érték mellett is

(0; W, ¥) = (@, D+~ R, 0;(M),¥) = (¢; (D, Y +(E—- V) Reyp) =

:;::%;((pl(l)’l/,)=0 (]: 1329'-'911)’

ez pedig ellentétben &ll azzal, hogy a H operator egyszerdi.
A (7.14) skalaris szorzatokba behelyettesitve a  vektor (7. 13) alatti kifejezé-
sét azt kapjuk, hogy az emlitett tény a kovetkezSt jelenti: tetszés szerinti regularis

A esetén a

. . ”((pj(i)! lAbk)“ (]= 1323"',"[; k = 1’2’ ,P)
matrix rangja p.

Ha ezt a matrixot a valds regularis A =o pontban vizsgaljuk és tekintetbe vesz-
sziik, hogy a {@,(4), ..., 0, (1)}, {¥1, ..., ¥,} bazisok csak nem szingularis linearis
transzformacid erejéig vannak meghatarozva, akkor arra a kovetkeztetésre jutunk,
hogy az altalanossig megszoritasa nélkiil vehetd

_JI, ha j=k —
(7' 15) ((pj(a)’ l//k) - {0, ha j - k (]’k e 1323 "'9p)'

Ezutan értelmezziink egy R, operatort az alabbi mddon:

P
(7.16) R,f=R,f— 21 (fro;@) o)  (f€9).
j=
Mindkét oldalra alkalmazva a H* —al operatort és felhaszndlva, hogy H*@(a)—
—ap{0) =0 (j=1,2, ..., p), nyerjik:
(H*—a) R f = (H*—a)R,f = (H—a)R,f =  (f€9).

Ez az egyenl8ség azt mutatja, hogy =0 esetén R,f#0, és igy az R, dnadjungalt
operatornak van- (R))~! inverze, amely szintén &nadjungalt operator,
Legyen
H = (R) 4ol (DH) = R(RY).

Nem nehéz meggy6z6dni réla, hogy H” a H operator folytatasa.
Csakugyan, ha ge¢ D(H) és

f=Hg—ag = Hg—ag,
akkor (f, 9 ())=0 (j=1,2, ..., n), tehat a (7. 16) definicié alapjan

Rf=Rf=g
innen pedig g€ D(H’) és

H'g—oag = (H' —a) R, f = f = Hg—ag,
azaz H'g=Hg.
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A J, pont a H’ folytatasnak vagy regularis pontja, vagy izolalt sajatértéke
lehet. Ha megmutatjuk, hogy az elsd eset 4ll fenn, vagyis hogy a

(7.17) Hy—24,x=0

egyenldség csak y=0 mellett teljesiil, akkor a tétel be lesz bizonyitva (ugyanis
4o a {A;} sorozat tetszés szerint valasztott eleme).
A (7. 17) egyenlGségbdl adddik, hogy

(o= Ry = Ry (H'y~ax) = 1,
tehat a (7. 16) definicié értelmében

(7.18) 1= Go— ) Ry = — (Ao —20) ;”(x, 0, (@) 9; ().

Masrészt a {y,, ..., ¥, rendszer bazis 1évén a Hy — iy = 0 egyenlet megoldasai-
bol allé halmazban, bazist fog alkotni a

(7.19) Y—(Zo—) R Y =0

egyenlet megoldasainak a halmazaban is.
Ebbdl specialisan az is kovetkezik, hogy

(X-(lo-“) Rozx’ l//J) = (X9 l/’j_(i()'—a)Rd l//j) =0
(j=12,..,p).

Ennélfogva ha a (7.18) egyenldség mindkét oldalat megszorozzuk ,-val
(k=1,2, ..., p) és figyelembe vessziik a (7. 15) Osszefiiggést, a kovetkezbt nyerjiik:

(7.20) (6 o@)=0  (k=1,2, ..., p),

tehat a (7. 18) egyenldségben a jobb oldalt nullaval lehet helyettesiteni. Ily médon
x a (7. 19) egyenlet egyik megoldasa, kovetkezésképpen

X =cfritcifat ... +cplpp'

Visszahelyettesitve y-nek ezt a kifejezését a (7. 20) egyenléségbe és wjra felhasznalva
a (7. 15) osszefiiggést, azt kapjuk, hogy ¢,=0 (k=1, 2, ..., p), vagyis y =0.
A tételt bebizonyitottuk.

5 Allapodjunk meg abban hogy a 1-7 6nadjungalt operator spektrumét akkor

A 24, tételbdl kovetkeznk hogy ha a H (1 =n(H)<eo) operator valamelylk
A Onadjungalt folytatdsanak diszkrét spektruma van, akkor a H operator barmely
masik A’ 6nadjungalt folytatasanak a spektruma is diszkrét.

Valdban, ha A spektruma diszkrét és H egyszeru operator, akkor a 24. tétel
szerint a valos tengely csupa reguldris pontbdl all, és igy a 22. tétel alapjan tetszés
szerinti masik A’ 6nadjungalt folytatas spektruma izolalt sajatértékekbdl all, ame-
lyek multiplicitasa =mn.

Abban az esetben viszont, amikor a H operator nem egyszeri, ugyanerre a kdvet-
keztetésre jutunk a

55 = 50®$1a H = H0®H1
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felbontasok felhasznalasaval, ahol $, olyan maximalis tér', amely a H operatort
redukélja és amelyben H (tehat a H, megszoritas) onadjungalt, $, ennek az orto-
gonalis komplementuma, H, és H, pedig a H altal H-ban, ill. $;-ben indukalt
hermitikus operéatorok.

8. §. Félig korlatos operatorok diszkrét spektrumi folytatdssal

Legyen T (alulrdl) félig korlatos operator és T ennek egy diszkrét spektrumu

felig korlatos Onadjungalt folytatdsa. Ekkor a T operator spektralis felbontasa

Tf= Z;AJ(T) fs (Pj) P
7=
alaku, ahol {p;}i" a T-hoz tartozé sajatvektorok teljes ortonormalis rendszere és

WD =2uD=..=1T)=

a megfelel6 sajatértékek sorozata, minden sajatértéket annyiszor feltiintetve, amennyi
a multiplicitasa.

Ha ezenkivill 1=n(T)<-e, akkor a 18. tétel és az elé6bbi paragrafus végén
tett megjegyzés értelmében 7 mindegyik Onadjungalt folytatisinak a spektruma
alulrol félig korlatos és diszkrét lesz. Viszont ha n(T) = e, akkor ennek az allitasnak
egyik része sem igaz.

Ennéifogva nem érdektelen a kovetkezd tétel.

25. TéTEL. Ha a T (1 =W(T)= ) hermitikus operdtor valamelyik T félig kor-
ldtos onadjungdlt folytatdsa diszkrét spektrummal rendelkezik, akkor a T operdtor
T, durva folytatdsinak a spektruma diszkrét, tovdbbd

8.1 MT) =4(T) (G=12..)
ahol /Ij(f'), AT (j=1,2,...) a T, T, operdtorok egymds utdn kévetkezd sajdt-
értékel.
Bizonyitds. Ha a tételben az adott T, T, T, operatorokat rendre az
S=T+al, §=T+al, S,=T,+al

operatorokkal helyettesitjiik, ahol @ valds szam, és a tételt bebizonyitjuk az S, S,
operatorokra, akkor ezzel nyilvanvaldan az adott operatorokra is készen lesz a bizo-
nyitas. 5 N

Legyen a= —m(T); ekkor m(8)=0 és a 12. tétel értelmében

(8.2) S;t=81-(8 Yy,

ahol 9, az S*¢ =0 egyenlet Ssszes megoldasaibol all.
Minthogy feltevés szerint S spektruma diszkrét és pozitiv, azért S-1 és vele

1A 24, tétel bizonyitasa elott végzett megfontolasokbol kovetkezik, hogy £, mindazoknak
az f vektoroknak az Osszessége, amelyek a ¢,(4) (j=1,2, ...,n) vektorokra tetszés szerinti A(ImA0)
esetén ortogonalisak.
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egyiitt (SY)y, is teljesen folytonos operator’?. Kovetkezésképpen S,;' is teljesen
folytonos, tehat az S, operator spektruma diszkrét.
Ha
LB =@ = M) SAHE) S

(0 <A (S~)a 0<4 (Su))
az S, ill. S, operator sajatértékeinek novekvden rendezett sorozata, akkor
A =41 ) = .5 AS)=AAS)= ..

az §-1, ill. S;! operator sajatértékeinek fogydan rendezett sorozata. Minthogy
pedig (8. 2) értelmében
S;t=8-1

azért a teljesen folytonos operatorok sajatértékeinek ismert minimax tulajdonséagai
miatt

AFNS;)=4;71(8Y, azaz L, S)s=4S) (=1,2,..).
A tételt bebizonyitottuk.

8.1. megjegyzés. Az n(T) < esetben a (8. 1) Osszefiiggésnél tobb is mond-
hatd, nevezetesen a kovetkezd:

Ty = 2(T,) = Aju(D) (=12 ...).

Csakugyan, ha valamilyen j értékre 1, (T) <A(T,) volna, akkor a (— e, A(T}))
szamkoézben a T, operatornak (multiplicitdssal szdmolva) j—1, a T operatornak
pedig j+n sajatértéke helyezkednék el, és ez a 7. 1. megjegyzés szerint lehetetlen.

26. TETEL. Ha az S (m(S)>0) operdtor valamelyik S félig korldtos onadjungdlt
Sfolytatdsanak diszkrét spektruma van, akkor az S operdtor M -ra megszoritott Sy
Sfolytatdasdnak is diszkrét a spektruma. Itt My az Sy operdtor O sajdatértékhez tartozé
N, sajdtalterének az ortogondlis komplementumdt jelenti.

Bizonyitds. Az elobbi tétel értelmében S, spektruma diszkrét. Masrészt a
13. tétel bizonyitasa soran mellesleg nyert (5. 17) képlet szerint

SiiVg =Py, Si'e (€M),

ahol S{V az M-on tekintett Sy operator inverze, Py, pedig az My-ra valé mers-
leges vetités operatora.

Az S, operatornak diszkrét spektruma van, tehat S;! teljesen folytonos, kovet-
kezésképpen SiV is teljesen folytonos, vagyis az Sy operatornak 9 ,-ban diszkrét

spektruma van,

8.2. megjegyzés. Emlékeztetiink arra, hogy 9, megegyezik az S*¢p =0
egyenlet ¢ megoldasainak az Osszességéve! és dimenzidja n(S), amely végtelen is

12 Az 1. tételbdl adddik (lasd az (1.1) képletet), hogy ha a H Onadjungdlt operator teljesen
folytonos, akkor tetszés szerinti 9t < § zart linedris halmaz esetén a Heg operator szintén teljesen
folytonos (mert korlatos operatornak teljesen folytonos operatorral valdé szorzata mindig teljesen
folytonos).
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lehet. Ha azonban n(S)< <o, akkor a tételt egyszeriibben is meg lehet fogalmazni,
ti. a kovetkez6képpen:

Az Sy operdtor spektruma diszkrét. N

Ebben az esetben még az is igaz, hogy S tetszés szerinti S pozitiv énadjungdlt
Jolytatdsdahoz tartozé sajatértékekre mindig fenndllnak a

(8.3) 2 (S,) = 2;(S) = 4;(Sw) (G=12,..)

egyenldtlenségek.
Valdban, a 11. tétel értelmében a=0 esetén

S, +al) = (S+al) ' = (Sy+al)~

Az Osszes itt szerepld inverz operator teljesen folytonos, tehat a kozéttiik fenn-
allo egyenlédtlenségek maguk utan vonjak a (fogyo sorrendben) egymas utan kovet-
kezé sajatértékeikre vonatkozd megfeleld egyenlStlenségeket.

Ennélfogva érvényesek az alabbi egyenlStlenségek :

1
Ai(S) +a
és ezekbdl adodik (8. 3).
Megemlitjiik még, hogy ha S egyszerii operator, akkor, amint be lehet bizonyi-

tani, érvényesek a
. /1,(SM)<AIJ(S‘!) (j=1,2, ...)
szigoru egyenlGtlenségek.

1 1
(8 +a T 2;(Sy)+a

fiA

tIA

(U=12,..),

I1I. FEJEZET *

ALKALMAZASOK

REGULARIS KVAZI—DIFFERENCIALOPERATORRA VONATKOZO
EGYDIMENZIOS PEREMERTEK-FELADATOK

Ebben a fejezetben a $ Hilbert-tér szerepét azoknak az (a, b) véges intervallum-

ban értelmezett komplex értékli és mérhet f(x) fiiggvényeknek az L,(a, b) linearis
halmaza fogja jatszani, amelyekre

b
S @) dx <o
két L,(a, b)-beli elem, f és g skalaris szorzatat szokas szerint az
b —_—
(f,e)=[F(x)ex)dx
képlettel fogjuk definidini.

* A II. fejezet irodalmi hivatkozasait az e fejezet végén taldlhato irodalomjegyzék tartalmazza.
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Vizsgalni fogjuk az L(a, b)-ben értelmezett O6nadjungalt kvazi-differencial-
operatorokat. Az utobbiak azon operatorok kozvetlen altalanositasai, amelyekhez
a matematikai fizika egydimenzidos peremérték-feladatai rendszerint vezetnek.
Meg fogjuk mutatni, hogy a vizsgalt operatorok félig korlatosak, és az I. fejezet
eredményeire tamaszkodva tanulmanyozni fogjuk tulajdonsagaikat'®,

1.§. Linearis kvazi-differencialegyenletek és Cauchy-fiiggvényiik

Legyenek pu(x) (k=0,1,2,...,n) az x€(a, b) valtozd rogzitett valos mérhetd
fiiggvényei, amelyekre teljesiilnek a kovetkezé feltételek:

b
dx
[A) f T < oo,
- |Po(x)
(1.1 . |
B) [im®ldx<eo  (k=1,2,..,n).

Ekkor, amint meg fogjuk mutatni, bizonyos f¢€L,(a,b) figgvényekre az alabbi
egyenléségek utjan definialhaté [ (k =0, 1, 2, ..., 2n) kvazi-differenciélkifejezések-
nek meghatarozott értelmiik lesz:

' df["‘”
('f[(’]:f, f["]= —*CE— k=12,...,0—-1),
J df["_ll
J rln] Y -
(1.2) f=pgs
[n+k-—1]
Flren) 2 _dfT_ o fH (k=1,2,...,n).

E definicidk szerint
k
fr—po 9SS g0, n—),

dxk
darf
S = pof™ = py dx{ s

d( dy).  aif
[n+1]1 . __ ~ 4
f T dx [Po a'x"]_f-p1 dxn-1°

" d[_df daf), a'f},  dif
o= - ‘d_x[pl’lbc_"]“’l dxr=1| P2 g

stb. és végiil
d d d

d
SB = Pnf—zg Pn-1f(l)'—d—x Paoaf®— ... T dx [P1 f("_l)—E(pof("))] ”

13 Az ebben a fejezetben ismertetett kutatdsok eredeti része a szerz6 kordbbi [2], [3] munkainak
bizonyos altaldnositasat és lezardsat képezi. Az 1. fejezetben nyert &ltaldnos fogalmak és tételek
segitségével most sikeriilt a targyaldst attekinthetdbbé tenni és lerdviditeni.
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Ha a p, (k=0,1, ..., n) fiiggvények rendre (n—k)-szor differencidlhaték (ami
természetesen nincs biztositva), akkor 2m-szer differencidlhaté f fliggvényekre
S végeredményben a Jacobi—Bertrand-féle alakban irhaté fel:

n d* k
(1.3) Se= 2= [p"-k %{]-

k=0 X

Jelolje D* azoknak az f¢L,(a, b) fiiggvényeknek az Osszességét, amelyekre
az (1.2) szerint egymas utan képzett fI¥ (k=0, 1, ...,2n—1) kvazi-derivaltak
abszolut folytonosak, tovabba f1®1¢ L.(a, b).

Most legyenek C, (k=0, 1, ..., 2n—1) tetszés szerinti komplex szimok, x =x,
pedig az (a, b) intervallum tetszés szerinti pontja. Eppen figy, mint a kézonséges
differencidlegyenletek esetében, érvényes a kdvetkezd egzisztenciatétel.

1°. Bdrmilyen h€ Ly(a, b) fiiggvény mellett az
(1. 4) {ffz"] = h,
(1.4 [ (xy) = C, k=0,1,...,2n—1)

kvdzi-differencidlegyenletre vonatkozo kezdetiériék-feladatnak egy és csak egy
feD* megoldisa van.

Bizonyitas céljabdl elég megjegyezni, hogy az (1. 4’) kvazi-differencialegyenlet,
ha az (1. 2) képletekkel egyiitt tekintjiik, ekvivalens egy linearis differencialegyenlet-
rendszerrel:

d il 2n—1
gx = 2 a, /P (k=0,1,..,21-2),
i=
(1.5) dften-11
“ =p f[ol_h
dx ! ’

minthogy pedig az (1. 1) feltételek alapjan az egyenletrendszerben szereplé mind-
egyik egyiitthato (beleértve a h€ Lyo(a, b) fiiggvényt is) az (a, b) intervallum lezarasa-
ban integralhatd, azért az (1. 5) rendszernek az (1.4”) kezdeti feltételek mellett
egy és csak egy olyan megoldisa van, amely abszolit folytonos fI¥
(k=0,1, ..., 2n—1) fiiggvényekbdl all*®,

Az 1°, allitasbdl ismert megfontoliasok segitségével adddik, hogy az az M,
linearis halmaz, amely a

(1.6) P =0

4 Amint még JACOBI és BERTRAND megmutatta (J. BERTRAND, Journal de I'Ecole Polytech-
nique, 28 (1878) 276.), minden a Lagrange-féle értelemben 6nadjungalt
2i d* f
L = L ——
f) k;:) ek
differencialkifejezés, amelynek /, (k=0, 1, ..., 2n) egyiitthatdi rendre k-szor (k=0, 1, ..., 2) differen-
cialhatok, eldallithaté az (1.3) alakban, ahol a p,_, (k=0, 1, ..., n) egyiitthatok rendre k-szor
(k=0,1, ..., n) differencialhatok.
15 Ez a Picard-féle szukcessziv approximacioé ismert modszerével bizonyithato be.
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homogén egyenlet @(€D*) megoldasaibdl all, 2n dimenzidju. Bazisnak vehetjik
példaul az (1. 6) egyenlet azon valds @;(j=1, 2, ..., 2n) megoldasainak a rendszerét,
amelyek eleget tesznek a
Pl-1(g) = §;, (j,k=1,2,..,2n)

kezdeti feltételeknek.

Sziikségiink lesz a {®,, ®,, ..., P,,} rendszer bizonyos tulajdonsagaira, és
ezeket az alabb ismertetett azonossagok felhasznalasaval fogjuk levezetni.

Nem nehéz belatni, hogy az (1. 2) Gsszefliggések alapjan tetszés szerinti g, f¢ D*
fiiggvényekre fennall az

} d n T n o
(1.7) Sy = Dty Y, f Mg
X k=1 k=0
azonossig, ebbdl viszont kovetkezik az

- T d
(1 8) f[2n]g__fg[2n] = _d; [f’g]x
Lagrange-féle azonossag, ahol

9 = 3 00T ) ),

Az (1. 8) egyenldség mindkét oldalat tagonkint integralva a-tol x-ig kapjuk:

[ (e —fePN)dx = [f,gl,—[f,gl. (@=x=0b)

Ha most itt elvégezzik az f=®;, §=Py,_141 (J,1=1,2, ..., 2n) helyettesitést,
akkor azt talaljuk, hogy

2n

2ea ot I@WIRI@ =5 @=x=b),

ahol
. b (j=n),
T =1 (j=n).

lly moédon az |le;g®¥~(x)|3", |94, (x)If" matrixok sorok szerint Ossze-
szorozva az egységmatrixot adjak, tehat oszlopok szerint sszeszorozva is azt adjak;
ezt kiirva a kovetkez6t kapjuk:

n 0 (k+!#2n—1)
[k1 o _ k) [ )) —
(110) .’g’l((p_] (x)(p2n—j+1(x) ¢2n—]+l(x)d)1 (x)) {1 (k_+_1=2n_l’k<l)

(a=x=b; kI1=0,1,...,2n).
Ennélfogva ha bevezetjiik a
(1.11) P(x,¢) = Zl(d’,- (X) Pouj+1(8) = P;(8) Pop_jsr (%))
j=
(a=x, £E=b)
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jelolést, akkor azt allithatjuk, hogy ®(x, £) mint x fiiggvénye eleget tesz az (1. 6)
homogén egyenletnek és a kovetkezd kezdeti feltételeknek:

M (x,O)ee =0 (k=0,1,...,21-2),
Ppl2n-11 (x, §)|x=§ = 1.

Amint ismeretes, éppen ezek a tulajdonsagok definialjak a Cauchy-féle fiiggvényt,
amelynek segitségével (kdnnyen belathatéan) az

s = h,
,{fua(xo):o (k=0,1,...,2n—1)

feladat f(€®*) megoldasa az

f@) = [ o(x,Oh©)d¢

képlet szerint nyerhetd.

2.§. A T, T* kvazi-differencialoperatorok

Vizsgalatunk targyaul az a T operator fog szolgalni, amelynek a D(T) értelme-
zési tartomanya az

2.0 fW@ = @p)y=0 k=0,1,..,2n-1)
kikotéseket teljesitd f¢€D* elemekbdl all, és amelyre

Tf=f"1 (feD().

Az (1. 8) Ssszefiiggés értelmében tetszés szerinti f, g€ D* elemekre

2.2) [ (g —fe=)dx = [, gly—1/. 8,

tehat :
(Tf,) = (%)  (feDT), geD¥)

(T =(£Te)  (f£igeD).

llyen moédon T hermitikus operdtor.

Meg fogjuk mutatni, hogy a T operator defektus-indexe (2n, 2n). EI6bb azonban
tisztazzuk, hogy mi a T operator T* adjungalt operatora. Ennek érdekében eldszor is
bebizonyitjuk a kovetkezé tételt.

és specialisan

2°. A T operdtor R(T) értékkészlete és a p'*"1 =0 egyenlet o(€D*) megolddsai-
nak az Ny halmaza egymds ortogondlis komplementumai, vagyis

2.3) Ly(a,b) = R(D)eN,.
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Valéban, ha feD(T) és @ €N, akkor a (2. 2) egyenléséghbdl a g =¢ helyette-
sitéssel azt kapjuk, hogy
(Tf, )=0.

Ezek szerint 9t, L R(T).

A (2. 3) felbontas igazolasahoz azt kell még megmutatni, hogy ha az f* € Ly(a, b)
elemre f*1N,, akkor f*€R(T).

Az f* elemhez szerkessziik meg azt az f,€ D* elemet, amelyre

= ) =0 (k=0,1,..,2n-1).

Ezutan a (2. 2) azonossagban elvégezve az f=f,, g=&, (k=1, 2, ..., 2n) helyette-
sitéseket azt talaljuk, hogy

(f*o) =+ 4@ (k=1,2,..,2n).
Ennélfogva ha f* 1 9,, akkor fennélinak az
fA@y=0 (k=0,1,..,21—1)

Osszefiiggések is, azaz fo€ D(T) és f*=Tf,€R(T). Ezzel a 2°. allitast bebizonyi-
tottuk.

30186 4 T* operdtor D(T*) értelmezési tartomdnya éppen a D* halmaz, és
T* g = gt*) (geD(T™).

Valdban, az adjungalt operator definicidja szerint a g€ L,(a, b) elem D(T*)-hoz
tartozik és g* = T*g akkor és csak akkor, ha

2.4 (Tf,9)=(fgH (€D

A (2. 2) azonossagbal latjuk, hogy ez a feltétel mindig teljesiil, ha geD* és g* =gl*,
Meg kell még mutatni, hogy megforditva is, ha g€ D(T™*) és g*=T*g, azaz
egy g,g%€Ly(a,b) elemparra teljesiil a (2.4) feltétel, akkor biztosan geD* és

g* =g[2n]_
Legyen g, a D* halmaz olyan eleme, hogy

gzt = g,
Ekkor (2.2) és (2.1) alapjdn
(If.8) = (f,&5) = (Tf,80)  (f€D(D).
Kovetkezésképpen ¢ = g—g, LR(T), és igy a 2° allitas értelmében ¢ €N,
vagyis @ €D* és o!*1=0. De ekkor g = go+@€D* és
g[2n] — g!:)zn] — g*.

A 3°. aliitast bebizonyitottuk.
Megjegyezzitk, hogy mint kideriilt, T* egyértelmiien meghatirozott operator,
tehat a D(T) halmaz sirii Ly(a, b)-ben.

16 Minthogy R(T) ortogonalis komplementuma mindig megegyezik a T*¢=0 egyenlet ¢
megoldasainak az Osszességével, nyilvanvald, hogy a 3° allitds magédban foglalja a 2° allitast.
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Minthogy tovabba tetszés szerinti komplex A mellett a
Tf—if =0
egyenletnek pontosan 2n linearisan fiiggetlen f€¢D(7T*) megoldasa van (ugyanis

konnyd belatni, hogy az 1°. allitds érvényes marad, ha benne az f1*"1 kvazi-dif-
ferencialkifejezést az f12"1— Aif kifejezéssel helyettesitjiik), igaz a kovetkezg allitas.

4°, A T operdtor defektus-indexe (2n, 2n).

3.§. A T operator énadjungalt folytatasai
s

Jelsljiik €-vel az x=(&, &,, ..., &,,) vektorokbdl allé6 4r dimenzidji unitér
teret. Mindegyik f¢D* elemnek feleltessiik meg azt az x=x(f) vektort, amelyre

&= %@, L =00 (k=1,2,..,20n)

Az 1°. és a 2°, allitds értelmében x(f) végigfut az egész € téren, ha f végigfut
D*-on.

Legyen T a T operator valamelyik 6nadjungalt folytatisa. Minthogy T* minden
ilyen operatornak folytatasa, fennall

3. D DT DT é Tf =11 (fEiD(T‘))

Jelolie I1(T) azoknak az x =x(f ) vektoroknak az Osszességét, amelyeket akkor
kapunk, ha f végigfut az egész D(T) halmazon. Nyilvan I(T) az € tér linearis
altere. H(T) megadasa teljesen meghatarozza a D(T) halmazt (és igy (3. 1) folytan
magata T " operatort is), mert D(T) mindazokbél az f¢ D(T*) elemekbdl all, amelyekre
1(f)eI(T). Valdban, ha f€ D(T*) és 1o=2(f)€I(T), akkor II(T) definiciéja
szerint talalhatd olyan fOECD(T) hogy xo=x(f,). Ekkor azonban x(f—f,) = 0,
tehat g = f—fo€ D)D), f = fo+gecDT).

Az 6nadjungalt operatorok definicidja értelmében a g€ D(T*) elem akkor és
csak akkor tartozik a D(T) halmazhoz, ha

(3.2 (Trhe)=(£,T*g (D).

A (2.2), (3. 1) osszefiiggések és a 3°. allitas folytan az utdbbi feltéte! ekvivalens
azzal, hogy

(3.3) [f:8lb—[/81.=0 (feD(T)).
Tekintsiik azt az
y = Ux

unitér transzformaciét, amely az x={}€€ vektornak az yp={n}€€ vektort
felelteti meg, ahol

— 4 vmn —
M=Conokr1> Mask = —Cnoksts Nowtk = —Canoit1s Mantx=Csnoks1

(k=1,2,...,n).
Ekkor (1. 9) alapjan a (3. 3) feltétel a kovetkezdképpen is felirhatd:
ENUz(@)=0  (fe€D(D)
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Ennélfogva a gE’D(T*) elem akkor és csak akkor van benne a ®(T) halmazban
(vagyis akkor és csakis akkor lesz x(g)EI'I(T)) ha Ux(g) ortogonalis I1(T)-ra, mas
széval a IT=TI(T) altér és UIT egymas ortogonalis komplementumai:

3.4 ’ C=HopUI.

Azt is konnyit belatni, hogy megforditva,- minden (3. 4) tulajdonsagu_I1 C €
altérnek megfelel a T operator egy T 6nadjungalt folytatisa, amelyre II(T)=1II.
Valéban, ha D(T) gyanant azoknak az fe D(T*) elemeknek az Osszességét valaszt-
juk, amelyekre x(f)€ll, és elGirjuk, hogy FED(T) esetén Tf=f1*1 legyen,
onadjungalt operatort kapunk (ugyams ra vonatkozdéan a (3. 3) egyenléség akkor
és csak akkor all fenn, ha gED(T)) amelynek megvan a klvant (T)=1 tulaj-
donsaga.

Hyen modon igazoltuk a kovetkezd allitast.

5°. Legyen I1C€ olyan altér, amely rendelkezik a (3.4) tulajdonsdggal, Dy
pedig azoknak az f€D(T™) elemeknek a halmaza, amelyekre x(f)€I1. Ertelmezziink
a Dy halmazon egy Ty operdtort a kovetkezokeppen

fnf = fm"] (fE :Dn)-

Az igy kapott Ty, operdtor a T operdtor 6nadjz)ngdlt Sfolytatdsainak az dltaldnos alakjat
szolgdltatja.

Megmutatjuk, hogyan adhaték meg analitikusan a (3. 4) tulajdonsiggal ren-
delkez6 IT alterek. Az emlitett tulajdonsag kovetkeztében minden ilyen IT altér
dimenzidja sziikségképpen 2n. Ezért a IT C € linearis halmaz 2n szdmu linedrisan
fiiggetlen egyenletbdl allé rendszerrel adhaté meg:

2n 2n
(3' 5) kg;(xjk ék—l_kzll ﬂjk 52n+k =0 (j = 112, ...,2”)-

Bevezetve az N ,
(j = (&jl’ crey aj2n,Bj1, ceey szn) (j = 1, 2, ...,2”)

linearisan fiiggetlen vektorokat, a (3. 5) egyenletrendszert igy irhatjuk fel:
(3.6) (xi)=0 (=12,..,2n).

Nyilvanvalo, hogy a (3. 6) egyenletrendszer akkor és csak akkor hatarozza meg
az adott, (3. 4) tulajdonsagu /7 alteret, ha az i, i,, ..., i,, vektorok bazist alkotnak
IT ortogonilis komplementumaban, vagyis UIl-ben. Minthogy pedig U?=1,
az utobbi feltétel ekvivalens azzal, hogy az Ui,, Ui,, ..., Ui, vektorok bazist alkot-
nak a IT=U(UI) altérben. Ismét figyelembe véve, hogy IT i UII, az alabbi fel-
tételekhez jutunk:

(3.7 (Ui,i) =0  (ik=1,2,..,2n).

Konnyu belatni, hogy ezek a feltételek nemcsak sziikségesek, hanem elégsé-
gesek is ahhoz, hogy a (3. 5) egyenletrendszer altal meghatéarozott IT lineéris hal-
maznak meglegyen a (3. 4) tulajdonsaga.
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A nyert eredmény megfogalmazasa céljabdl fel fogjuk hasznalni az 6nadjungalt
peremfeltétel-rendszer fogalmat. Mint ismeretes, a

(3.9 D fE @+ Zpu B =0 (j=1,2,...,m)

linearisan fiiggetlen peremfeltételekbdl allé rendszert akkor nevezik énadjungdltnak,
ha tetszés szerinti g, f€ D* elemekre, amelyek eleget tesznek ezeknek a feltételek-

nek, fennall
[gsf]b—[gaf]a = O

vagy, ami ugyanaz, ha mindazoknak az f€D* elemeknek a halmaza, amelyekre
ezek a feltételek teljesiilnek, a T operator valamelyik 7' 6nadjungalt folytatasinak
a D(T) értelmezési tartomanyat alkotja.

Az 5°. allitas és a fenti megfontolasok értelmében a T operator mindegyik T
onadjungalt folytatdsanak megfelel egy Onadjungalt peremfeltétel-rendszer, amely
a D(T) halmazt hatarozza meg az imént ismertetett moédon.

Vezessilk még be a kovetkezd jelolést: ha a=(ay, a,, ..., @y,) € b=
=(b,, b,, ..., by,), akkor legyen

(3 9) {0, b} = kg; ak E2n—k+1‘—k§ a2n—k+15k‘

Ekkor érvényes a kovetkezé allitas.

6°. Ahhoz, hogy a linedrisan fiiggetlen peremfeltételekbél allé (3. 8) rendszer
énadjungdlt legyen, sziikséges és elégséges, hogy m=2n legyen és hogy az a;=
=(&j1> %jay -oos Ujon)s D;=(Bj1, Bj2s --.s Bjan) vektorok eleget tegyenek az

(3. ]O) {al, uk} = {bj’ bk} (i,k = 1, 2, ey 2’1)

Seltételeknek?’.
Ez az allitas abbdl adodik, hogy a (3. 10) feltételek ekvivalensek a (3. 7) alattiak-
kal, ugyanis kdnnyen belathatoan

Uiy, i) = {a;, a,} — {b;, by} (. k=1,2,...,2n).

Most felsorolunk néhany példat 6nadjungalt peremfeltétel-rendszerre.
Nem nehéz belatni, hogy az

flet@ =0, flal)=0 (j=12,..,n)
peremfeltételek, ahol

o=Pr=P = =P _5, 4
G <qs<..<d,

akkor és csak akkor alkotnak 6nadjungilt rendszert, ha

PitPo-gir=2n-1, q+q, 41 =2n—1

k=1,2,..,n).
*

17 A valods esetben az onadjungiltsag analdg feltételei szerepelnek A. A. GRAFF [4] munkaja-
ban.
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Azt sem nehéz megmutatni, hogy ha a (3. 8) 6nadjungalt peremfeltétel-rendszer
szétesik az a végpontra vonatkozo m, szamu és a b végpontra vonatkozo m, szami
feltételre, akkor biztosan m,=my=n, és igy ebben az esetben a peremfeltétel-
rendszer a kovetkezd alakban irhaté fel:

2n 2n
G1)  ZatN@=0, 3o/ =0 (=12,
k=1 , k=1

Bevezetve az
a; = (@1 es Gjan)s  b; = (Bj1, -, bj) (G=12,...,n
vektorokat, a (3. 11) rendszer 6nadjungaltsaganak a feltételei az alabbiak lesznek:
{a;,,00} =0, {b;,b} =0 (j,k=1,2,...,n).
Specialisan az
FEi @) = 3 ap f4 @) = 0,
= G=1,2,...,n)

ST 3 by fRE ) = 0
k=1
peremfeltétel-rendszer akkor és csak akkor onadjungalt, ha
(3. 12) ajk:akj, bjk:Ek] (j,k= 1,2, ...,I’l).

Az altalanosabb esetben az

flan—i-1)(g) _ Z"v a £ (a) j cx ST (B) = 0,
k=1

k=1
flen-i-1py Zn’ dy 5 (@) + _5':' by f 1) =0
k=1 k=1

(=12..,n
peremfeltétel-rendszer akkor és csak akkor lesz 6nadjungalt, ha fennall (3. 12) és
Cjk:ajk (],k= 1,2,...,}7).

4. §. Félig korlitos T operatorok

Az alabb kovetkezd allitas azt mutatja, hogy a matematikai fizika szokasos
feladataiban el6forduld kvazi-differencidloperatorok félig korlatosak.

7. A T operdtor alulrol félig korldtos, ha'®
O) - Po(x)=0 (a=x=b).

18 Meg lehet mutatni, hogy a C) feltétel nemcsak elégséges, hanem sziikséges is ahhoz, hogy
a T operator alulrél félig korlatos legyen.
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Az 4llitds bebizonyitdsa céljabdl elég megmutatni, hogy a T operator vala-
melyik T onadjungalt folytatasa alulrél félig korlatos. llyen Onadjungalt foly-
tatasnak a T, operatort valasztjuk (ez a tovabbiakban fontos szerepet fog jatszani:
ki fog deriilni, hogy T. a T operator durva folytatasa), amely a legegyszeriibb On-
adjungalt peremfeltétel-rendszernek, nevezetesen az

4.0) (@) = fX(B) =0 *k=0,1,..,n—1)
feltételeknek felel meg.'?

Az (1. 7) azonossagot az f€D(T.), g=f elemekre felirva, majd mindkét oldal:
a-tol b-ig integralva azt kapjuk, hogy

b
4.1) (T.51) = ,é’)/pk(X)lf‘”’k’(X)lzdx (feD(T.)).
Masrészt, ha fe®D(T.), akkor ~

b
O = [V 9@ k=12..,0-1),
(x i)k 1

N ha ¢=x,

Ve, &) = 0 ha ¢&é=x

k=1,2,...,n—1).

Ennélfogva, ha bevezetjilk a

H(é,n)=—k§/pk(X)Vk(x,§)%(x,*1)dx (a=¢, n=b)

[n]

jelolést és f helyébe mindeniitt az fp — kifejezést tessziik, akkor a (4. 1) egyenlb-
0

séget a kovetkezG alakban irhatjuk fel:

¢ dn_

4.2 (T fif) = f 77 OF (é) f f HEn MO0 o .

a

Tekintsiik a

4.3) Y@ =p [HENY @) (7)

19 Ezek szerint D( i.,) azoknak az fe D(T*)elemeknek az dsszessége, amelyek eleget tesznek
a (4. 0.) feltételeknek.
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stlyozott integrélegyenletet, amelyben a H(&, n) magfiiggvény valds, szimmetrikus
és folytonos®,

Legyen {lﬁ 1}1 a (4. 3) egyenlet fundamentalis fliggvényeinek a teljes ortonor-
malis rendszere és {u;}i" a sajatértékek megfeleld rendszere. Itt az ortonormalitas a

{@w—f¢©¢©p©

skalaris szorzatra vonatkozodan értendd. Ekkor barmllyen @(&) (a=¢=b) folytonos
fliggvényre® érvényes a Hilbert-féle képlet:

{Ho, 0} = éuill{w, Y%
ahol !
ac  dn
(4.4) waw—ffﬂmmw@mm

IXGIXO)

Minthogy j -~ esetén |u;] <o, alkalmas szdmozas mellett

/“lj_lél (]= 1,2,...,V), u.l_1<l (j>V)

Kovetkezésképpen, ha

{(p, lp]}:o (j=1, 27 ...,V),
akkor

{Ho,0} = I{q),w}l2 = {0, ¢}.

J=v+

Most figyelembe véve a (4. 2), (4. 4) képleteket azt kapjuk, hogy tetszés szerinti
SeD(T,) clemre, amely eleget tesz az

(4 5) {f[n]’ l//1}=0 (] = 19 23 esey V)

feltételeknek, fennall a

(I.1,1)=0

egyenldtlenség. Ennek alapjan mar kénnyi belétni, hogy T.. alulrdl félig korlatos
operator, sét azt is, hogy T.. negativ spektruma véges szam sajatértékbdl all, amelyek
multiplicitdsdnak az Osszege =v.

-

20 Megemlitjiik, hogy ha pg-ra teljesiil az 4) és a C) feltétel, akkor a (4.3) egyenletre érvényesek
maradnak a valds szimmetrikus magu integralegyenletekre vonatkoz6 Hilbert-Schmidt-féle elmélet
Osszes allitdsai és formulai, feltéve, hogy alkalmas modon fogalmazzuk meg, ill. irjuk fel oket, vagyis

dé
az elméletben fellép6 integralokban minden d¢, dy, ... differencialt a megfelelo —— .. sulyo-
&)’ Po('l)

zott differenciallal helyettesitiink.
1 S5t, minden olyan ¢(¢) (a=¢&¢=5b) mérhetd fiiggvényre, amelyre

b
. % _
af|¢ (69 @ .
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Csakugyan, ha a T operator spektralfiiggvényét E(1)-val jelsljik (— oo <4 < o),
és feltessziik, hogy valamilyen & =0 mellett az E(— )9 ($ = L(a, b)) altér dimenzidja
nagyobb, mint v, akkor az E(—¢)9 altérben talalhato olyan f#0 vektor, amelyre
teljesiilnek a (4. 5) feitételek és amelyre

Tfif) = [AEDL) =—s(£1) =<0,

ez pedig lehetetlen.
Tehat 7. és vele egyiitt T is alulrdl félig korlatos. A 7°. allitast bebizonyitottuk.
A tovabbiakban, anélkiil hogy mondanank, mindig feltessziik, hogy a p, fligg-
vény az A) feltételen kiviil a C) feltételnek is eleget tesz (vagyis nem-negativ).
Ebben az esetben érvényes a kovetkezd allitas.

8°. A T operdtor barmelyik T 6nadjungdlt folytatdsa alulrél félig korldtos, és
diszkrét spekiruma van.

A 8°. allitaselsd része abbol adddik, hogy a T operator félig korlatos és defektus-
szama n(T)=2n véges (lasd I. fejezet, 18. tétel). Az &llitds masodik részének (ti. |
hogy T spektruma diszkrét) a bebizonyitasdhoz, n(7) végessége miatt, elég meg-
mutatni, hogy a T operator legalabb egy folytatasanak példaul a 7. folytatasnak,
diszkrét spektruma van (lasd L. fejezet, 22. és 24. tétel). Masrészt a 7°. allitas i igazo- |
lasa soran egyuttal megallapitottuk, hogy 7. negativ spektruma véges szamu |
sajatértékbdl all, és a hozzajuk tartozé multiplicitisok Osszege véges. Minthogy
ugyanezek a megfontolasok alkalmazhatdk a_ T..+cl operatorra tetszés szerinti 1
valds ¢ esetén, ebbdl mar koévetkezik, hogy 7. spektruma diszkrét.

A 8°, dllltaSt bebizonyitottuk.

Megemlitjiikk, hogy a T operator spektrumanak a diszkrétségét rendszerint ‘
mas moédon igazoljak, nevezetesen mint annak a kozvetlen folyoményat, hogy ha
¢ a T operatornak nem sajaterteke akkor (T'—cI)~? teljesen folytonos. Az utébbi
koriilmény viszont a (T'—cI)~* operatornak Green-fiiggvény segitségével torténd
integral-el6allitasabol adddik.

'

5.§. A Green-fiiggvény és a T onadjungalt folytatis fundamentilis fiiggvényei

Azon feltevés mellett, hogy a 0 szim a T operatornak nem sajatértéke, meg fog-
juk mutatni, hogyan hatarozhaté meg az f fiiggvény a

Tf=h (hELz(a, b))

egyenletbdl.
Mint tudjuk, ez az operatoregyenlet ekvivalens az

6.1
(5.1

f—

f[2n]:h’
{Uj(f)=0 (J=12..2n
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rendszerrel, ahol az U/(f) (j=1, 2, ..., 2n) kifejezések valamilyen

U= 3 e/ @+ 3 BasUE) (=120

alaku ,,perem-funkcionalok™.
Az (5. 1) egyenlet f€D* altalanos megoldasat a kovetkez6képpen lehet els-
allitani:

6D I@= [ewDIOET S CGa@  @=x=b)

itt ®(x, &) a Cauchy-figgvény, (94, ®,, ..., D,,) a ¢*"1=0 egyenlet megoldisaibol
allo M, halmaz bazisa, C, (k=1,2, ..., 2n) pedig tetszés szerinti konstansok. A

0 (x=9¢),
?(x, &) x=¢)

jelolés bevezetésével az (5. 2) egyenlOség az

* (x, & = {

S@) = [0 00RO+ 3 GaW  @sr=bh

alakra hozhaté. Az f fiiggvénynek ezt a kifejezését behelyettesitve az (5. 17) Gssze-
fiiggésekbe a C, (k=1,2, ...,2n) értékekre az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

5.3) J U@ . 9)h@de+ 3 Uy @) G =0
(G=12,..,2n).

Ennek az egyenletrendszernek az |U/(®)|i" determininsa nem nulla, mert kiilon-
ben az (5. 1) rendszernek £ =0 esetén (vagyis a 7f=0 egyenletnek) léteznék f=0
megoldasa, és ez ellentmond a tett feltevésnek.

A &(x, &) fiiggvény (1. 11) kifejezésébdl kovetkezik, hogy fennall

20 = U (2*(x, )R,  (=1,2,...,2n)
is. Ennélfogva ha megoldjuk az (5. 3) linearis egyenletrendszert a C, (k=1, 2, ..., 2n)
ismeretlenekre és a nyert kifejezéseket behelyettesitjik az (5.2) Osszefiiggésbe,
arra az eredményre jutunk, hogy '

b
(5.4) [ = [Gx,On©d,
ahol
2n
P (x, &)+ Zl ;) ¥;(C) (x=9),

(5.5 G(x, ) = ”

2n

RACEAG x=9),
és ¥ER,  (=1,2..,20).
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Minthogy barmllyen heLy(a,b) esetén az (5.4) egyenldség ekvivalens az
f=T"h egyenléséggel és a T~ operator hermitikus, azért a G(x, &) Green-fiiggvény
hermmkus magfiiggvény, azaz

G(x,8) =G x) (a=x, {=h).

Most legyen {p;}i" a T operator sajatvektoraibdl allé teljes ortonormalis rend-
szer, ahol a szdmozast Gigy végezziik, hogy a megfeleld 4; (j=1, 2, ...) sajatértékek
novekedo sorozatot alkossanak:

}.1§12§13§ ces (,{n—boo).
Mas széval {¢;} a

e _1p =0
5.6 .
(5.6) {U,-(w 0 (=12 ..,2)

peremérték-feladathoz tartozé fundamentalis fiiggvények teljes ortonormaélis rend-
szere, {A;}r pedig a megfeleld karakterisztikus értékek sorozata. Minthogy a
To—ip = 0 egyenlet ekvivalens a ¢ —AT—1p = 0 egyenlettel, azért az elobbi
egyenlet, és igy az (5. 6) peremérték-feladat is, ekvivalens a

b
94 [Gx, 0O d =0

integralegyenlettel.
Tekintettel arra, hogy ennek az egyenletnek majdnem mindegyik 4;(j=1, 2, ...)
karakterisztikus értéke pozitiv, MERCER tétele szerint érvényes a ,

6.7 G(x, &) = Z”M%V—@ (a=x, E=bh)

sorfejtés, és ez az a=x, £=h négyzetben abszolut és egyenletesen konvergens.

Most megjegyezziik, hogy az (5.5), (1. 11) képletek és az (1. 10) Osszefiiggések
értelmében a G(x, &) fiiggvény

DItk G
.9) Gulr, &) = 571 (k= 0,1, n—1)

derivaltjai léteznek és folytonosak.
Ennek folytin érvényesek a

2 oW (x)o® (§)
69 Gawo=2202 O oo,

sorfejtések®™ és mindegyikiik abszoliut és egyenletesen konvergens az a=x,E=b
négyzetben.

22 Az (5.9) sorfejtések érvényességét folytonos (5.8) derivaltakkal rendelkezd G(x, &) hermi-
tikus magfiiggvényekre a szerz6 eldszor az [5) kozleményben allapitotta meg. Az alabb ismertetett
egyszerli bizonyitds A. M. DANYILEVsZKIItO] szarmazik [6] (aki Harkovban a varos német megszal-
lasa idején éhen halt).
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Ennek az allitasnak a bebizonyitasa soran az altalanossag megszoritasa nélkiil

feltehetjiik, hogy®
)'v>0 (v:l, 2, ...).

Ekkor az (5. 7) sorfejtésbd]l adddik a kovetkezd egyenldtlenség:

*2’2’ {G(x, )= G(x,x+h—G(x+hx)+G(x+h; x+h)} =

1 Slo,(x+N—o, M _ 1 <lo,(x+h)—0,)
=_2§ ¢ A I §—2§ ( A

(as=x,x+h=>b; m=12..).

Elvégezve eldszor a h -0, azutin pedig az m — o hatardtmenetet, azt kapjuk, hogy

(5. 10) (Gyy (%, x) = El‘plﬂ? (a=x=b).

Minthogy tovabba tetszés szerinti m <n természetes szamokra

D (x) p® (&) t«pmmizl/ le® )
A, 1 Z Z i,

vmi

(5.11)
(asx, Esb),

azért az (5. 10) Osszefiiggésekbdl adddik, hogy a
= oD () o® (5
(5.12) Z&M (a=x, E=b; j, k=0,1)

sorok rogzitett ¢ (illetve x) mellett x-ben (illetve &-ben) abszolut €s egyenletesen
konvergensek. Ennélfogva az (5. 12) sor Osszege j=1, k=0 esetén a j=0, k=0
értékekhez tartozo (5. 12) sor dsszegének az x valtozo szerinti derivaltja. Az (5. 7)
egyenléség értelmében innen

5.13) Gutr,5= > 20O oy eap)
=1 Yy

Minthogy pedig ugyanigy a j=1, k=1 értékekhez tartozé (5.12) sor Osszege a
j=1,k=0 értékekhez tartozé (5.12) sor-Osszeg & szerinti derivaltja, az (5.13)
Osszefiiggés alapjan kapjuk:

(5.14) Gu(x,§&) = Z”VM (a=x,&éE=D).
v=1 l

v

2 Ellenkezd esetben a G(x, ¢) fliggvényt megfontolasainkban mindeniitt helyettesithetnénk a

v (x) 0. (&)

v

Gp(x7f) = G(xyé) 2—
fiiggvénnyel, ahol a p értéket ugy valasztjuk meg, hogy v=>p esetén 1, >0 legyen.
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Be kell még bizonyitani, hogy az (5.13), (5. 14) sorfejtések az a=x, ¢=b
négyzetben abszolut és egyenletesen konvergensek. Ez azonban kovetkezik az (5. 11)
egyenldtlenségbdl, az (5. 7) sorfejtés egyenletes konvergenciajabol és abbdl, hogy a

N
(5.15) Gy (3%, %) = > "”-le(ﬂ (@=x=b)
v=1 v

sorfejtés az (a, b) intervallumban egyenletesen konvergal (DiNi tétele alapjan).

Hyen moddon allitdsunkat a G(x, &) (j, k=0, 1) derivaltakra bebizonyitottuk.

Analog eljarassal, de most mar az (5. 7), (5. 13), (5. 14) sorfejtésekbdl kiindulva
be lehet bizonyitani az allitdst a G,(x, &) (j, k=0, 1,2) derivaltakra. Ugyanigy
folytatva az okoskodast igazolhatjuk az Osszes (5.9) sorfejtések érvényességét,
valamint abszolut és egyenletes konvergenciajat.

Erre az eredményre hamarosan sziikségiink lesz.

6.§. A D[7] halmaz és a T, durva folytatis

Jeldlje L, mindazoknak az f€L,(a, b) fiiggvényeknek a halmazat, amelyek
abszolit folytonosak, abszolit folytonos f™1(k =1, 2, ..., n— 1) derivaltjaik vannak
és ezekre teljesiilnek az

©.1) M@ =M@E)=0 (k=0,1,...,n—1)
peremfeltételek, végiil

b
(6.2) [ P fP(x)dx < o,

Ertelmezziik az L, halmazon a (g, /), skalaris szorzatot a kévetkezd képlettel :

b —_—
@M = [P@e” @ P x)dx  (g,fELy).
Ekkor L, Hilbert-tér.
Ennek az allitisnak a bebizonyitdsa céljabol elég annyit igazolni, hogy L,
teljes normalt tér az

o 171 = VD
normara nézve.
Legyen {f,}y <L, egy Cauchy-sorozat, azaz

”fv—f,,lll—»O, ha Uy, V—> o0,

Ekkor a Vpo(x) f{"(x) fiiggvények sorozatara alkalmazni lehet a Riesz— Fischer-
tételt; e tétel értelmében talalhaté olyan ¢(x) (a=x=b) mérhetd fiiggvény, hogy

b
[ P () dx < o=,

6.3) .
S P @I —fP@Pdx~0, ha oo,
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Legyen

)= f"; Lo@d @=x=b;

a

ekkor fM=¢ és

- _gyn—k-1
f“’(@:f%%_m(p(g)dc (@=x=b;k=0,1,....n—1).

a

Minthogy azonban L, definicidja szerint

£ (x) = (——-—&:élzn_kl;:f(") (&) dé¢ (@=x=b; k=0,1,..,n—1)

a

is fennall, azért
n—k
SO 1P 0] = %—2—3—,@ O—FP @) de| =

a

b
b—a)yr—k-1
é((n——‘llc)——l)! f [0 (&)~ @) dt =

(b a)n k-1 " \
= n—k—D! (5) Po Do @O—£" QP &,

tehat (6. 3) alapjan k=0, 1, ..., n—1 esetén az f¥(x) (v=1, 2, ...) sorozat egyen-
letesen tart f®(x)-hez. K&vetkezésképpen

f®(@) = f® ) = lim £ (a) = lim £¥(b) = 0

v—+oo Y+ oo

*k=0,1..,n=-1).

Ily médon f€ L, és minthogy /" = ¢, azért (6. 3) azt jelenti, hogy || f—£,ll, 0.

L, teljességét bebizonyitottuk.

Most mutassuk meg, hogy D(T) mint az L, Hilbert-tér részhalmaza siirii ebben
a térben. Tegyiik fel az ellenkezGt; ekkor L-ban talalhat6 olyan g( < 0) elem, amely
ortogonalis D(T)-re, amelyre tehat

b b
[ o) @ ) g™ () dx = [ f(x) g™ (x)dx = 0

6.4
.. (fed (D).
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De f€D(T) esetén
65 fO)= [ 00O E, SO0 = [ Gl fHE) &,
ahol &(x, &) az (1. 11) képlettel értelmezett Cauchy-féle fiiggvény, és
Dy(x,8) = FZn; (‘PS-“] (x) (p%ln]—j+1(§) - 4’5’”(5) Q)g”‘,]_“l (x))

(e=x,¢=b; k1=0,1,...,2n).

Az 17 fiiggvény (6. 5) alatti kifejezését behelyettesitve a (6. 4) Osszefiiggésbe azt
nyerjiik, hogy

b —_—
(6.6) [rea @di=0  (fe D)),
ahol :
6.7 1O = [ 0x,Hg"(®)dx  (a=x=0b).
¢

A (6. 6) egyenldség azt fejezi ki, hogy y 1 R(T), kovetkezésképpen a 2°. allitas
szerint y €D(T*) és
¥P*1=0,
Masrészt ha (1. 10) felhasznalasaval (6.7) alapjan egymas utan kiszamitjuk
a y* (k=1, 2, ..., 2n) kvazi-derivaltakat, kideriil, hogy majdnem mindeniitt

b
M@ = [Ou(x, e (Wdx  (k=1,2...,n-1),
s

(6' 8) [n+k] — d (n) ¢ (n)
AE) = 4 (PO 8”@ + [ pnin(x, 8 () dx
4
k=0,1,..,n),
és ebbdl egyuttal kovetkezik a

dk
g (P08 (k=0,1,....m)

kvazi-derivaitak abszolit folytonossaga. Specialisan

dll
(6.9) 2B = r (Pog™) =0.

Minthogy a g(€ L) fiiggvény eleget tesz a
(6.10) g¥ (@) =g®®B)=0 (k=0,1,...,n—1)
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peremfeltételeknek, a (6. 9) egyenldségbdl kdvetkezik, hogy
b ) b d"
(n)|2 — IR (n) —
fhmlﬁ—fﬁﬂﬂﬁmgﬁh—ﬁ

Ennélfogva g™ =0 és igy a (6. 10) Ssszefiiggések miatt g=0. Ellentmondasra ju-
tottunk.

Tehat D(T) siirl Lg-ban.

Most mar nem okoz nagy nehézséget az alabbi 4llitas bebizonyitasa.

9°. A D[T] halmaz megegyezik az L, halmazzal; a T. operdtor® azonos
a T operdtor T, durva folytatdsdval.

Valoban, minthogy (T) slirli L,-ban, azért tetszés szerinti f€ L, elemhez
talalhaté olyan {f,}c®(T) sorozat, hogy

b
If =18 = [ P Gf® ()~ £ @] dx 0.

Ekkor, mint mar tudjuk, k=0, 1, ...,n—1 esetén az {f®(x)} sorozat az (a, b)
szamko6zben egyenletesen tart f®)(x)-hez, tehat

b

L (f~fof-f)= [IfQ—f®)PFdx~0 ha vsoo;

a

n b
1 ATGL=1) = 2 [ 2@ @£ (ol dx 0
ha p,v—see.
Az 1. és a II. feltétel teljesiilése azt jelenti, hogy f€D[T]. lly médon
6.11) LycD(T.].

Masrészt az 1. fejezet 4. § értelmében (lasd a 10. tételt és a 3. pontot) egy T
6nadjungalt folytatisra akkor és csak akkor all fenn a D[T]=D[T] egyenldség,
ha T'=T,. Ezek szerint ha bebizonyitjuk, hogy
(6.12) D(T.]cL,,
akkor a (6. 11) oOsszefiiggés figyelembevételével a

D[T1=2[T.] =L,
egyenldséget nyerjiik, €s igy a 9°. allitas be lesz bizonyitva.
Minthogy D[T.]=[T..+cl] (—ew<c<we), a (6. 12) tartalmazas bizonyita-

sanal az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy T.. =0.

2 Emlékeztetiink arra, hogy ez az operator a (6.10) peremfeitételekhez tartozik.
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Az L fejezet 4. lemmaja értelmében f€D[T.] esetén

(6.13) Z’ 210 0% < oo,

ahol {¢;}i a T., operator sajatvektoraibdl allé teljes ortonormalis rendszer és

Too;=hdo;,  (4=0; j=12,..).
Tekintsiik az .

fi= glmwj)m,-emﬁ] v=12.)

fiiggvények sorozatat. Erre nyilvan fennall

(T=f ) fi=f) = ) =Z,,+ Al @pP~0

ha py,v—>o (u<v).

Minthogy masrészt a 7., operator G(x, &) Green-fiiggvényére érvényesek a

© 1K) ()2
G,‘,‘(x,x)=25’97(i€l (k=0,1,...,n—1; a=x=b)
=1 j

7
sorfejtések, ¢és igy egy M =0 szamra

0

) ()12
"ﬁj(—x)-’ =M (a=x=b; k=01,..,n-1)
=4

. J
azert

Ly 4 [2
| £ (x) ~ @ (x)]? = ; 2 (Le)eP) =

j=p+1 [

J=p+1

(6.14) = 3 Aoy X WOy > 2
: = > hithe)r 2 =y 3 41 0)
J=pt1 J J=pt1
(a=x=b; k=0,1,...,n—1).

Ily mddon tetszés szerinti k=0, I, ...,n—1 mellett az {f*(x)};=, sorozat
az (a, b) intervallumban egyenletesen tart valamilyen g (x) folytonos fiiggvényhez.
Kovetkezésképpen az f fiiggvény, amely az {f,} sorozat négyzetes kdzépben vett
limesze, egyuttal e sorozat egyenletes limesze is, és (n — 1)-szer folytonosan differen-
cidlhaté: fO(x)=gu(x) (k=0, 1, ..., n—1)?. Tovabba minthogy az f, (v=1, 2, ...)

fiiggvények eleget tesznek a (6. 10) peremfeltételeknek, ugyanez igaz 1952 az f figg-
vényre is.

25 Ezek szerint érvényesek az
fP@ =23 fe)e?'® (asx=b; k=01,..,n-1)
v=1
sorfejtések, és mindegyikiik egyenletesen (€s abszolit) konvergens az (a, b) szamkozben.
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Mindezek utan vildgos, hogy a

(TS=ffi—=f) = / PolfP=£ 1 dxt 20 [ byl S0 —f P dx

egyenléség jobb oldalan all6 Osszeg u, v oo esetén nulldhoz tart, dgyhogy (6. 14)
értelmében

b
[ Polf® ~fP[dx~0, ha p,v-oo.

Ez azt jelenti, hogy az {f,} <L, sorozat Cauchy-sorozat, tehat L, teljessége miatt
van f, limesze Ly-ban. De ha az {f,}i" sorozat Lban tart f-hoz, akkor egyenle-
tesen is tart f-hoz. Ennélfogva f=f,€L,. lly mddon a (6. 12) Osszefiiggést és vele
egyiitt a 9°. allitast bebizonyitottuk.

7.§. A T operitorhoz tartozé f6 peremfeltételek és a D[7] halmaz

Egy 2n 2n
2 4 @) + 2 B fE1 () = 0
k=1 k=1

alaka peremfeltételt, amely minden fe®D(T) fiiggvényre teljesiil, a T operator
T o6nadjungalt folytatasihoz tartozd f& peremfeltételnek neveziink, ha

o, =P, =0 (k=>n).

Ennek a fogalomnak a jobb megertese céljabol végezziik el a kovetkezé meg-
fontolasokat.

Mindegyik fe®D(T) elemnek feleltessiik meg a 2n-dimenziés komplex € tr-
ben fekvl %(f)=(&4, &, ..., £,,) vektort, ahol

& =N, &, = 1) k=1,2,..,n).

Nyilvanvald, hogy az a I1 halmaz, amely az &sszes #(f) (f€D(T)) vek-

torokbdl all, az € térben linedris alteret alkot. Legyen ennek a dimenzidja 2n—d.
Ekkor a IT alteret egy d szamu linedrisan fliggetlen egyenletbdl alld rendszer hata-
rozza meg:

2opbet 2Bl =0 (i=12..,d).

Vilagos, hogy ekkor a

Ié;ajkf[k—u(a)-[—kzzn'l B fE1(B) = O G=12,..,d)

peremfeltételek a T operitorhoz tartozé linedrisan fiiggetlen f6 peremfeltételekbdl
allo teljes rendszert szolgaltatnak.
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Az elmondottakbol tobbek kozott az is Kitiinik, hogy ha egy (n—1)-szer dif-
ferencialhaté f(x) (a=x=»b) fiiggvény eleget tesz a T operatorhoz tartozé mind-
egyik f6 peremfeltételnek, akkor talalhatd olyan f,€®(T) fiiggvény, hogy

9@ = fP@, fFB@b) =100 k=0,1,..,n-1).
Azt is konnyd belatni, hogy ha a

(7.1) jdjkf[k‘ll(a)+2 Bu S By =0  (j=1,2,..,2n)

egyenletek a T operator 6nadjungalt peremfeltétel-rendszerét alkotjak akkor a
T operatorhoz tartozé linearisan fiiggetlen f6 peremfeltételek pontos d szama éppen
2n—r, ahol r az

Urn oo %12n Bin -~ Bion

(1.2) Oop --- Oagn Pan --- Baon
a2nn -ee Ooyop ﬁ2nn ﬂ2n2n

matrix rangja. Az is nyilvanvalo, hogy a (7. 1) feltétel-rendszer mindig helyettesit-
hetd olyan ekvivalens rendszerrel, amelyben az elsé d feltétel {6 peremfeltétel.
A 6 peremfeltételek szerepét a kovetkez6 allitas vilagitja meg.

10°. Legyen T a T operdtor valamelyik onadjungalt Solytatdsa, {¢ 1}1 a T ope-
rdtor sajdtvektorainak teljes ortonormdlis rendszere és T (p,—lj(p ; U=L2,..).
Ekkor egy f€ Ly(a, b) elemre nézve az aldbbi harom kijelentés ekvivalens:

a) fed(T;
(1.3) b) Z A (S, @12 < o

c) f majdnem mindeniitt megegyezik egy f, abszolit folytonos fiiggvénnyel,
amelynek az f® (k =1,2,...,n—1) derivdltjai léteznek és abszolit folytonosak,
amelyre teljesiilnek a T operdtorhoz tartozé dsszes f6 peremfeltételek, végiil pedig

(7.9 [ o ()£ ()2 dx < oo

Minthogy D[T]=D[T +clI] (—eo<c<oo) és T-nak a T+ cI operatorral valé
helyettesitése esetén a (7. 3) sor a

Z Oy +0(f o)

sorba megy at, amely a (7. 3) sorral egyszerre konvergens vagy divergens, azért
az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjilk, hogy 4,=0 (j=1,2, ...). Ekkor
azonban az a) és a b) allitds ekvivalencidja kozvetleniil adédik a 4. lemmabol
(I fej., 4. §).

Jelolje L(T) az olyan f, fiiggvények Osszességét, amilyenekrdl a ¢) kijelentésben
sz van.

\
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Az a), c) kijelentések ekvivalencidjanak a bebizonyitasdhoz elészér megmutat-
Jjuk, hogy c)-bdl kovetkezik a), azaz .

L(T) c D[T).

Legyen f¢ L(T). Ekkor f-re teljesiil valamennyi {3 peremfeltétel, és igy talalhatd

olyan f,€D(T) elem, amelyre
/8@ = [P, fPO) =P (*k=0,1,..,n-1).
Ennélfogva, a 9°. allitas felhasznalasaval,
g =f—fEeD[TICD(T],

minthogy pedig fo€ D[T], azért f = g+fo€D(T].

Most meg fogjuk mutatni, hogy a)-bol kévetkezik c¢), vagyis
7.5 DT} L(T),

és ezzel a 10°. allitas bizonyitasanak a végéhez ériink.
Az 1. fejezetben szereplS 15. tétel szerint

DTl = D(T1+NR;, ahol %Ry = N,ND[T].

Ebbdl, figyelembe véve a 9°. allitast, azt kapjuk, hogy minden f¢D[T] fiiggvény
abszolit folytonos, elsé n—1 szami fW (k=0, 1, ..., n—1) derivaltja létezik és
abszolut folytonos, tovabba f™ eleget tesz a (7. 4) feltételnek.

Ily médon (7. 5) bebizonyitasdhoz mar csak azt kell megmutatnunk, hogy az
feD[T] fiiggvényre teljesiilnek az dsszes f6 peremfeltételek. Erre a célra felhasznal-
hatjuk azt a tényt, hogy a) és b) ekvivalens egymassal, és ugyanigy okoskodva, mint
a 9°. allitas bizonyitasa soran, igazolhatjuk, hogy (7. 3) folytan érvényesek az

(7.6) P = ._gl (o))  (k=0,1,...,n~1)

sorfejtések, és mindegyikiik az (a, b) intervallumban abszolut és egyenletesen kon-
vergens.
_ Minthogy mindegyik ¢«(x) (j=1,2,...) fundamentalis fiiggvény eleget tesz
a T operatorhoz tartozo teljes peremfeltétel-rendszernek és igy minden f& perem-
feltételnek, a (7. 6) sorfejtésekbdl kdvetkezik, hogy f-re is teljesiilnek a T operator-
hoz tartozo Osszes f6 peremfeltételek.
A 10°. alllitast bebizonyitottuk.

8.§. A I'#(f, g) és a T[f, g] funkcionalok.
Az fc D[T] elemeknek a T operitor sajatvektorai szerint haladé sorfejtései

Tekintsitk a D(T) halmazon a kovetkezé funkcionalt®:
n b
@®.1 Iy (f,8) =— LZ: SB 8 (x) g™ (x) (&.f € D(D)).

26 Mint rendesen, [p(x)]2 a ¢(b) — p(a) kifejezést jelenti.
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Minthogy N
B [f;g]a = [f’g.lb (gnyD(T))!
azért

8.2 ri(f,e) =Ti@&f) (&sfeD().
Ez az egyenléség azt mutatja, hogy rogzitett g € D(T) mellett a I'z(f, g) funkcionalt az
) =@, ... " V@, f(b), ..., [V (D))

vektor teljesen meghatdrozza. Tekintettel arra, hogy ennél a megfontolasnal f
és g szerepét fel lehet cserélni,~azt kapjuk, hogy a I'7(f, g) funkcional értékét az
1(f) és az #(g) vektor megadasa teljesen meghatarozza. Ezek szerint

(8.3 I (f,8) = F(2(/). £ (9);

ahol F(x, y) egy funkcional, amelynek az értelmezési tartomdnya az Osszes x, en
parokbol all (itt 1 az a linearis halmaz, amelyet az (1), f¢ D(T) vektorok alkot-
nak). Minthogy

I'i(y fit+2: 12,8 = M Ti (1,8 + 27 (fo,8) (41,4, szdmok),
azért a (8. 3) Osszefiiggés alapjan
1. F(x,9) = F(n,%)  (x,yell);
2. F(A 2+ 453, 0) = 4 F (3, 9) + 4, F (32, 9) (xI’stt)Eﬁ)'

Innen mar kdnnyen addédik, hogy az F funkcionilhoz hozzirendelhetiink (még-

hozz4 végteleniil sokféleképpen, ha IT nem azonos az egész ¢ térrel) egy [[yxl%
hermitikus matrixot, amelyre

x=(€11-'-562n)eﬁ’ I):(rll"":’hn)eﬁ
esetén

2n
F(x,9) = Z Vi €5 -
Sk=1

Ekkor (8.3) értelmében tetszés szerinti f, g€ D(T) elemekre igaz a kovetkezd:

-

ri(f,e) = 2 vf9 0@ (@ +
Jk=
B4+ 2 i fINBEV@ + D VSV V(@) g D) +
Jk=1 jk=1

+ -,21 P L (O VERI))

Ugyanezzel az egyenl8séggel értelmezziik a I'7(f,g) kifejezést tetszés szerinti
J, g €D[T] elemekre. Minthogy a 10°. allitas értelmében az £, g€ D[T] fiiggvények
eleget tesznek a T operatorhoz tartozé valamennyi f6 peremfeltételnek, azért

#(f), #(g)€1l, tehita ~
ri(f,g)  (f,g€DIT)
funkciondl emlitett definiciéja nem fiigg a ||y;/|i" matrix megvalasztasatdl.
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Az (1.7) azonossag és a (8. 1) egyenlGség folytan fennall

b

(8.5) (Tre) = I'i(f,9)+ Z P () S® (x) g™ (x) dx
L (f, gD (1))

Specialisan

(8.6) (Tf,1) =T (L )+ g) Proi OO )2 dx.

Erre a képletre sokféle célbol lesz sziikségiink, tobbek kozott az alabbi allitas igazo-
lasahoz is.
11°* Ha az f(x) (a=x=b) abszolit folytonos fiigguény n—1 szdmii abszolit

Solytonos f®(x) (k=1,2, ...,n—1) derivdlttal rendelkezik, tovdbbd teljesiti a T
operdtorhoz tartozo Osszes f6 peremfeltételt és az

S P @) f® ()2 dx <o

feltételt, akkor érvényesek az

@.7 fOE) = g(f, )P )  (k=0,1,..,n=1)

sorfejtések, amelyek az (a, b) intervallumban abszolit és egyenletesen konvergdinak,
valamint az

F®x) ~ g (s @) 0 (%)

sorfejtés, amely abban az értelemben konvergens, hogy

b v
(8.8) JP@Uf® @)= 2 (f0) 9P dx~0, ha v

27 A Hilbert—Schmidi-tétel szerint az f(x) (a=x=b) folytonos fiiggvény az (a, b) szamkozben
abszolut és egyenletesen konvergens

@ fx) = _i s 0.) 0, (%) (a=x=b)

sorba fejthetd, ha a figgvényt eld lehet allitani forrdsszeriien a T operator G(x,s) Green-fiiggvénye,
vagy ha a 0 szdm sajatérték, T altalanositott Green-fiiggvénye segitségével. Ez a feltétel ekvivalens
azzal, hogy fderivéltjai abszolit folytonosak és eleget tesznek a 7 operatorhoz tartozd 6sszes perem-
feltételnek. Nyilvanvalo, hogy a 11°. allitas az f fliggvényre vonatkozd lényegesen enyhébb kovetel-
mények mellett biztositja az abszolit és egyenletesen konvergens (I) sorfejtések létezését. A 11°
allitas altaldnosabb és teljesebb azoknal a sorbafejtési tételeknél is, amelyeket TREFFYZ [7] a Schmidt-
féle parok elmélete segitségével nyert.
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Valoban, az f fliggvényre tett megkdtések egyiittesen ekvivalensek, a 10°. allitas
alapjan, azzal az egyetlen megkotéssel, hogy f€D[T]. Masrészt a 10°. allitas bebi-
zonyitasa kozben megallapitottuk, hogy barmilyen fe®[T] fiiggvényre (amelyet
mindig tekinthetiink folytonosnak) fennallnak az (@, b) szamkozben abszolat és
egyenletesen konvergens (8. 7) sorfejtések.

Be kell még bizonyitani a (8. 8) sszefiiggést. Ennek az érdekében vezessiik be az

f,(x) = ;(ﬁ¢j)¢,(x) @sx=b; v=12..)
jelolést. Ekkor
TU=tdf=h) = 2 B0l =0,

(8.9)
ha py,v—oo.

Masrészt (8. 6) értelmében
(TUSo=S)Ls=1) = Tilfy=fus fo=F) + ’% f Pk 10— £ PP dx,

és itt a (8. 7) sorfejtések egyenletes konvergenciaja miatt

By Voo

lim fp.. QIO —fORdx =0  (k=0,1,..,n—1).

Hy Voo

Ennélfogva

lim fp | £ — 2 dx = 0.

H,v—+oo

Kovetkezésképpen, a Riesz— Fischer-tétel szerint, talalhato olyan @(x) (a=x=b)
mérhetd fiiggvény, amelyre

(8.10) lim fp0|qo—f(")|2dx = 0.

v g

Ekkor tekintettel arra, hogy

X

/w(Y)dY~ﬁ"’ V) +f )| = fl¢(X) —fP ()| dx =

l// (x)l//”"(")l@(x) —fO@Rd (@=xsb; v=12..),
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fennall

[ 0@ dr o0 (x) 105 (@) =

= lim {f(p(x) dx — £~V (x) +fv("‘1)(a)} =0.

V=0

Ily médon ¢ =™, és (8. 10) azt fejezi ki, hogy érvényes a (8. 8) Osszefiiggés.
Az allitast bebizonyitottuk.
_ Megjegyezziik, hogy mivel f,—f és igazak a (8.9) alatti egyenlségek, azért
T1/, /] definicidja szerint (lasd 1. fejezet, 4. §)

@.11) lim (74,,£) = T(£./])

y—>oo

Masrészt a (8. 7) sorfejtések egyenletes konvergencija és a (8. 10) egyenldség miatt,

amelyben ¢ =f™, fennall
lim I'z (f,, /) = T+ (£, f)

és -0
b b
lim [ p,ilf®fFdx = [poilf®Rdx  (k=0,1,...,n).

Tehat ha a (Tf,, f,) kifejezést a (8. 6) képlet segitségével irjuk fel, akkor (8. 11) alap-

jan kdnnyen nyerjiik, hogy
b

(8.12) T[f,f]=Fi(f,f)+go Pak|f®Pdx  (f€D[T).

a

Innen ismert gondolatmenettel kdvetkezik, hogy altalaban

b
(8.13) T[ﬁg]=Ff(f,g)+,£ f PuifPgWdx  (f,g€D[T)).

9.§. A T operitor negativ sajatértékeinek a szdma
Ebben a paragrafusban azt az esetet fogjuk vizsgilni, amikor a T operator
szigoruan pozitiv.
1. A T operatort akkor mondjuk szigordan pozitivnak, ha

6.1 T, f1=0  (feD[T], f+0).

Minthogy 7., megegyezik a T operator T, durva folytatasaval, azért a 10. tétel
és a 4. lemma (I. fej., 4. §) értelmében D[T]=D[T..] és

©o

TUAA1 = T.1f /1= 2 M0N0 (f€DIT),

J=1
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ahol {p;} a T. operator sajatvektoraibsl allé teljes ortonormélis rendszer és
T.o;=¢; (j=1,2, ..; A= =..). 5

Ilyen médon a T operator akkor lesz szigoriian pozitiv, ha 7.. mindegyik
A (j=1,2, ...) sajatértéke pozitiv, kdvetkezésképpen

(T.f,f) =0, ha fe®D(.), f=O.

Mivel a I'f., funkcional azonosan nullaval egyenld, a (8. 6) képlet értelmében
annak a feltételét, hogy a T operator szigorian pozitiv legyen, a

2 f Pek () [/ GEdx = 0

alakban lehet felirni, ahol az egyenlGtlenségnek minden olyan [0 fiiggvényre
teljesiilnie kell, amelynek az f® (k =0, 1, ..., n—1) derivaltjai léteznek és abszolat
folytonosak,

b
S P /PP dx <o
és ‘
9.2) f®@ = fOB)=0 (k=0,1,...,n=-1).

Specialisan megallapithatjuk, hogy a T operator szigoru pozitivitisihoz elég-
séges, hogy a p, (k=0, 1, ..., n) figgvények mindannyian nem-negativak legyenek®®.
Az 1. fejezet 19. tételébdl és a 10°. allitasbol kozvetleniil adddik az alabbi allitas.

12°. Ha T szigorian pozitiv operdtor, akkor a T énadjungdlt folytatds negativ
sajdtértékeinek a pontos szama®® megegyezik a

.3 jél T[(Pj, AL e

alakban fellépé negativ négyzetek szdmdval, ahol {@,, @5, ..., @,} valamilyen bdzis
a @PM=0_egyenlet azon @o(€D*) megolddsainak a halmazdban, amelyek eleget
tesznek a T operdtorhoz tartozé dsszes fG peremfeltételnek.

Mutassuk meg, hogy

9. 4) r =2n—d,

- . ) /
ahol d a T operatorhoz tartozd linearisan fiiggetlen f6 peremfeltételek szama.
A T operator szigordan pozitiv 1évén a ¢®1=0 egyenlet megoldisainak az
N, halmazabdl vett tetszés szerinti ¢ =0 elemre az ¥(¢) vektor (amelyet a 8. § elején

38 Be lehet bizonyitani (lasd [2], 1. tétel), hogy a T operator szigord pozitivitisdnak a sziikséges
és elégséges feltétele a kovetkezd: legyen {x1, X, ..., Xm} bazis az (1.6) egyenlet ¢ (a)=p™ (b)=0
k=0, 1, ..., n—1) peremfeltételeknek eleget tevd ¢ megolddsainak a halmaziban; ekkor m=n
és det ¥~V (x)| (j, k=1, 2, ..., n) kiilénbozik nullatél minden a<x<b érték esetén.

2 A T operator negativ sajatértékeinek a ponfos szdmdn az operator egymdstdl kiilonbozoé
negativ sajatértékeihez tartozd multiplicitdsok Gsszegét érvjiik.
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definialtunk) nem nulla (ugyanis #(¢)=0 esetén @€ D(T..)). Tehat minden @€N,
elemnek megfeleltetve az i((p)E@ vektort, a 2rn-dimenzids N, térnek a 2n-dimenzids
€ térre valo kolcsondsen egyértelmii leképezését kapjuk. Masrészt az a kdvetelmény,
hogy ¢-re teljesiiljenek a T operatorhoz tartozo Osszes fo peremfeltételek, azt jelenti,

hogy az #(p) vektorok egy (2n—d)-dimenzios IT € altérhez tartoznak, amelyet
d szam linearis egyenlet hataroz meg. Ebbdl kévetkezik a (9. 4) sszefiiggés.

2. Megmutatjuk, hogyan szamithaté ki a T[(pj, o (G, k=12, ..., r) kifejezés
a I' funkcionalok segitségével.

Legyen {®,, ..., ®,,} valamilyen bazis az (1. 6) egyenlet ¢ megoldasaibdl allé
N, halmazban. Ha a (2.2) Lagrange—Green-féle azonossigban elvégezziik az
f=®;, g=9, (j, k=1, 2, ..., 2n) helyettesitést, akkor a kvetkezét kapjuk:

9.5) [¢;, &2 = 0.
Tekintsiik az
9.6) Lf, (Dj]Z:O (j=1,2,...,2n)

peremfeltétel-rendszert. Nem nehéz meggy6z3dni rola, hogy ezek a peremfeltételek
linearisan fiiggetlenek és 6nadjungalt rendszert alkotnak (akar pozitiv a T operator,
akar nem). Csakugyan, ha feltessziik, hogy a (9. 6) peremfeltételek linearisan Ossze-
fiiggnek, akkor talalhaté olyan ®=c;@,+ ... +c,,P,, =0 fliggvény, amelyre
tetszés szerinti f€ D* esetén fennall az

[/, oh=0

egyenlség. A (2. 2) azonossag alapjan ebbdl kovetkezik:
b
[rendax=0  (fed,

és ez nyilvanvaldan ellentmondasban van az 1°, allitassal.

Hatra van még annak az igazolasa, hogy a (9. 6) rendszerre teljesiilnek a (3. 8)
Onadjungaltsagi feltételek. Konnyii azonban belatni, hogy ezek a jelen esetben a (9. 5)
Osszefiiggésekre redukalédnak.

Most jelolie 7% a T operatornak azt az 6nadjungalt folytatasat, amely a (9. 6)
peremfeltétel-rendszernek felel meg.

A minket érdekl esetben, amikor 7 szigoruan pozitiv operator, a (9. 6) egyenlet-
rendszert meg lehet oldani a magas rendszamu f¥(a) és f¥)(b) (k=n,n+1, ...,
..., 2n— 1) kvazi-derivaltakra. Valéban, a (9. 6) egyenletrendszerben ezekhez a kvazi-

30 Megemlitjik, hogy mivel (9.5) értelmében &; € §( io) (j=1,2,...,2n) és
Ted, =0 (j=1,2,..,2n),

azért a 13, tétel (1. fej., 5. §) szerint i‘., azonos a T operator T,, finom folytatasaval (ha T pozitiv
operator).
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derivaltakhoz tartozé egyiitthatok matrixa
D, (@), D1 (a), ..., PV (@), DL (D), D), ..., DI V(D)
©.7) e,
Py, (@), P24 (@), ..., D5~ (@), Doy (), P2 (B), ..., 857D ()
és ennek a determinansa nem nulla, mert a matrix sorait rendre az ¥(®,), ..., %(®,)
vektorok alkotjak, amelyek linedrisan fiiggetlenek (:(®)#0, ha & =0). Megoldva

a (9.6) egyenletrendszert az f®(a) és f®(b) (k=n, n+1, ..., 2n—1) derivaltakra,
a (9. 6) peremfeltétel-rendszert a kovetkezd alakra hozhatjuk:

ST @)= 2 aff fED (@)= 2 e} f4D (B) = 0,
k=1 k=1
©.8) G=1,2,..,n)

SO )+ 2 A3 4D (@) + 2 b0 f* D () = 0,
k=1 k=1
ahol (lasd a 158. oldal (3. 12) képletét és utolsé sordt)
aft =alh, BN =bI0, o =dPi0 (k=12 ..,n.
A (9.8) és a (8. 1) képlet alapjan azt kapjuk, hogy tetszés szerinti g, f¢€ Ty,
tehat tetszés szerinti g, f€ D[T,] esetén is fennall a
Ii(fie) = 2 af? f4 P (@g" D@+ 2 ¢’ f* (b)) gV (a)+
Jk=1 Jk=1
9.9)

+ 2 diP 40 (@) VTV + 2 bRO fED (0) gD (8)
Jik=1

Jk=1 ,
egyenldség. Minthogy (8. 5) értelmében a
I'v(o;, 0 — 't (@, ¢1), T[%', ol — To [0, @4l Gk=12,..,n
kiilonbségek egyenlék egyméssal, tovabba
TD[(pj:(pk]z(fO(pj,(pk):O (j,k=1,2,...,l‘),

arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy
(9.10) T[q)j’ O] = FT((Pja (Pk)—rfo(%‘sﬁpk) Lk=12..,r)

Az alabbi allitas a 12°, 4llitas és a (9. 10) képletek folyomanya.

13°. Ha az

fem_)f =0

9.11) {f(k)(a) =f®})=0 k=0,1....,0n-1)
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peremérték-feladat mindegyik karakterisztikus értéke pozitiv, akkor az

fe—if =,

012 /@ 3 D@ = B eas 40 =0,

f[2n—j—1](b)+ Zn'djkf("‘l)(a)+Zn,;bjkf(k'l)(b) =0

peremérték-feladat negativ karakterisztikus értékeinek a pontos szdma, hacsak tel-
Jesiilnek az

(9. 13) ajk=5kj, cjk=‘—ikj, bjkzb-kj (j,k: 1,2, ...,n)
onadjungdltsdgi feltételek, megegyezik a

©.149) 2 (a awma+m%2ywwmqﬂ+gymﬁme
JHR= Jok=
hermitikus alakban eldforduld negativ négyzetek szdmdval.

Valdban, az hogy a (9. 11) peremérték-feladat karakterisztikus értékei pozitivok,
éppen azt jelenti, hogy a T operator szigordan pozitiv. Ennélfogva a (9. 12) feladat-
ban szerepld peremfeltételekhez tartozo T o6nadjungalt operitorra alkalmazhatd
a 12°. allitas. Masrészt mivel a T operatorhoz nem tartozik egyetlen f6 peremfeltétel
sem, azért a 10°. allitas értelmében @ €D[T] (j=1,2, ..., 2n), kovetkezésképpen
a vizsgalt esetben r=2n, és igy a (9. 3) alak felirasanal elhetiink a ¢;=0;(j=
=1, 2, ..., 2n) valasztassal. Ezek szerint a (9.12) peremérték-feladathoz tartozo
negativ karakterlsztlkus értékek pontos szama egyenld a T[®, @] alakban felléps
negativ négyzetek szamaval, ahol

@ =(0,+0 P+ ... +(,P,.
Masrészt tekintettel arra, hogy (9. 10) értelmében
T(®, 9] =I'i(P,9)—TI7,(2,9)

s a o

és hogy I't a I'7,-ra vonatkozo (9. 9) képlettel analog képlet segitségével szamithato
ki, T[®, ¢] megegye21k a (9. 3) alakkal, amelyben

2n
E= 0% D@ =D (o V(a),
j=1
’ k=1,2,...,n).
2n

ne = O*-D(p) = ZC, P*=D (b).
j=1

Ez a { valtozdkat a &, n valtozokba atvivé transzformacié nem szingularis (a (9. 7)
matrix nem szmgularls) és ezzel a 13°. allitast bebizonyitottuk.

Masképpen és egyuttal egészen egyszeriien képezhetS a (9. 3) alak abban az
esetben, amikor ismeretes a T operator G(x, s) Green-fiiggvénye (és igy a 0 szam
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a T operatornak nem sajatértéke). Minthogy ezzel kapcsolatban fény deriil néhany
érdekes részletre, megmutatjuk, hogyan torténik ez.
Tisztadzzuk el6szor, hogy az

U(f) = Z o S (@) + Z’ B f®=D (b)

alaki U(f) perem-funkcional milyen feltételek mellett generadl a T operatorhoz
tartozé U(f)=0 {6 peremfeltételt. B

Ehhez megjegyezziik, hogy a T operator D(T) értelmezési tartomanya, azonos
1évén a T~ operator értékkészletével, mindazokbdl az f elemekbdl all, amelyek
eléallithatok

b
f@ = [GEs)h(s)ds  (hELy(a,b)

alakban. Minthogy ekkor
b
U() = [U(G(x5)h(s)ds,

nyilvdnvald, hogy az U(f)=0 feltétel akkor és csak akkor lesz a T operatorhoz
tartozé 8 peremfeltétel, ha az s valtozéban azonosan fennall®! az

U(G (x,5)) = gl % Gr_1,0(a, 5) + gl BiGio,0 (b,5) = 0

(a=s=0b)
egyenldség. Ezek szerint a

Gro(a,5), Giob,s)  (k=0,1,..,n—1)

fiiggvények kozott talalhaté r = 2n-—d szam\, az (q, b) intervallumban linearisan
fiiggetlen fiiggvény, de tobb nem talalhato.
A G(x, s) mag hermitikus lévén, ugyanezt allithatjuk a

(9.15) Go(x,a), Gu(x,b) (k=0,1,..,n—1)

fiiggvényekrdl.

Masrészt tetszés szerinti s€(a, b) érték mellett G(x, s) mint x fliggvénye eleget
tesz az Osszes f6 peremfeltételnek, tovabba a G (x, s)(j, k=0,1, ..., n—1) fiiggvények
mindannyian folytonosak, tehat a (9. 15) fiiggvények is eleget tesznek a f6 perem-
feltételeknek.

Kovetkezésképpen a

n—1 n—1
P (x) = k_Zokaok(X,a)‘F‘;; M Gox. (%, b) (a=x=b)
alaku @ fiiggvények r-dimenzios linearis halmaza megegyezik a
¢(x)=2;é',~(,0j(x) (@a=x=0b)
j=

31 Itt felhasznaljuk az (5.8) jeloléseket.
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alaka @ fiiggvények linearis halmazaval, ahol ¢; (j=1, 2, ..., r) a 12°. allitasban
definialt fiiggvények. Ebbo] nyerjiik:

Gu(x,a) = Z;Cjk ?; x),
iz

G (x,b) = 21 Cjrmix @5 (%),
p=

ahol eyl (j=1,2,...,r; k=0,1, ...,2n—1) r-ed rangt téglalap alaki matrix.
Ennélfogva

n—1 n—1 n—1 n—1
T[ kZ & Gy (x, a) + kg M Goi (%, B), ,‘_20 & Gy (x, @) + g e Gox (%, b)] =
9.16)

= T[; Lo 26 (,,,.] = 2 Tloj, 0d b
ahol ! "

n-—-1 n—1
9.17) = gcjk ék+k§c,~,,.+mk G=12,...,r).

Szamitsuk ki a (9. 16) bal oldalan allé alak egyiitthatdit. EbbS] a célb6l meg-
jegyezziik, hogy (5. 9) értelmében

= 00 () 90 (s)
G (x,8) = Zg,(_x);(pi_(_s_) (a=x, s=b);
=1 .

7

masrészt a 4, lemma szerint (L. fej., 4. §) fennall

Tif,8l= 51 Lfe)g ey  (&feDITD.
Ennélfogva ”

- < o (s) o (1)
TGos (5,9), G v, 0] = X 2D 6, 0.1y
(ass,t=b; jk=0,1,..,0-1),
tehat a (9. 16) bal oldalan allé alak felirhato a kovetkezOképpen:
n—1 n—1 n—1
©0.18) > Gu(@,a) & E+2Re { 2 Gy(a,b) é,m} + 2 Gu b, b) ;i
J.k=0 J k=0 J k=0
Minthogy ez az alak a (9. 3) alakbdl keletkezik a (9. 17) transzforméicio segitségével,
amelynek a matrixa r-ed rangu, a 12°. allitas alapjan igaz a kovetkezo.

14°. Ha T szigortian pozitiv operdtor, T pedig T olyan dnadjungdlt folytatdsa,
amelynek van G(x, s) Green-fiiggvénye, akkor a T operdtor negativ sajdtértékeinek
a pontos szama megegyezik a (9. 18) alakban eldfordulé negativ négyzetek szdamdval.
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Valdban, mivel feltettiik, hogy a 0 szim nem sajatérték, azért a (9. 3) alak nem
szingularis, tehat a (9. 18) alak rangja r.

Valasszuk most meg a c¢;=a,b (j=1,2,...,r) é a ¢;=0,1, ..., n—1
(j=1,2, ..., r) szamokat gy, hogy a megfelel6 determindns ne legyen nulla:

A = |Gy, (c;s 5, k=1 7 0.
Ekkor a (9. 18) alak ekvivalens a

_kzvl quqk (cj’ ck) Cj zk
=
alakkal, mert a
@; (x) = Gy 4, (x,0) a=x=b; j=1,2,...,r)

valasztas esetén a két alak azonos.
Az (L fej., 5. §) 12. tétel és az L. fejezet (6. 22), (6. 23) képletei alapjan kimond-
hatjuk, hogy a T.. operator G._(x, s) Green-fiiggvénye a G(x, s) Green-fliggvénybdl
az alabbi képlettel nyerhetd:
G(x,s) Gy, 0(c1,8)...Gy 50 (¢ 8) |
_1_ GO,q1 (x, cl)
A :

(9.19) G.(x,5) = A

GO,q,. (X, Cr)

Ezt az osszefiiggést kozvetleniil is le Iehet vezetni (lasd [2], 7. tétel) és ekkor
a 14°, allitds az I. fejezetben szereplé 20. tétel kdvetkezményeként adddik.

10. §. Peremérték-feladatok karakterisztikus értékeire vonatkozé korlatok

Minthogy a 9°. allitas értelmében a 7., operator mindig azonos a T operator
T, durva folytatasaval, a 9. §-ban definialt T, operator pedig megegyezik a T operator
Ty finom folytatasaval (hacsak T szigorGan pozitiv operator), azért az (1. fejezet
8. §-ban ismertetett) 24. és 25. tételnek, tovabba a 8. 1., 8.2. megjegyzéseknek
a tekintett 7" kvazi-differencidloperatorra valé egyszeril atfogalmazasival a kovet-
kezo Allitasra jutunk.

15°. Legyenek A, =l,=1,=... az
[2n] __ —
(10. 1) 2n 2n / 4 =0,
2w [ @)+ 2 B /TG =0 (G =1,2,...,2n)
k=1 k=1

Onadjungdlt peremérték-feladat egymds utdin kivetkezd karakterisztikus értékei,
IN=2 =M =... pedig a megfeleld

re—if=o,
fP@=fP®) =0 (=01,.,n-1)
»aurva” peremérték-feladat egymds utdn kovetkezd karakterisztikus értékei.
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Ekkor
ljél}“) (G=12..).

Ezenkiviil ha A, =0, akkor fenndlinak a
A= AP G=12.)

egyenldtlenségek is, ahol AP =1V =)1O= .. az

fem—af =0,

[LoL=0 (j=12,..,20)
»finom” peremérték-feladat egymds utdn kovetkezd sajatértékei.

Emlékeztetiink arra is, hogy a 8. 1. megjegyzés értelmében (1. fej.)
A =29, (Gi=1,2...

Ha pedig felhasznaljuk a G és a G Green-fiiggvény kozott fennallé (9.19)
osszefiiggést, akkor meggy8z8dhetiink réla, hogy

'1,('”) = Ajyon-ds

ahol d a (10. 1) feladathoz tartozé f6 peremfeltételek szama®.
Ismertetiink még egy, az elébbivel megegyezd tipusi allitast.

16°. Legyenek Ai=A,=A1;=... az
(10.2) S if =0,

2n 2n -
(10.2%) 2 aufT (@) = Dby /e =0 (j=1,2,..,n)
k=1 k=1

onadjungdlt peremérték-feladat egymds utdn kovetkezd karakterisztikus értékei,
M=M= =... pedig az

(10.3) SB1—if =0,
2n
(10.3) fIP@ = Dby fe @) =0 (j=1,2..,n)
k=1

peremérték-feladat egymds utdn kovetkezd karakterisztikus értékei.
Ekkor

(10.4) A, =A@ (Gj=12.).
Ha ezenkiviil A, =0, akkor az is igaz, hogy

(10. 5) j'j = )'Ja (j = 1, 2, .-.),

32 Vagyis d = 2n—r, ahol r a (7.2) matrix rangja.
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ahol A, =R, =1y =... az

(10.6) fiE_ s = 0,

2n
(10.6”) Ul = k;: buf*UB) =0 (j=1,2,..,n)

peremérték-feladat egymds utdn kdévetkezd sajatértékei; itt i, Yoy o5 u @
(10.7) ol = 0,

2n
(10.7) 2 b @) =0  (j=1,2..,n
k=1

Sfeladat n szdmi linedrisan fiiggetlen o( € D*) megolddsdt jelenti.

Valéban, tekintsiik azt a 7@ operatort, amelynek a D(T@) értelmezési tar-
toménya azokbdl az f€D* elemekbdl all, amelyekre

f@=0 (=01,..,2n-1),

Db TG =0 (j=1,2,..,n),
k=1

és legyen T@f=fI (fcD(T@)). Konnyen belathatd, hogy T'® hermitikus
operator és a T operatornak folytatésa.

A (10. 3) peremfeltételekhez tartozé T@ operator a T operator dnadjungalt
folytatasa. Nem nehéz belatni, hogy 7@ barmely masik 7' &nadjungalt foly-
tatisa, egyidejiileg a T operatornak is Onadjungalt folytatdsa 1évén, egy (10.2)
alakld 6nadjungalt peremfeltétel-rendszernek fog megfelelni.

A 10°. allitas segitségével nehézség nélkiil adodik, hogy a T operator tetszés
szerinti 7@ 6nadjungalt folytatasara

DT D[T®]

A 10. tétel értelmében (I. fej., 4. §) ez azt jelenti, hogy T@ a T'¥ operator durva
folytatasa, és ebbdl kovetkezik (10. 4). i

Ha 1,>0, akkor A{® =0 (j=1,2, ...). Igy a (10.7) rendszer ¢ megoldisainak
az M Osszessége n-dimenzids (mert ha N dimenzidja ennél nagyobb volna, a (10. 3)
peremérték-feladatnak a A=0 szam is karakterisztikus értéke lenne). Legyen
(1> X25 ---» X, bazis az M halmazban. A

sxda=0 (G,k=12,...,n)

Osszefiiggések segitségével igazolhatd, hogy a (10. 6”) peremfeltétel-rendszer On-
adjungalt. Tovabba ugyanezen Osszefiiggések folytin mindegyik y €M fiiggvény
a (10. 6) feladat megoldasa a =0 esetben. A 13. tétel értelmében (I. fej., S. §) ez
azt jelenti, hogy a (10. 6”) peremfeltételekhez tartozé 7{® operator a T® operator
finom folytatasa, ebbdl pedig kovetkezik (10. 5).

A 16°, alljtast bebizonyitottuk.

A (10. 2) peremérték-feladat negativ karakterisztikus értékeinek a pontos sza-
mara vonatkozoan az alabbi megjegyzéseket tehetjiik.
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Ha T® szigorfian pozitiv operator (A{® =>0), akkor ennek a szimnak a meg-
hatarozasara a 12°. allitAsban megfogalmazottnal egyszerlibb szabalyt alkalmaz-
hatunk, nevezetesen ez a szam megegyezik a (9. 3) alakban fellép6 negativ négyzetek
szamaval, ahol a T operator a (10. 2”) peremfeltételeknek felel meg, {¢,, ¢4, ..., @,}
pedig valamilyen bazis a (10. 7) rendszer azon megoldésainak a halmazaban, amelyek
eleget tesznek a 7T operdtorhoz tartozd, csak az a végpontra vonatkozd Osszes f6
peremfeltételnek. Ebben az esetben a (10. 2) peremérték-feladat negativ karakterisz-
tikus értékeinek a pontos szdmat még masképpen is meg lehet hatarozni, ti. a T
operator G(x,s) Green-fiiggvénye segitségével (hacsak ez létezik, azaz 4,;=0).
Nem nehéz megmutatni, hogy most ez a szam megegyezik nemcsak a (9. 18) alakban,
hanem az egyszeriibb

2 Gula,a)&
5k=0

alakban fellépé negativ négyzetek szamaval is.

11.§. Az eddigi eredmények egy altaldnositisa

Legyen o(x) = o(x—0) (a=x=b) noévekeds fiiggvény. Jeloljik L ,(0)-val
mindazoknak az f(x) (¢ =x=5b) komplex értékii fiiggvényeknek a linearis halmazat,
amelyek a ¢ fliggvényre vonatkozdéan mérhetdk (o-mérhetk) és amelyekre

b

[ 1/ @) do(x) <o

a

Ha az L,(o)-beli f, g elemek skalaris szorzatat az

(£,8) = [f(x) &) do(x)

egyenlGséggel értelmezziik, akkor L,(c) Hilbert-térré valik.

Az Osszes korabbi meggondolasokat el lehet végezni ugy is, hogy L.(«, b)
helyett az Lo(0) teret vessziik alapul, ekkor azonban a T operatort az alabbi mdédon
kell definialni.

Jelolje D* azoknak az f¢€Ly(o) filggvényeknek a halmazat, amelyeknek az

¥ (k=0,1, ..., 2n—1) kvazi-derivaltjai 1éteznek és abszolut folytonosak, amelyek-

hez tovabba talalhaté olyan /€ Ly(o) elem, hogy

(11.1) th do = fn=1(g) — f2=11(x) | jp,,fdx (a=x=b).

fgy a o(x)=x esetben (11. 1) mindkét oldalat differencialva azt kapjuk, hogy
h=f121 Ha a o fiiggvény abszolit folytonos,

(11.2) g(x) = fg(x)dx (@a=x=0b),
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akkor az (g, b) szamkozben majdnem mindeniitt
1
h = —fBi2n,
2 f

Nyilvanvald, hogy mindegyik f€ D* elemnek csak egy olyan / fiiggvény felel meg,
amelyre teljesiil a (11. 1) feltétel; legyen definicidképpen

h=T*f.

Ekkor nem nehéz megmutatni, hogy barmelyik g, /€ L,(0) elemparra érvényes lesz
az (1. 8) Lagrange-féle azonossagot helyettesitoé

(11.3) [ (T 5—fT*g)do = [f,g]

azonossag.
Most jeloljiik D(T)-vel azoknak az f€D* elemeknek a halmazat, amelyekre

S¥a) = f@B) =0 k=0,1,..,2n-1),
¢és értelmezziik a 7 operatort a
Tf=T% (feD(D))
képlettel. Ekkor a (11.3) azonossag®® segitségével be lehet bizonyitani, hogy T

hermitikus operator az L,(c) térben mindeniitt s{irli D(T") értelmezési tartomannyal
és (2n, 2n) defektus-indexszel, T* pedig a T operator adjungaltja.

Nem nehéz megmutatni, hogy az ilyen médon definialt T operatorra az 1°—16°.
allitasok valamennyien érvényben maradnak, ha az f1*? kifejezést mindeniitt,
ahol eléfordul, a T*f kifejezéssel helyettesitjiik.

Tekintsiink egy

T*f-if =0,
(11.4)

S @ S EIH =0 (=122

alaku 6nadjungalt peremérték-feladatot. Tegyiik fel, hogy ha ebben a feladatban
a T*f kifejezést az f12] kifejezéssel helyettesitjiik, olyan peremérték-feladatot kapunk,
amelynek a 0 szam nem karakterisztikus értéke, és legyen G(x, &) az ehhez a fel-
adathoz tartozé Green-figgvény. Ekkor kideriil, hogy a (11. 4) peremérték-feladat
ekvivalens a kovetkezé silyozott integralegyenlettel:

f®—=4 [G(xOf(©)da(®) = 0.

Ebbdl nem nehéz levezetni (lasd [2], 1059. oldal), hogy a tett feltevés mellett a perem-
ériék-feladat negativ karakterisztikus értékeinek a pontos szima nem fiigg a o(x)
fiiggvény megvalasztasatol.

33 Bg az 1°. allitas felhaszndldsaval, amely igaz marad, ha f1*"! helyébe a 7*f kifejezést irjuk.
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Megemlitjiik még, hogy ha a ¢ fiiggvény abszolut folytonos és ¢ =g, akkor
a (11. 4) peremérték-feladat a kdvetkez6 alakra hozhato:

f["]’—lgf= 0,

Sapt @+ S BB =0 (=12 )
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