LEKEPEZESEK ES LEKEPEZESFELCSOPORTOK, I.

irta: DENES JOZSEF

Rédei LdszIlé akadémikus 70. sziiletésnapjdra

Bevezetés

A permutdcidk €s a permutdciocsoportok elmélete a véges csoportelmélet egyik
legjobban kidolgozott fejezete és tobb konyvet (C. JorRDAN [15], W. A. MANNING
[21], H. WIELANDT [38]) teljes terjedelmiikben a véges csoportelmélet ezen fontos
fejezetének szenteltek.

A permutdcidk lényeges szerepét mutatja a Cayley-féle dbrdzoldsi tétel, amely
szerint tetszBleges absztrakt csoport izomorf modon dbrdzolhaté permutdcid-
csoportként.

A Cayley-tétel félcsoportokra vald kiterjeszthetGsége miatt a leképezések
hasonl6 szerepet jatszanak a félcsoportelméletben.

Jelen dolgozatnak az a célkitlizése, hogy néhdny eredményt ismertessen a véges
leképezések elméletébdl elsGsorban azokat, amelyek a permutdciok és a leképezések
kozotti analdgidra mutatnak.

Egy mdsik fontos szempont, amelyet a dolgozat megirdsdndl szem elStt tar-
tottunk, rdirdnyitani a figyelmet a leképezések elméletének olyan gyakorlati alkal-
mazdsaira, amelyek a szerzé6 tudomdsa szerint Ujak, szdmos egyéb alkalmazdst
ezek fontossdgdnak elismerése mellett is igyeksziink roviden tdrgyalni.

Annak ellenére, hogy a mult szdzad utolsé éveiben és a XX, szdzad els$ éveiben
tobb szerz6nél (G. ANDREOLI [1], G. FroBeNius [11], E. H. Moore [22]) felmeriilt
a csoport, illetve a permutdcié dltaldnositdsdnak gondolata A. Szuskevicsnek
az 1920-as években megjelend dolgozatai jelentik a lekepezesfelcsoport elméleti
rendszeres kutatdsok meginduldsdt. A. Szuskevics [37] konyvének 1937. évi megjele-
nése a mai napig a leképezésfélcsoportok elméletének legjobban kidolgozott &sszefog-
laldsa. S. SCHWARzZ egyetemi doktori értekezése [31] szimos SzuskEvics felfogdsa-
hoz kozel dll6 eredményt tartalmaz. A modern kdnyvek R. BRuck [41], A. CLIFFORD,
G. PrestON [3], E. Sz. LiapPIN [18] egyre kisebb teret szentelnek a leképezésfél-
csoportoknak, annak ellenére, hogy pl. E.Sz. LiAPIN ezek jelentGségét killon
hangstlyozza.

A Szuskevics dltal megkezdett irdnyvonalat tdbb szovjet matematikus foly-
tatja (a teljesség igénye nélkiil megemlitendSk E. Sz. LiAPIN, A. JA. AJZENSTAT,
K. A. BairaMov, N. N. VoroBIEv, L. M. GLUSZKIN, B. M. SCHEIN, V. V. WAGNER,
A. E. LIEBER, V. A. OGANYESZJAN, K. A. ZAREcKII). (A szovjet iskoldnak a tdrgy-
korre vonatkozd fontosabb dolgozatai a kévetkez8k: [40], [42), [43], [44], [45], [46],
[47], [48], [49], [50], [511], [52], [53], [54], [55], [56], [571, [58], [59], [60], [61], [62], [63].)

A szerz6 mivel sokdig nem tudott A. SzUskevics kényvéhez hozzdjutni, tobb cikké-
ben, amelyeket a leképezésekrél irt (lasd [6], [7], [8]) egyes A. SzUskEvicsnél meglevd
eredményeket (jra bebizonyitott.
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fgy munkdnkban nagy elérelépést jelentett A. SZUSKEVICS munkajanak megisme-
rése, ezért a szerzd ezaton is készonetét fejezi ki dr. SCHEINnek és prof. S. SCHWARzZ-
nak, akik A. Szuskevics eredményeivel valé megismerkedését konyvének megkiildésé-
vel, illetve mds forrdsokra rdmutatva elGsegitették.

1. Alapfogalmak

A dolgozat véges halmazokkal és algebrai strukturdkkal foglalkozik, ezért
a dolgozat szovegében a véges szdt elhagyjuk €s halmazon, illetve algebrai struk-
turdn mindig végeset értiink, ellenkezd esetben ezt kiilon jelezziik. Szdmos véges
esetben a vizsgdlt dllitds végtelenre vald kiterjesztése [30]-ban megtaldlhatd.

Az altaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetjiikk, hogy a H halmaz elemei az
1,2, ..., n természetes egész szdmok, vagyis H={1,2,...,n v

A H halmaz 6nmagdra torténd leképezését n-ed foka permutdcionak, az 6n-
magaba valo leképezését n-ed foku leképezésnek nevezziik.

H két valddi nem azonos részhalmaza kozotti kdlesondsen egyértelmii meg-
feleltetést részleges permutdcionak, ha a megfeleltetés egyértelm(, részleges leképe-
zésnek neveziink. (A részleges leképezést A. SZUSKEVICS [37] konyvében transzmutdcio-
nak nevezi.)

A permutdcidk, leképezések, részleges permutdciok, részleges leképezések
jelolésére a szokdsos irdsmodot fogjuk haszndlni.

Példdk:

Permutacio Leképezés
1 2 3 4 1 2 3 4
(2 31 4] (2 2 4 3)
Részleges permutacid Részleges leképzés
1 2 4 [1 3)
(3 1 2) 4 4

Egy leképezést akkor neveziink szmgularzsnak ha H pontosan egy elemének
pl. i-nek a képe j nem azonos 6sével. Jelolése | j! (A szinguldris leképezés fogalma
B. JonssoNnal is szerepel, [14]}-ben ugyanezt a fogalmat ,.replacement”-nek nevezi.)
Az o leképezés defektszamdnak a kiilonbozd képelemek szdmdt nevezziik. o defekt-
szdmdt D (2)-val jel6ljik. Ha o n-ed foku permutdcid, akkor D(a) =n, egyébként
D(x) <n.

Ha o szinguldris leképezés, akkor D(x) = n—1. Ha a n-ed fokd leképezés
kép-elemei kozdtt az i s;-szer fordul els, akkor az (sy, s, ... s,) vektort a tipusdnak
nevezziik. (A permutdciok tipusa nyilvdn (1, 1, ... 1).)

Az 8sszes n-edfokli permutdcidk (ezek szdma n!), a permutdcidk egymads utdni
végrehajtdsdra mint miiveletre nézve, csoportot alkotnak, ezt a csoportot n-edfoki
szimmetrikus csoportnak nevezziik és S,-nel fogjuk jeldlni. Az 6sszes n-edfoki
transzformdciok (ezek szdma n") félcsoportot alkotnak az in. n-edfoku szimmetrikus

Sfélesoportot, amelyet F,-nel fogunk jeloini.
A szorzat defektszdmdra vonatkozéan F,-ben érvényes a kovetkezd tétel.
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1. TETEL. A szorzat defektszdma legfeljebb annyi lehet, mint a tényezék defekt-
szdmainak minimuma.

Bizonyitds. A tételt elég két tényezbs szorzatra bizonyitani. Vagyis a, f, y leké-
pezésekre vonatkozoan dlljon fenn az

afp=y

azonossdg, ekkor min (D(x), D(B)) = D(y) teljesiilését kell igazolni.
Ha

(1 2 .. n (1 2 .. n
““(ﬂnummawy ﬁ"(ﬂDMﬂmﬁwL
akkor > .
2

_ 1 O ]
”‘memmwﬁ’
min (D(x), D(B)) = D(y).

Annak bemutatdsdra, hogy az eredmény nem élesithetd, vagyis a min (D(a), D( B)=
= D(y) is fenndllhat, a kovetkezé példa szolgdljon:

NETENEE PN
min (D(x), D(B)) = D(af) = 2.

Az 1. tétel bizonyitdsa megtaldlhato a CLIFFORD—PRESTON [3] konyv II. kotet
223, oldalan, valamint a szerz6 [6], [7] dolgozataiban.

Késébb ldtni fogjuk, hogy az 1. tétel annak az ismert matrixelméleti tételnek
a kovetkezménye, amely szerint a szorzat rangja nem lehet nagyobb, mint a tényezdk
rangjanak minimuma.

Két részleges leképezés

5= Il I ; _ m1m2--~m,)
(k1k2 ) s B—(nlnz---n,

szorzata @8 =7 részleges leképezés, amelyet ugy kapunk, hogy

igy valdban

K={ky, ksy ... ks} és N={ny, n,, ..., n}

halmazok metszetében levé ¢y, t,, ..., t, elemeket tekintjiik, ekkor [;-vel jeldlve
1; a-beli 8sét és n; -vel ¢; f-beli képét

_ L1 .
y:(lz‘]ﬂ Jr), ha KﬂN=®
Hj Hjy +o 1y,
akkor § =, ekkor y-t iires elemnek fogjuk nevezni. (¥ nyilvdn zérus elem, mivel
tetszbleges o részleges leképezés esetén a3 = Ja= .

A H halmaz részhalmazain értelmezett leképezések és részleges lekepezesek
az tires elemmel egyiitt a szorzdsra nézve algebrai struktardt alkotnak, amelyet

n-edfokl részleges szimmetrikus félcsoportnak fogunk nevezni és Ff-nel jeloliink.
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Hasonlé moddon definidlhatjuk az n-edfoku részleges szimmetrikus csoportot, ha
F, definicidjdban szerepld leképezés szavakat permutdcidval helyettesitjik. Az
n-edfokii részleges szimmetrikus csoportot S¥-gal jeléljiik.

Az n-edfoku részleges szimmetrikus félcsoport rendje

O(F*) = 1+_,_Z"{’[’:]nf
Az n-edfokit részleges szimmetrikus csoport rendje
0(s¥) = 1+é[’;]2i!.
Példaként kozdljitk Sy, Fj, Sy és F; miivelettdbldjdt.
0(S5)=6 O(Fy)=27 O(FH)=64 0(S;)=34

| N 1 2 3 1 2 3 1 2 3

S5 elemei: (l 5 3)«»1 (1 3 2)«»4 (2 1 3]«5
1 2 3 12 3 1 2 3
(3 2 1)‘*6 (2 3 1)‘*2 (3 1 2)*’3

S5 miivelettablaja

1 23456
11 2 3 4 5 6
202 31 6 45
331 2 5 6 4
44 56 1 2 3
55 6 4 3 1 2
66 4 52 3 1
N 12 3 12 3 1 2 3
F; elemei: [1 1 1]«»1 (2 2 2)«»2 [3 3 3)«3
123 12 3 1 2 3 12 3
(1 1 2)‘*4 (1 2 1)“5 (1 1 3)*’6 (1 3 1)*’7
1 2 3 12 3 12 3 12 3
(2 1 1)‘*8 (3 1 1)“9 (2 2 1]*’10 (2 1 2)“”
12 3 123 12 3 12 3
(2 2 3)“12 (2‘3 2)“13 (1 2 2)*’14 (3 2 2)*’15
123 12 3 123 12 3
(3 3 1)‘*16 (3 1 3)‘*'7 (3 3 2)*’18 (3 2 3]‘*19
12 3 123 123 123
(1 3 3]‘*20 (2 3 3)‘*21 (1 2 3)*’22 (1 3 2]"23
123 123 123 12 3
(2 1 3)‘*24 (2 3 1)*’25 (3 i 2)‘*26 (3 2 1)‘*27
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(3 3 ) ss--(1 5 3)
$e-3 1 3) (1 3 3)
(1 3 3) 03 1 3
-3 5 3) o, 3 )
(3 3 3) 2-(3 1 3)
57“(; : g) lasd a tablazatot 63“(; ; ?)

Nyilvdnvaléan fenndllnak a kovetkezd reldcidk:
1. Ff>oF,0S,
2. FrosSios,

V. A. OGANESZJAN [55], [56], [57] dolgozataiban szdmos eredmény taldlhatd Si-re
vonatkozdan.
Ismeretes a Cayley-féle abrazoldsi tételnek a kovetkezd dltaldnositdsa:

2. TETEL. Egy tetszbleges S absztrakt n—1 rendii félcsoport izomorf mddon
dbrdzolhaté F, egy alkalmasan vdlasztott részstrukturdjdval.

Bizonyitds. Jelolje ay, as, ..., a,_; S elemeit. Ehhez az S és T kozo6tt izomorfidt
létesitd a leképezést megadhatjuk a kovetkez6képpen

o |a, a, +a,_, a,
a,-<—>
. . a14; Gx4; -+ Ay MG
o mivelettartd, mivel
o [al a; - a,.3 a, ]
aj<—>
. alaj agaj b a"_laj ajaj
igy )
ala a e, a
aiaj Pud 1 2 n—1 n
ala,-aj azaiaj . a,,_la,-aj aia-
és

[a1 a; a4, an] [a1 ay 4, an] —
alai azai "o a,,_lai a,' alaj azaj e a,,_laj a;

_ H
ala,-a_,- a2aiaj b a,,_la,-aj aia"

o kdlcséndsen egyértelmii, mivel a, képe minden leképezésben kiillonb6zo.
A bizonyitdsban szereplé dbrdzoldst reguldris dbrdzoldsnak fogjuk nevezni.
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KOROLLARIUM. Ha S-nek van bal-egysége, akkor F,_,-ben izomorf mdédon dbrd-
zolhato.

A Cayley-tétel kiilonbozd dltaldnositdsaira vonatkozé eredményeket tartal-
maznak az [29], [57], [65] dolgozatok. Tovdbbi eredményeket és bizonyitdsokat
taldlhat az olvaso [3] 30. oldaldn.

A permutdcidk és permutdcidcsoportok graf dbrdzoldsat A. CAYLEY vizsgdlta
(lasd [2]). Mivel minden absztrakt csoport izomorf mdédon dbrdzothaté permutdcid-
csoportként, ezért a Cayley-féle graf-abrdzolds is alkalmazhatd tetszbleges absztrakt
csoportra. A Cayley-féle dbrdzolds néhdny tulajdonsdgdanak leirdsa megtaldlhatd
pl. [17]-ben. .

Tetszbleges n-edfoku leképezéshez hozzdrendelhetd egy 1, 2, ..., n természetes
egész szamokkal jelolt » szbgpontll irdnyitott graf, amely Osszefiiggd elemidegen
részgrafokbdl 4ll.

A megfeleltetés modja a kovetkezd, ha a leképezés az i-t a j-be viszi 4t, akkor
az i-bdl a j-be irdnyulo élet tartalmaz a graf.

Ezt a megfeleltetést A. SZUSKEVICS vezette be (lasd {36]).

A megfeleltetés utjdn nyert grafokat leképezés grafoknak fogjuk nevezni,
ha a leképezés fokszdma n, akkor a leképezés grifot F(n) grafnak fogjuk jelolni.

Az F(n) grafokat végtelen fokszdm esetén O. ORE vizsgalta [24].

Az F(n) grifok bizonyos szdmossdgi tulajdonsdgait tobb szerzd, pl. R. L. Davis
[5), F. HArArY [12], L. KaTz [16], RENYI A. [28] és a jelen dolgozat szerzdje [8]
vizsgdlta.

Az F(n) grafok szdma az n-edfoku leképezésekkel valo kolcsondsen egyértelmil
megfeleltetés miatt O(F,) vagyis n”. A megfeleltetés felhaszndldsa nélkiil ez a lesza-
molasi feladat sokkal bonyolultabb.

A részleges leképezések hasonlé modon torténd grafabrdzoldsdaval M. YOELI
foglalkozott [39].

A szerzd [6]-ban els6nek gondolt arra, hogy a Cayley-féle graf abrazolds altala-
nositdsaként a leképezések A. SzuskEvIcstdl eredd grafdbrdzoldsdt a kovetkez8kben
leirt modon fejlessze tovdbb.

Jelvljiik S absztrakt n-edrend{ félcsoport, reguldris dbrazoldsdval nyert, leké-
pezésfélcsoportot T-vel.

Készitsiik el T elemeihez tartozé F(n+ 1) grafokat és minden egyes graf éleit
a megfelelé 7T-beli elemmel jeloljiikk meg, majd az igy nyert grafokat szuperpondlva
nyerjiik T, illetve S dltaldnositott Cayley-grdfjdt. Eredetileg CAYLEY az élek szdmozdsa
helyett szinezést alkalmazott, ezért a CAYLEY dbrdzoldssal nyert grafot szokds
Cayley szines grdfnak is nevezni. '

Legyen S a kovetkezd miivelettdbldval jellemzett hatodrendii félcsoport

W NN = =N
N W W e =W
[« NV I S S R R N
— e LN L W |
—_— = A h DN

A AW N -
N N et e = |
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Az S-hez, illetve T-hez rendelt dltaldnositott Cayley-graf tehdt a kovetkezd:
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Minden F(n) grafhoz rendelhetd a szokdsos mddon egy adjecencia mdtrix,
vagyis egy olyan 0, 1 elemekbdl 8116 |la;;| négyzetes matrix, amelynek a;; eleme 1,
ha az F(n) graf i szogpontjdbdl j-be irdnyitott él indul, 0 egyébként.

Az F(n) griafokhoz tartozé adjecencia matrixokat leképezés madtrixoknak
fogjuk nevezni. (CLIFFORD, PRESTON [3] I. kot. 116. oldalon és II. két. 280. oldalon
foglalkozik a leképezés matrixokkal és ezeket ,,row monomial” mdtrixoknak nevezi.
Tovabbi eredmények taldlthatok a félcsoportok matrix dbrdzoldsdra pl. [67]-ben.)

A leképezés madtrixok a permutdlé madtrixok dltaldnositdsaként tekinthetdk,
egy tovabbi dltaldnositds, ha az Osszes nXn méretli 0,1 mdtrixokat tekintjiik.
Ezek a szokdsos matrix szorzdasra nézve egy, a bindris reldcidk félcsoportjdval izo-
morf félcsoportot alkotnak, ha a 0, | kdzott a logikai 6sszeadds, illetve szorzds van
definidlva. Ezt a félcsoportot B,-nel jeloljiikk és kOnnyen beldthatd, hogy B, rendje
27 valamint fenndll F,C B, is, ha n=>1. A B, matrix dbrdzoldsa is felfoghaté mint
grafok adjecencia matrixa és igy adddik B, graf dbrdzoldsa is. Ez utébbi grdf-dbrd-
zolds eltér az dltaldnositott Cayley-graftol. B, szamos tulajdonsdgdt vizsgdltak, ldsd
pl. [32]. A leképezések olyan dltaldnositdsdt, hogy barmely 0, 1 négyzetes matrixhoz
tartozzék egy leképezés, mar G. ANDREOLI ismerte (ldsd [1]).

A kovetkezdkben bevezetésre keriilé fogalmak egy részét a késGbbiekben ki
fogjuk terjeszteni B, elemeire.

Egy F(n) graf olyan diszjunkt gyengén 6sszefiiggé komponensekre esik szét,
amelyek mindegyike egy irdnyitott kort és a korbe irdnyuld fdkat tartalmaz.

Példdul:

1 23 4 5 ¢ 5\11
(22432) .\\y N\

Az F(n) grif egy Osszefiliggé komponenséhez tartozo leképezést ditaldnositott ciklus-
nak nevezziik. Ez az elnevezés azért indokolt, mivel permutdcio esetén a megfelels
grafban levé komponensekhez az elemidegen ciklusok tartoznak. Az el6z6 példaban
szerepld leképezés dltalanositott ciklusokra valo felbontdsa a kovetkez6

1 2 3 4 5y_(1 2 5(3 4
2 2 4 3 2)7\2 2 2)4 3)
Nyilvdnvalo a kovetkezé megfeleltetés
1
2
4
3 -
(4
dJ

A permutdciokra ismeretes azon tétel, amely szerint egy permutdcio elemidegen
ciklusokra vald felbontdsa a ciklusok sorrendjétdl eltekintve csak egyféleképpen
torténhet, kiterjeszthetd leképezésekre is, ha a ciklus szot dltaldnositott ciklussal
helyettesitjiik.

2@;\'5

[\S 2 )
w
ettt

W B

5 MTA III. Osztdly Kozlemdnyei 19 (1969)



258 DENES J.

Hagyjuk el egy F(n) grafbdl akorbe irdnyuld fakata korben levs gyokérpontoktol
eltekintve. Ekkor egy olyan specidlis F(k) (k =n) gréafot nyeriink, amely irdnyitott
korokbél 4ll és ezért az igy nyert F(k) grafnak egy permutdcid felel meg. Ezt a per-
mutdcidt a leképezés fopermutdcidjdnak nevezziik. Példdul az

1 2 3 4 5 6
215 5 6 5

1 2 5 6
21 6 5

o leképezés fépermutdcidjdt f(a)-val fogjuk jeldini.

] leképezés fépermutacidja a

) permutacio.

3. TETEL. Tetszdleges leképezés elbdllithato
a) ciklusok és szinguldris leképezések
b) transzpozicick és szinguldris leképezések szorzataként.

Bizonyitds. Legyen a tetszbleges leképezés, akkor felirhatd a,, «, ... «, dltald-
nositott ciklusok szorzataként vagyis

Tovabbd o, =f(%;)6,0, ... 0,, ahol o6;,0,, ..., 0, szinguldris leképezések, amelyek
o; graf dbrdzoldsdban a koroktdl tdvolodo (vagyis az irdnyitdssal ellentétes) irdny-
ban levs éleknek felelnek meg. Ezzel az a) dllitdst igazoltuk.

Mivel f(«;) transzpoziciok szorzatdra bonthatdsdga jol ismert, a b) dllitds is
bizonyitdst nyert.

KOROLLARIUM. Az dsszes n-edfoku transzpozicick és szinguldris leképezések
F,-t generdljik.

A 3. tétel dllitdsanak szemléltetésére szolgal a kovetkezd példa:

—
N —
W N
—
[FE RN
B
~
~ -
o0
N’
/
(
<

5168 14115 16| 18!

(1 2 3 456 '—(1 DA D347

7 8)_
23134477)—“23)”4

Konnyi példdt taldlni annak bizonyitdsdra, hogy a permutdciok korében érvényes
tétel, amely szerint egy permutdcid tetszbleges két kiillonbdzd transzpozicio szorzat
alakjdban torténd elddllitdsdban a tényez8k szdmdnak paritdsa nem valtozik, leké-
pezésekre nem vihetd dt. Példdul:

301121
4l 3| 3] = HS\ 3113

Legyen W F,-beli transzpoziciokbdl és szinguldris leképezésekbdl dll6 halmaz,
ekkor W-hez hozzdrendelhetiink 2n szdmozott szdgponttal rendelkezd grafot, amely
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| 1 |
i és j-vel jelzett sz6gpontjait akkor koti dssze €1, ha (ij) € W, tovdbbd ] k‘ € W esetén

az l+nésk +n jelzésii szogpontokat / + n szégpontbdl irdnyitott él koti Ossze. Az igy
nyert W-hez tartoz6 2n szégpontu grafot dltaldnositott Pdlya-grdfnak nevezziik és
P(W)-vel jeloljiikk. POLYA Gy. alapvetd grafelméleti dolgozatdban (ldasd [27]) S,-beli
transzpoziciokbdl alld halmaz graf dbrdzoldsdt oly modon végezte, hogy P(W)
a Pdlya-féle eljards természetes dltaldnositdsdnak tekinthetd.

A hatvanyozds segitségével F, elemei két osztdlyba sorolhatok. Az egyik osztdlyba
tartoznak azon a leképezések, amelyekre létezik olyan s hatvdanykitevd, hogy o =af
fennalljon, a madsik osztdly olyan leképezésekbdl dll, amelyekre ilyen s nem létezik.
Ez utdbbi esetben jeldljitk A (x)-val azt a legkisebb hatvdnykitev6t, amelyre o™ = of
fenndll, vagyis «*® nem esik o osztdlydba. {a} nem csoport {«**} pedig csoport.
h(x)-t A. SzUskevics [37]-ben mddnak, S. ScHwaRz [31]-ben eldperiddusnak,
STEINFELD O. [35]-ben mdsodik invaridnsnak nevezte. Az a-hoz tartozd leképezés
graf maximalis famagassdga, mint az kénnyen lathatd éppen /i (a).

4. TETEL. Az o leképezés dltal generdlt struktira {a} akkor és csak akkor cso-
port, ha a-hoz tartozé leképezés grdafban a legnagyobb famagassdg legfeljebb 1.

Bizonyitds. A hatvinyozds sordn a kettd vagy anndl nagyobb famagassdgok
csokkennek. Vagyis ha « famagassdgainak maximuma A(x)=2, akkor h(x?)=
=h(x) — 1. Ezért, ha h(e) =2, akkor o =2* nem dllhat fenn és igy {«} nem lehet cso-
port.

Tegyiik fel, hogy h(a)=1. h(x) =0 esetben o permutdcio és igy {«} csoport.
Ha () =1, akkor az 1. tétel miatt ~(a") =1 tetsz6leges r esetén ezért és o fokszdmdnak
végessége miatt {x} csoport.

1. KOROLLARIUM. o akkor és csak akkor eleme F, egy részcsoportjanak, ha
ha)=1.

2. KorOLLARIUM. Ha h(a) =4, akkor o dltal generdlt {a} ciklikus félcsoportnak
van olyan részfélcsoportja, amely nem ciklikus.

Bizonyitds. {23, o*} nem lehet ciklikus, ugyanis, ha ciklikus lenne, akkor
{o%, o3} = {o?} teljesiilne, ez azonban o®¢ {«?} miatt lehetetlen.

A tovédbbiakban annak sziikséges és elégséges feltételét is meg fogjuk adni,
hogy F, két eleme mikor generdl egy részcsoportot.

5. TETeL. O(x) = h(e) — 1 +0(f(2)), ha h(@)=1. 1, ahol O(x) « rendjét jeloli.

Bizonyitds. Ha h(x) =2, akkor h(x) az a legkisebb hatvdnykitevd, amire -t
felemelve olyan elemet kapunk, hogy o*® =a" egyenlet megoldhatd legyen.

A legkisebb r megoldds éppen O{f(x)) vagyis o*® =aU@) fgy a kiilonbdzd
a hatvdnyok «, o2, ..., 0" .| o®U@) =1 tehdt O(x) = h(x) +0(f())—1.

Az 5. tétel mds bizonyitdsai megtaldlhatdk a kévetkezd dolgozatokban [6], [7],
valamint CLIFFORD, PRESTON [3] 1. kétet 20. oldal 1.9. tétel.

A.H.CLIFFoRD, G, B. PRESTON [3] 1. kitet 27 oldalon V. V. VAGNERt kovetve (Idsd
[59]) « leképezés inverzének nevezi B-t, ha afu = o és Bof = B azonossdgok egyidejiileg
teljesiilnek.

Az eddig bevezetett fogalmak segitségével egy kvdziinverz fogalmat fogunk
bevezetni, amely kiillonbozik a VAGNER-féle inverztél, s amelyet dltaldnositott inverz-
nek fogunk nevezni. A két inverz fogalom egymdshoz val6 viszonydt a késGbbiek
folyamdn fogjuk vizsgalni.
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Konnyii beldtni (ldsd [30]), hogy ha « n-ed foki leképezés, akkor f(of)=
:(f(fx)"’ ezért, ellentmondds mentes a kovetkezd definicid:

Ha s az a legkisebb hatvdnykitevd, amelyre o leképezést emelve az f(of) =
=(f(«))~* egyenlBség teljesiil, akkor a’-t o kvdziinverzének nevezziik. o kvdziinverzét
a~l.gyel fogjuk jelSlni, hiszen ha « permutdcid, akkor a kvaziinverze megegyezik
azinverzével. Ez a jel5lésmdd azért nem zavard, mert az altalanositott inverzet, amelyet
hasonléan szokds jeldlni, igen ritkdn fogjuk haszndlni és a jeldlést kizdrolag a kvézi-
inverz részére tartjuk fel.

A kvdziinverz fogalma kiterjeszthetd periodikus félcsoportokra, vagyis olyan
félcsoportokra, amelyekben az Osszes elem végesrendii.

A kvdziinverz felhaszndldsdval a kommutdtor és a kommutdtor részfélcsoport
fogalmdt természetes mddon tudjuk definidlni.

A kvdziinverz fogalma kiterjeszthetd a reguldris dbrazoldson keresztiil absztrakt
félcsoportokra is. , )

Legyen S absztrakt félcsoport az aba=1b~1 (a, b € S) elemeket kommutditoroknak
nevezziik és az dltaluk generalt részstruktirat kommutdtor részfélcsoportnak. A szerzé
vizsgdlta a kommutdtor részfélcsoport néhdny tulajdonsdgat ([7], [9]). A kommutdtor
ldncot a csoportokhoz hasonlé mddon értelmezziik. Igy lehetdség nyilik a feloldhaté
félcsoportok bevezetésére; egy félcsoportot feloldhatonak neveziink, ha kommutdtor-
lancdnak utolsd eleme idempotens.

Az S félcsoport 1 részfélcsoportjat balidedlnak nevezziik, ha tetszdleges ac S
esetén al =1 Hasonlé moddon, ha la =1, akkor [ jobbidedl. Ha I bal- és jobbideal,
akkor idedlnak nevezziik. S egy nem iires A részhalmaza kvdziidedl, ha ASN SAS A
(ldsd [33)).

Elemi balidedinak fogjuk nevezni és Ly-szel jelolni T leképezés félcsoport azon
részfélcsoportjat, amely T Osszes olyan elemeit tartalmazza, amelyekben képelemen-
ként szerepl6 betiik az X halmaz elemei.

Egy S félcsoport B részfélcsoportja biidedl, ha BSBES B.

Legyen S egységelemes félcsoport. Ha p és g két tetszbleges olyan eleme S-nek,
hogy pg=e (e jeloli S egységelemét) teljesiil, akkor p-t g balinverzének és g-t p

jobbinverzének nevezziik. A jobb (bal) egység S-ben definicid szerint egy olyan elem,
amelynek van jobb (bal) inverze S-ben. Ha egy a€ S jobb és bal egység, akkor egység.

A kvdziinverz segitségével a normdloszté fogalma is kiterjeszthetd félcsoportokra.
S félcsoport R részfélcsoportjat akkor nevezzilkk normdlis részfélcsoportnak vagy
normdloszténak, ha tetszGleges S-beli a elemre aRa~'< R teljesiil.

2, F, algebrai tulajdonsagai

F, dsszes idedljainak leirdsat A. M. MALCEv [20]-ban végezte el.
Jelolie I,,, F,nek olyan elemeibdl 4116 halmazdt, amelynek defektszdma
legfeljebb m. Ekkor érvényes a

6. TETEL. F, dsszes idedljai az 1, ,,, m=1,2, ..., n halmazok.

Bizonyitds. Az 1. tételbdl kovetkezik, hogy I, ,, idedl, igy csak azt kell beldtni,
hogy F, tetszéleges idedlja az I, ,, halmazok valamelyikével megegyezik.

Tegyiik fel, hogy dllitdsunkkal ellentétben létezik olyan / idedl, amely nem egyezik
meg semmilyen m-re I, ,,-mel.
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Jelolje k azt a legkisebb természetes egész szdmot, amelyre fenndil 1€ 1, ,,.
Legyen a€1,,, és k definicidja miatt létezik olyan f elem I-ben, hogy D(f) = D(x).
Ekkor o f altal generdlt F,-beli féidedlhoz tartozik, (ldsd CLIFFORD—PRESTON (3]
52. oldal), igy o€ I ebbdl kdvetkezik, hogy I, ) =1, vagyis Iy, i, =1.

KOROLLARIUM. F,-ben levé dsszes szinguldris leképezések I, ,_,, idedlt gene-
raljak. ’

Bizonyitds. Az 1. és 3. tétel alkalmazdsdval a 6. tétel kozvetlen kdvetkezménye.

A 6. tétel Kkiterjesztése tetszbleges leképezéstéicsoportra K. A. ZARECKI [40]
munkdjdban taldlhato. A 6. tétel korolldriumdndl gyengébb allitds szerepel [66]-ban.

F, idedljainak leirdsa utdn térjiink dt F, normadlosztéira. Nyilvdnvalo, hogy
minden idedl normdloszto, az dllitds megforditdsa nem igaz. Ennek bemutatdsdra
vonatkozik a kovetkezd tétel.

7. TETEL. F, kommutdtor részfélcsoportja normdlosztd, de nem idedl.

Bizonyitds. ElGszor azt fogjuk beldtni, hogy F, kommutdtor részfélcsoportja
K,=(F,\S)UA,, ahol A, az n-edfoku alterndldé csoportot jel6li. Mint ismeretes,
S, kommutdtor részcsoportja A,, igy 4,< K,. Az osszes szinguldris leképezések,
mivel ezek kommutdtorok, elemei K,-nek. A 3. tétel bizonyitdsdndl felhaszndlt
konstrukciébdl egyszeriten kovetkezik, hogy F, minden olyan a eleme, amelyre
f(o) paros, szinguldris leképezések és pdros permutdciok szorzataként elGdllithatd.
Be fogjuk ldtni, hogy K, Osszes eleme is eldllithatd a fenti modon. Mivel egy tet-
szbleges leképezés elBdllithatd elemidegen altaldnositott ciklusok szorzataként,
igy elég olyan a leképezésre szoritkozni, amely egyetlen dltaldnositott ciklusbdl all.

Legyen

n
|

-en—1 n
| 1

Iy
oc=(12~--n)4'1'j=(é g ), ha »nparatlan,akkor (12-.-n), |;/€K,

igy x€ K,. Az eljdrast iterdlva nyerhetjiik, hogy tetszéleges olyan leképezés, amely
nem permutdcio és fépermutdcidja pdratlan, eleme K,-nek, ha n pdros, akkor a bizo-
nyitds hasonld moédon torténik, azonban » helyére n— 1 keriil. Tehdt azt nyertiik,
hogy F, kommutdtor részfélcsoportja K, - A4,-nel vald analdgia kedvéért K, -et az
n-edfoku alterndlé félcsoportnak fogjuk nevezni.

Legyen x pdratlan permutdcié oK, E K, igy K, nem idedl. Azonban az 1. tétel
felhaszndldsdval trividlisan adddik, hogy tetszOleges o€ F, esetén oK, 1C K,.

N. Ito {13] és O. Ore [25] egymastdl fiiggetleniil bebizonyitottdk, hogy n=5
esetén A, minden eleme kommutdtor. A szerz8 azt sejti, hogy hasonlé eredmény
igaz K, -re is, vagyis K,(n=35) 6sszes eleme kommutdtor (lasd {9]). K, és A4, kozo6tti
analdgidra tovabbi adalékot nyujt a 8. tétel. A 8. tétel (Idsd [9]) azon ismert csoport-
elméleti eredmény kiterjesztése félcsoportokra, amely szerint 4, kommutdtor rész-
csoportja 6nmaga.

8. TETEL. K, kommutdtor részfélcsoportja onmaga.

Bizonyitds. Mivel a pdros permutdciok és a szinguldris leképezések elemei
K,-nek és ezek egyben generdljdk is K,-et, igy K, kommutdtor részfélcsoportja
onmaga.
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9. TETEL. F, dsszes normdlosztoi K, és Ly, m=1, 2, ..., n, valamint I(,,,,,_I)U g,
ahol & az egység permutdciot jeloli.

Bizonyitds. A 6. ésa 7. tétel, valamint trividlis meggondoldsok biztositjak, hogy
K Ipn-nUe Iyym m=1,2...0 részfélcsoportok normalosztdk, igy csak annak
blzonyltasa marad hatra, hogy F,-nek nincs egyéb normadlosztdja.

A bizonyitds elsé 1épéseként tegyuk fel, hogy F, N normalosztdjdban van olyan
elem, amely permutécio, ekkor nyilvdn ¢€ N. Ebbdl kévetkezik, hogy N tartalmazza
F, 0Osszes szinguldris leképezését. Ennek beldtdsdra jeldlie o; i=1,2, ..., (n—1)?
F, szinguldris leképezéseit, igy fenndll a a,e0;7'=0; azonossdg, vagyis o;€N.
Nyilvdnvaldan g; segitségével F, minden idempotens eleme, amely kiilonbézik az
egység permutéciétél eldallithaté. J. M. Howie bebizonyitotta (ldsd [66]), hogy
F, az egység permutamotol kiilonb6z6 idempotensei dltal generdlt részfélcsoport
I(,,,l 1- (Erdsebb dllitds is igaz, ldsd a 6. tétel korolldriumdt.) Igy nyilvan N csak
Ity n-1yU N, alaku lehet, ahol N, S, normdlosztdja. Mint ismeretes, ha n =3, akkor
S, egyetlen valddi normaloszto_la A,, esetiinkben azonban e-t is egyetlen elembdl
dllé6 normdloszténak kell tekinteniink. n=2 esetén K, =1, ,_;,Ue.

A tovdbbiakban tegyiik fel, hogy N nem tartalmaz permutdciét, valamint
hogy I,y N és 1(,,,,(“)(1: N. Ekkor létezik olyan k+1 defektl o eleme F,-nek,
hogy a€ N. Ha 7y, 7y ..., m,s jeloli S, elemeit, akkor N normdloszté tulajdonsdga
miatt mon7teEN (i=1, 2 , n!). Kovetkezésképpen N-nek tartalmaznia kell F,
Osszes a-val azonos tipusu elemét. Konnyl beldtni, hogy alkalmas ¢ szinguldris
leképezés esetén oa=f oly modon, hogy a és B tipusa kiiliinbbzc’i Tovdbbd az is

igaz, hogy ha a;;-vel szinguldris leképezéseket jeloliink, akkor ]] o2 =p alakban

elddllithatd B elemek olyanok lesznek, hogy F, tetszdleges k +1 defektu elem tipu-
sahoz tartozni fog legaldbb egy f. Kovetkezeskeppen mfr7t (i=1, 2, ..., n!) alak-
ban F, tetsz8leges k +1 defektl leképezése elddll. Vagyis [, ;+qy N feltetel nem
teljesulhet ha o€N k+1 defektl. Igy adodik a tétel allitasdnak helyessége, ha
N legnagyobb defektii elemének defektszdma m(m <n), akkor N=1,, ,.,. A normdl-
osztok vizsgdlata utan rdtériink a maximalis csoportok leirdsara. ElGszor a kovet-
kez8kben tobbszor idézett 10. tételt fogjuk bebizonyitani, amely sziikséges és elég-
séges feltételt ad arra, hogy két leképezés mikor lehet eleme ugyanannak a csoportnak.

10. TETEL. Legyenek ay,a,, ..., o, n-edfoki leképezések. Annak sziikséges és
elégséges feltétele, hogy az {a,, o, ..., 0} struktira csoport legyen az, hogy
1. fay), f(), ..., f(o,) elemhalmaza megegyezzék,
2. ko), =1 i=12,...,r,
3. legyen méf() i=1,2,...,r, akkor ha o(m)=m; és legyen j; az egyetlen
olyan betii, amelyre fennall hogy j, €f(e), és o,(j;)=my,, akkor j,=j,=...=j,.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az 1. feltétel nem teljesiil. Ekkor {ay, o, ..., &}
nem lehet csoport, mert legaldbb két idempotens elemet tartalmaz. Amennyiben
a 2. feltétel nem teljesiil egy ; elemre, akkor {«;} nem csoport és igy {o;, %o, ...,i 0, }
sem lehet csoport. A 3. feltétel sziikségessége a kovetkezé mddon ldthato be: k¢ f(o;)
és az egyetlen elem j;€f(x), Ugy hogy fenndll a(j)=k,. Mivel {a;, s, ... o}
csoport, igy csak egyetlen I idempotens eleme van és I=af miatt I(k) =j,, ezért
J1=Ja2=Js... =J., amivel a 3. feltétel sziikségességét igazoltuk. A tétel bizonyitdsihoz
ezek utdn azt kell kimutatni, hogy az 1, 2, 3 feltételek egyiittesen elégségesek is.
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Az {oy, oy, ... o, ) struktiira a leképezésck szorzdsdnak asszociativitdsa miatt asszocia-
tiv. Az 1. feltétel teljesiilése miatt ha van is tobb idempotens, ezek fépermutacidja
megegyezik. A 3. feltétel biztositja, hogy a farész is megegyezzék, igy csak egyetlen
idempotens elem lehet. Jelolje az idempotens elemet . Az el3z8ekbdl tudjuk, hogy
g =14, ahol v tetszbleges eleme a struktirdnak és d r rendje 19t =1t¢ =1?+1, akkor
a 2. tulajdonsdg miatt 1+ =1. Kdvetkezésképpen ¢ egységelem.

A 2. feltétel miatt a kvdziinverz megegyezik az inverzzel. Mivel {a, «, ..., @,}
tetszbleges elemeinek van inverze, ezért csak azt kell bebizonyitani, hogy pontosan
egy inverze van. Ezt a 3. feltétel biztositja.

11. TETEL. Legyenek oy, oy, ..., o, leképezések G n-edrendii csoport generdtor
elemei és h(a)=1, i=1,2,...,r. Ekkor oy, f(a3), ..., f(2,) megaddsdval G dsszes
eleme egyértelmiien meghatdrozhato.

Bizonyitds. Mivel G csoport, ezért felhaszndljuk a 10. tételben szerepld 3. tulaj-
donsdgot, amelynek segitségével adodik, hogy a-bdol és f(x)-bdl (=2, ...r) az
oy, ..., o, clemek egyértelmlien meghatdrozhaték. Mivel oy, s, ..., , generdtor-
rendszerét alkotjdk G-nek, G Osszes eleme egyértelmiien meghatdrozhato.

1. KorROLLARIUM. Tetszéleges félcsoportban az idempotensek szdma megegyezik
a maximdlis részcsoportok szdmdval.

2. KOoROLLARIUM. Egy tetszdleges félcsoport két maximdlis részcsoportja kiozos
elem nélkiili.

12. TETEL. F, részesoportjai a k-adfoku (k=1, 2, ..., r) szimmetrikus csoporttal
izomorfak.

Bizonyitds. A 11. tétel szerint egy részcsoport elemeinek fépermutdcidi dltal
izomorfidig egyértelmiien meg vannak hatdrozva. Mivel egy részcsoportban két elem
fépermutdcidjdnak elemhalmaza nem lehet kiilonbdzé (ldsd 10. tétel 1. feltétel),
ilyen médon ha egy elem fépermutdcidja k-adfoka, akkor tekinthetjitk az Osszes
ugyanazon a k bet(in értelmezett f6 permutdciot. Ez természetesen maximdlis és izo-
morfidig egyértelmiien meghatdrozza F, egy maximadlis részcsoportjdt, azért csak
izomorfidig, mert az elem farésze tetszOlegesen vdlaszthatd, ennek megvidlasztdsa
utdn a tobbi elem farésze egyértelmfien meghatdrozott (ldsd 11. tétel). Mdsrészt,
ha adott egy részcsoport elemei fépermutdciéinak halmaza és az nem meriti ki a szim-
metrikus csoportot, akkor az elemek dltal meghatdrozott részcsoport nem Jehet
maximalis, mivel részcsoportja annak a csoportnak, amelyben az elemek f6 per-
mutdcidi kimeritik a k-adfoki szimmetrikus félcsoportot. gy F, minden maximdlis
részcsoportja S-val izomorf, mdsrészt barhogyan adunk meg Si-t, k=1,2,...n—1
esetén F,-nek van olyan valddi leképezésekbdl 4116 maximalis részcsoportja, amely
S;-val izomorf.

1. KOROLLARIUM. F, tetszbleges maximdlis részcsoportjdnak rendje k! (k=n).

2. KOROLLARIUM. Tetszblegesen megadott k (k=n) természetes egész esetén
taldlhaté olyan maximdlis részcsoport F,-ben, amelynek rendje k!

S. ScHWARzZ azt sejtette (ldsd [32]), hogy a 12. tétel érvényben marad, ha F,
helyett az n elem{i halmazon értelmezett bindris reldciok félcsoportjdt B,-t irjuk.
S. ScHWARZ sejtésének megcdfoldsdra a jelen tanulmdny III. részében tériink vissza.
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E tulajdonsdgi egy félcsoport akkor, ha minden valddi részfélcsoportja csoport.
Az E tulajdonsdgu félcsoportok jellemzését PoLLAK Gy.—RfEper L. adta meg
(ldsd [26]). Az el6z6 eredmények felhaszndldsdval lehetdség nyilik eredményiiknek
egy egyszer(i bizonyitdsdra.

13. TETEL. Egy félcsoport akkor és csak akkor E tulajdonsdgu, ha az aldbbi
Sfeltételek egyike teljesiil:

1. csoport,

2. ciklikus félcsoport,

3. mdsodrendii félcsoport.

Bizonyitds. A tétel dllitdsa abban az esetben ha S csoport, nyilvanvald, ezért
a tovdbbiakban feltessziik, hogy S nem csoport. Ha S egyetlen a« elemmel van gene-
ralva, akkor A(x) =2. Tegyiik fel ugyanis, hogy {a}=2S és h(a®)=2 és igy {«}* nem
csoport és {«*}C S ami ellentmond az E tulajdonsdgnak.

Ha S nem ciklikus, vagyis legaldbb két elem dltal generdlt, akkor maximalis
részcsoportjainak egyesitése. Tegyiik fel, hogy S nem lenne csoportok egyesitése,
akkor létezik olyan a€ .S, amely nem eleme S egyetlen részcsoportjanak sem, igy
{} nem csoport, mivel S-rél feltettiik, hogy nem ciklikus, ezért az, hogy {«} nem
csoport, ellentmond az E tulajdonsdgnak. S inverz félcsoport, mivel minden elemé-
nek van csoport inverze, de nem lehet mds dltaldnositott inverze. Tegyiik fel,hogy
S-ben két idempotens elem van: 7,, 7,. Ekkor [3] I. kot. 4.8. segédtétel szerint 7,7, =
=1,7;, mdsrészt, mivel S E tulajdonsdgn, {r,,7,}=3S. Mivel 7,7, is 1,757 T, =
=1T,T,T5T, = T;T, Miatt idempotens, igy S kommutativ és idempotens elemekbdl all.

Mivel {z,, 1,} = S, ezért S legfeljebb hdrom elemet tartalmazhat, ezek t,, 15, 7,7,.
Ha 7, #1,#1,1,, akkor {t,, 7,75} # S és ez ellentmond az E tulajdonsdgnak. Ha S
két elemi, vagyis 1, =17, akkor valéban E tulajdonsdgi. Egy E tulajdonsdgu
félcsoport nem generdlhatd ketténél tobb elemmel, mert akkor lenne két idempotens
altal generdlt valddi részfélcsoportja.

14. TETEL. Ha egy S leképezésfélcsoport elemeinek f& permutdcioi azonos hal-
mazon vannak értelmezve, akkor a kiilonbozé f6 permutdcick halmaza (maximdlis)
csoport homomorf kép.

Bizonyitds. Ha o, € S, akkor a keresett homomorf ¢ leképezés ocii fla)) meg-
feleltetéssel adhatd meg. ¢ mivelettartd, mert ha «;, of € S és o; =u; f(a,), oF = aff(af),
akkor o, — Fla)a¥ > flal), tovabbd S0P =f(o;) f(ef) és igy valdban a ¢ leké-
pezés miivelettarts, mivel wof > flooF) = f(o;) (o).

A fépermutdcidk halmaza szorzdsra nézve zdrt és igy a ¢ leképezés segitségével,
S-nek egy csoport homomorf képét nyerjiik.

1. KOROLLARIUM. Minden feloldhato leképezésfélcsoport homomorf képe,
elemei fépermutdcidinak halmaza.

2. KOROLLARIUM. Minden egységelemes leképezésfélcsoport csoport homomorf
képe, elemei kiilonbozd fépermutdcidinak halmaza.

15. TETEL. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az S leképezésfélcsoport,
elemidegen részcsoportok egyesitéseként elbdllithaté legyen az, hogy ha o€ S, akkor
h(ax)=1.
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Bizonyitdas. A feltétel sziikségessége trividlisan kovetkezik a 4. tételbébl.
Mivel a € S esetén h(a) =1, ezért az azonos elemhalmazokon értelmezett fépermutd-
cidval rendelkezé leképezések olyan féicsoportot alkotnak, amely maximalis rész-
csoportjainak egyesitése. Igy a 11. Tétel 2. Korolldriumabol és egyszerii meggondo-
ldsokbdl adodik a feltétel elégségessége.

1. KOROLLARIUM. Ha n=2, F, nem dllithato elé csoportok egyesitéseként.

Bizonyitas. Ha n=>2, akkor F,-ben van olyan « elem, hogy A(x)=1 és igy
o a 10. tétel szerint nem lehet eleme egyetien részcsoportnak sem.

2. KOROLLARIUM. F, elédllithaté csoportok egyesitéseként.
Ez az éllitds megtaldlhato [3] 1. kotetének 4.1. pontjdban. (6. feladat.)
3. KOROLLARIUM. Egyszerii félcsoportok elédllithatok csoportok egyesit éseként

16. TETEL. (Croisot) Ha n=2, F, nem dllithaté elé egyszerii félcsoportok egye-
sitéseként (lasd [4]).

Bizonyitds. [3] 1. kotet 4.6. tétele és a 15. tétel egyiittesen biztositja, hogy F, (n>2)
nem lehet teljesen egyszer(i félcsoportok egyesitése. Jol ismert (Idsd pl. [3] 1. kot
76. old.), hogy véges egyszerii félcsoportok teljesen egyszer(iek. Igy ha F,-nek lenne
egyszerii félcsoportokra vald felbontdsa, akkor ez egyben egy teljesen egyszeril
félcsoportokra valo felbontdst is jelentene, ami az el6z8ek szerint lehetetlen.

A 16. tétel a 15. tétel 3. korollariumanak koézvetlen kdvetkezménye.

F, egyoldali idedljainak leirdsa F, magjdnak meghatdrozdsa szempontjabdl
Iényeges.

17. TETEL. F, egy részfélcsoportia akkor és csak akkor balidedl, ha elemi
balidedl vagy elemi balidedlok egyesitésekeént elballithatd.

Bizonyitds. Legyen o€ Ly (Ly elemi balidedlt jeldl), ekkor F,a=Ly. Jelolje
L F,-nek tetsz6leges balidedljat. Ha a€ L, akkor Ly, S L. Tegyiik fel, hogy Ly, < L
és BcL, de B4 Ly . Ekkor F,f=Ly,, tovdbbd Ly U Ly, részfélcsoport, hiszen
az aff tipusi elemek Ly,-nek a fix tipusiak Ly -nek elemei. Ha létezik olyan y€L,
hogy y¢ Lx,7¢ Ly,, akkor F,y=Ly,. Az eljdrast addig folytatjuk, amig L minden
eleméhez tartozé elemi balidedlt kivédlasztottuk és ekkor L nyilvdnvaldan el6dllit-
haté a kivalasztott elemi balidedlok egyesitéseként.

12...

KOROLLARIUM. F, minimdlis balidedljainak mindegyike egy elemil, egy ([- i :1)

alaki leképezést tartalmaz. Igy a kiilonb6zé minimdlis balidedlok szdma n.

18. TETEL. F, jobbidedljai a kétoldali idedlokkal egyeznek meg.

Bizonyitds. Felhaszndlva a 6. tételnél alkalmazott jelolést, jeldlje 1, .,y m =1, 2,...
... n F, idedljait. Ekkor I, ., F,=1, ., mivel ha ¢ jeloli F, egység elemét, akkor
1 mye =1 my teljesiil. Ennélfogva minden jobbidedl kétoldali idedl. Az dliitds for-
ditottja nyilvdnvald.

KOROLLARIUM. F, minimdlis jobbidedlja megegyezik minimdlis idedljdval, vagyis
I
(n,1)
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19. TETEL. F, magja I, .

Bizonyitds. A. SZUSKEVICS bebizonyitotta (ldsd [36], valamint [3] I. kotet 207. old),
hogy minden véges félcsoportnak van egy magja, amely Osszes minimdlis balidedl-
jainak, illetve Osszes minimdlis jobbidedljainak egyesitése. A. SZUSKEVICS tételének
és a 17. tétel korolldriumdnak kozvetlen kovetkezménye, hogy F, magja I, .
A 17. tétel korolldriuma helyett alkalmazhatjuk a 18. tétel korolldriumat is a tétel
bizonyitdsdhoz.

20. TETEL. F, kvdziidedljai a balidedljaival egyeznek meg.

Bizonyitds. STEINFELD O. ([33], [34], valamint [3] . kotet 85. old.) tétele szerint
egy félcsoport részhalmaza akkor és csak akkor kvidziidedl, ha a félcsoport egy bal-
és egy jobbidedljanak metszete. STEINFELD O. tétele és a 17., valamint 18. tételek
alkalmazdsdval a 20. tétel dllitdsa egyszerlien bizonyithato.

21. TETEL. F, minimdlis kedziidedljai a minimdlis balidedlokkal egyeznek meg.
Bizonyitds. A 21. tétel a 20. tétel kozvetlen kovetkezménye.
22. TéveL. F, bi- és kvdziidedljai megegyeznek.

Bizonyitds. Mivel F, reguldris (ldsd [3], 1. kotet 33. old., valamint [10}) alkal-
mazhatd Lajos S. tétele: egy reguldris félcsoport minden biidedlja kvdziidedl (lasd [19].
Mdsrészt egy félcsoport kvaziidedlja egyben biideal is. (Lasd [3], I. kot. 85. old.)

KOROLLARIUM. F, biidedljai a balidedljaival egyeznek meg.
23. TETEL. Ha egy S leképezés félcsoport, amelvnek rendje n, tartalmaz egy
12...
(i i :1) alaki leképezést, akkor magja S 1, 1.
Bizonyitds. A. SZUSKEVICStS] szdrmazik az az eredmény (ldsd [3] I. kot. 85. old.),
amely szerint ha egy félcsoport magjdnak és egy részfélcsoportjdnak van kozos

eleme, akkor a részfélcsoport magja megegyezik a részfélcsoport és az eredeti
félcsoport magjanak metszetével. Mivel S F,-nek részfélcsoportja, ezért ha

(11 ??)ES akkor S magja SNI, 1.

KoroOLLARIUM. Ha A absztrakt félcsoport tartalmaz balzérus elemet, akkor
A magja a balzérus elemekbdl fog dlini.

Bizonyitds. Legyen S leképezés félcsoport A reguldris dbrdzoldsa, ekkor - §

2...n

1
tartalmaz ( P i) alakq leképezést és igy alkalmazhatd a 23. tétel.

24, TETEL. F, Osszes olyan elemeinek Py halmaza, amely elemek mindegyikének

[fOpermutdcidjdban az X halmaz Gsszes elemei szerepelnek és csak ezek, tovdbbd
o € Px esetén h(a)=1, F,-nek részfélcsoportja.

Bizonyitds. Legyen o, B€ Py, ekkor f(af) is pontosan az X halmaz elemeibdl
all, igy aff € Py.
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25. TETEL. F, elédllithaté elemidegen részfélcsoportiainak egyesitéseként pl.

F,=8,U1L, -1 alakban.

Bizonyitds. S, részfélcsoport és a€ S, esetén D(a)=n, €I, ,-1-bdl kovet-
kezik, hogy D(f)=n—1, mivel I, ,_, is részfélcsoport és S,-nel nincs k6zos eleme,
a tétel dllitdsa bizonyitdst nyert.

26. TETEL. Tetszdleges S leképezés félcsoport felbonthaté elemidegen részfél-
csoportjainak egyesitésére, ha o € S, akkor h(a) =1.

Bizonyitds. Allitisunk a 15, tétel kévetkezménye.

KOROLLARIUM. Tetszdleges absztrakt félcsoport, amelynek dsszes ciklikus rész-
félcsoportja csoport, elemidegen részfélcsoportjainak egyesitéseként felirhato.

Bizonyitds. A reguldris dbrdzolds segitségével visszavezethet6 az absztrakt
félcsoport leképezésfélcsoportra is, erre érvényes a 26. tétel. A 4. tétel alkalmazdsa-
val teljes a bizonyitds.

A 26. tétel altalanosithatd, ugyanis Szep J. bebizonyitotta, hogy tetszbleges
félcsoport részfélcsoportok egyesitéseként elddllithaté (ldsd [68]).

F, generdtor rendszereivel foglalkozik a 27. és 28. tétel. Szamos idevdgé. ered-
mény [14]-ben megtaldlhatd.

27. TeveL. {S,, a}=F, akkor és csak akkor teljesiil, ha D(a) = n—1.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy D(x) = n—2, akkor a szorzat defektszdmaira
vonatkozd 1. tétel miatt n — 1 defektii leképezés nem dllithaté eld és igy {S,,a}=F,
nem allhat fenn. Mivel a n—1 defektl, fenndll, hogy a«=f(«)7, ahol t szinguldris
leképezés. Tekintve, hogy

F@ES, f@)TY(re{sS,,a},

vagyis 1€ {S,, a}, de frf~1, B¢ S, alakban F, Osszes szinguldris leképezése elBdll,
igy {S,,«} elemei kozott szerepelnek az ©Osszes szinguldris leképezések és S,.
A 3. tétel fethaszndldsdval adodik, hogy {S,,a}=F,.

28. TETEL. F, (n=2) tetszdleges generdtorrendszere legaldbb hdrom elemil.

Bizonyitds. Mivel S,(n=2) nem ciklikus, igy legaldbb két elemmel generdlhaté.
Ily médon a 27. tételbdl kovetkezik a 28. tétel dllitdsdnak helyessége.
KororLArIUM. Ha {«, 8, y}=F,, akkor {a, f}=S, és D(y) = n—1.

29. TETEL. o akkor és csak akkor egysége F,-nek, ha o€ S,.

Bizonyitds. Az 1. tétel miatt F, egységeleme csak két S,-beli elem szorzataként
allithaté eld. Mivel F, egységeleme az egység permutdcid, ezért S, bdarmely elemét
inverzével megszorozva F, egységeleme elddll.

A 29. tétel bizonyitdsa A. SzuskEvicsnél is szerepel (ldsd [37], valamint [3] I. kot.
23. old.).

(Beérkezett: 1968. X. 15.)
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