A KIEGESZITO VALTOZOK MODSZERE

frta: MAJTHAY ANTAL

1. Bevezetés

A kiegészitd vdltozék modszere DaNTzIG és COTTLE munkdssdga nyomdn
sziiletett, eldzményei azonban sokkal kordbbi id6pontra nyulnak vissza. Minden-
esetre 6k javasoltak a konvex kvadratikus programozdsi feladat megolddsara egy,
az ekvivalens feladat sajdtos szerkezetét mélyen kihaszndlé megoldoé algoritmust
{8], [9]. DaNTZIG és CoTTLE gondolatait TUCKER mélyrehatd vizsgdlat targydvd
tette [62], és ennek eredményeként nemdegenerdlt feladat esetén az algoritmus
logikailag kifogdstalan leirdsdt nyerte. E vizsgdlatokat folytatva LEMKE arra a fel-
ismerésre jutott, hogy az alapgondolat varidldsdval egyéb problémdk is sikeresen
kezelhetdk [38], [39], [41].

A kovetkezé mdsodik pontban a probléma kialakuldsanak a torténetét vazol-
juk és ennek kapcsdn megmutatjuk, hogy a matematikai programozdsnak nagyon
sok problémdja szorosan Osszefiigg az dltalunk vizsgdlt, és elsG pillantdsra nagyon
specidlisnak t{ind problémdval. A harmadik, negyedik és 6todik pontban hdrom,
egymdssal rokon algoritmus leirdsdt és végességiik, illetSleg eredményességiik,
tovabbd alkalmazhatdsdgi hatdraik vizsgdlatdt taldlja az olvasé.

2. A Kkiegészito valtozok modszerének kialakulasa és a matematikai programozisban
betoltott szerepe

2.1. Tekintsiik a kovetkezd feladatot:

Legyen w(z) az N-dimenzids euklideszi térnek egy onmagdba vald leképezése.
Keressiink a nemnegativ ortansban egy olyan z vektort, amelynek a w(z) képe
ortogondlis z-re és ugyanebbe az ortdnsba esik.

Kiegészité valtozok moédszerének egy algoritmuscsalddot neveziink, amely
a w(z) = Gz g eset vizsgdlata sordan sziiletett.

Legyen tehdt G N X N-tipust valds elem(i mdtrix, g pedig N elemii oszlopvektor.
Keressiink olyan N elemii z és w oszlopvektort, amelyekre fenndll:

Q. 1.1) w=Gztg ,
Q. 1.2) wz=0

2. 1.3) 220

2.1. 9 - 2w =0,

E képletekben 0 zérusvektort jeldl, a vektorok kozotti egyenlStlenség komponensen-
ként értendS, T a transzpondlds jele, igy z'w a z és w vektorok skaldrszorzatdt
jeldli.
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296 MAJTHAY A.

A tovabbiakban a
min g(x)

g:(x)=0 i=1,..,m
x=0

szimbolikus irdsmdddal a kdvetkez6 feladatot fogjuk jel6lni:

Hatdrozzuk meg a g(x) valds értékd fiiggvénynek a g(x)=0 i=1,...,m és
x =0 feltételek dltal meghatdrozott halmazon felvett minimumdnak_az értékét,
tovdbbd a halmaznak legaldbb egy olyan x pontjat, amelyben g(x) értéke minimalis,
illetéleg mutassuk meg, hogy ilyen nincsen.

Analdég modon értendd a

max g(x)
g(x)=0 i=1,..,m

x=0

szimbolikus irdsmad is.

A matematikai programozds elméletében elészor a linedris programozds
dualitds-tételének vizsgdlata sordn jutottak a (2. 1. 1)—(2. 1. 4) problémdra [61].

Tekintsiink egy kanonikus formdban megfogalmazott primdl-dudl feladat-
part. Legyen A adott m Xn tipust valds elemii matrix, b, ¢ adott m, ill. » elem(
oszlopvektor, x, y pedig n, ill. m elemii vdltozd vektorok.

Primdl feladat:

min eTx
@.1.5) Ax=b
x=0
Dual feladat:
max bTy
(2.1.6) ATy=c
y=0.

- Vezessiik be az u n-dimenzids és v m-dimenzids segédvaltozékat. Ezeknek segit-
ségével a feladatpdr a kdvetkez6képpen irhato fel:

min eTx
AX—v=D>b
2.1.5)
x=0
v=0
maxbTy
ATy+u=c¢
2.1.6)
=0
0.
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A linedris programozds dualitdstétele [6] szerint e feladatok bdrmelyike akkor
és csak akkor oldhaté meg, ha a mdsik is megoldhatd. Eszerint a két feladatot
egyszerre is vizsgdlhatjuk. Ha bevezetjiik a

o —47
G=l4 o ]
e
€= |-b
'u]
w =
~V
,X]
zZ =
LY
jeloléseket, akkor e feltételek alakja:
w=0Gz+g
w=0
z=0.

A kiegészit$ eltérések gyenge tétele [6] szerint, egy x,y megengedett megolddspdr,
ill. a hozzdjuk tartozd u, v vektorok akkor és csak akkor alkotjdk a feladatpdr opti-
malis megolddsdt, ha

xTu=yTv=0.

A nemmnegativitdsi feltételre valé tekintettel e feltétel éppen egyenértékii a

2Tw=0
feltétellel.

Osszefoglalva: a (2. 1. 5), (2. 1. 6) linedris programozasi feladatpdr ekvivalens
a (2. 1. )—(2. 1. 4) feladattal.

A linedris programozdssal analdg viszonyokat taldlunk a konvex kvadratikus
programozdsi feladat vizsgdlata sordn is [29].

Tegyiik fel, hogy Q n X n-tipusq, valds elemd, pozitiv szemidefinit szimmetrikus
métrix. A tovdbbi jeleket dtvessziik a (2. 1.5), (2. 1. 6) feladatokbdl. Tekintsiik

a kovetkez$ kvadratikus programozasi feladatot:
min 1xTOx 4 ¢Tx

Ax=b

x=0.

Minthogy a linedris feltételek trividlisan teljesitik a Kuhn—Tucker-féle feltéiel-
mindsitést [37], a célfiiggvény pedig konvex, azért a Kuhn—Tucker-elmélet szerint
egy nemnegativ komponensekkel rendelkezd x vektor akkor és csak akkor alkotja
a feladat optimdlis megolddsdt, ha lehet hozzd olyan nemnegativ y vektort taldlni,
hogy a

o(x,y) = $x"Ox+c"x—yT(4x—b)
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Lagrange-fliggvényre teljesiilnek az aldbbi feltételek:
WP (x,y) =xTQ+cf—yT4 = 0,
2.1.7) P (x,y) = —xTA+b" =0,
VxP(x,y):x =0,

Yo (x,y)y =0.
Bevezetve az
u=0Oxic—ATy,

v =Ax—b,
tovabba a
_Jo -4T
¢C=1a o |
e
g = bl’
ul
W= ,
hv‘
o
7z =
.YJ

jeloléseket, ldthatjuk, hogy a (2. 1. 7) feltételek a (2. 1. 1)—(2. 1. 4) alakot oltik.
Eszerint a konvex kvadratikus programozasi feladat is ekvivalens a (2. 1. 1)—(2. 1. 4)
feltételrendszer megolddsdnak a feladatdval.

Rendkiviil érdekes tény, hogy a kvadratikus programozds elmélete egy madsik
uton is elvezet a (2. 1. 1)—(2. 1. 4) problémara, mégpedig a linedris programozdshoz
hasonldan a dualitds gondolatdn keresztiil.

A dualitds fogalmdt DENNis [12] és DoORN [15] terjesztette ki a kvadratikus
programozdsi feladatra, majd késébb CoTTLE [5], ill. DANTZIG €s COTTLE [8] dlta-
lanositottdk DENNIS és DORN gondolatait. Ertékes gondolatokat tartalmaz Monp [51]
dolgozata is. : ) ‘

A linedris programozds elméletében egy feladat dudlisdt szimbolikus alapon
értelmezziik, mégpedig Ggy, hogy az nem haszndlhatd fel kdzvetleniil altaldnositdsi
alapként. El6nyosebb azt vizsgdlni, hogy melyek a dualitdsnak azok a tényei, ame-
lyekre erbsen tdamaszkodunk, s amelyek a szimbolikdtol fiiggetlenek. Tovdbbi
utmutatdst a Lagrange-fiiggvény vizsgalata ny(jt még, mint azt késébb ldtni fogjuk.
Az elsé gondolaton elindulva természetesen adddik a kdvetkezd:

Két matematikai programozdsi, mégpedig egy maximumkeresési és egy mini-
mumkeresési feladatot akkor tekintiink egymds dudlisdnak, ha koziiliik barmelyik
feladat optimdlis megolddsdnak a létezése maga utdn vonja a mdsik feladatra is
az optimdlis megoldds létezését és ez esetben az optimalis célfiiggvényértékek meg-
egyeznek, tovabbd a maximumfeladat célfiiggvényének az értéke tetszdleges meg-
engedett megoldds esetén kisebb vagy egyenlé a minimumfeladat tetszSleges meg-
engedett megoldasdhoz tartozd célfiiggvény értékével.

Vegyiik észre, hogy a definicidban a ,,dudl dudlja a primdl” dltaldban nem egé-
szen pontos kijelentés is benne foglaltatik.
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Tekintsiik ezutdn a kovetkezé kvadratikus programozdsi feladatot:
min x7QOx +¢Tx
(2.1.8) Ax=b
| x=0.

Az egyes szimbdlumok jelentése pontosan megegyezik az el6z6kben megadottal,
azzal a valtoztatdssal, hogy Q legyen pozitiv definit, de nem feltétleniil szimmetrikus.
(A szimmetridval kapcsolatos engedmény e ponton semmitmondd, a késébb vizs-
gdlandé autodudlis esetnél azonban haszndt fogjuk venni.)

W. S. DorRN a linedris programozds dualitdstételére tdmaszkodva megmu-
tatta [15)], hogy ¢ feladatnak a fenti értelemben vett dudlisa a kovetkezd, ugyancsak
kvadratikus programozdsi feladat:

max —u’ Qu+bTv
2.1.9) ATv—(Q+QNu =c¢
v=0.
Tegyiik fel mdrmost, hogy 4=0=G é —b =c = g, azaz tekintsiik a
min xTGx +gTx
(2. 1. 10) Gx+g=0
x=0

feladatot. NEUMANN JANosnak egy matrix-elméleti tételére [53} hivatkozva DORN
megmutatta, hogy e feladat feltételei mindig konzisztensek. (COTTLE valamivel
egyszeriibben bizonyitja ugyanezt {4} egy GALEtSl eredd dllitdsra hivatkozva [21].)

Irjuk fel a feladatnak a (2. 1. 9) szerinti dudlisdt: '

max —uf Gu—gTv
2.1.11 G'v—(G+GNHu—g=0
v=0.

Az egyenlStlenségeket balrol vT-vel szorozva, g7-re becslést nyerhetiink. Ezt és a G
matrix pozitiv definit tulajdonsdgdt felhaszndlva kideriil, hogy optimadlis megoldds
esetén sziitkségképpen

(2.1.12) u=v.

Ezt a feltételt a (2. 1. 11)-hez hozzdvéve, vele optimdlisan ekvivalens feladatot
kapunk a kovetkez6 értelemben:

Két matematikai programozdsi feladatot akkor tekintiink optimdlisan ekvi-
valensnek, ha benniik mind az optimdlis megolddsok halmaza, mind pedig az opti-
mum értéke azonos.

E definicié szerint a (2. 1. 12)-vel kiegészitett (2. 1. 11) feladat optimdlisan
ekvivalens a (2. . 10) feladattal, és az is konnyen ldthatd, hogy a k6z6s optimum
értéke zérus. E gondolatmenet teljessé tételéhez még annak a kimutatdsa is sziiksé-
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ges, hogy az adott feltételek mellett a célfiiggvény el is éri a minimumadt; ez azonban
elkeriilte DorN figyelmét. Ennek az dllitdsnak a helyességét FRANK és WOLFE mar
joval kordbban és sokkal dltaldnosabb korillmények kozott igazolta [20], amikor
bebizonyitotta, hogy alulrél korldtos kvadratikus fiiggvény linedris feltételekkel
megadott nem iires tartomdnyon mindig felveszi a minimumdt. Ez az 4llitds egyéb-
ként csak legfeljebb mdsodfoku fiiggvény esetén igaz, magasabb foki polinom esetén
mdr nem, miként azt KAPLANSKY bebizonyitotta [62]. Illusztrdlo példaként tekint-
siik az egész sikon az x}+(1 — x,x,)? fliggvényt, amely nem éri el értékkészletének
alsé hatardt.

Ha egy matematikai programozdsi feladat optimdlisan ekvivalens a dudlisdval,
akkor azt a feladatot autodudlisnak nevezziik. E fogalommal élve, eredményiinket
ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a (2. 1. 10) feladat autodudlis, mindig konzisztens
és az optimdlis célfiiggvényérték zérus. Ez azonban mds szdval azt jelenti, hogy
pozitiv definit G matrix esetén a (2. 1. )—(2. 1. 4) feltételrendszer konzisztens.

DornN eredményének alternativdjaként COTTLE arra az eredményre jutott, hogy
pozitiv szemidefinit G matrix esetén is mindig létezik a (2. 1. 1)—(2. L. 4) feltétel-
rendszernek megolddsa, feltéve, hogy a (2. 1. 1)—(2. 1. 3) feltételrendszer konzisz-
tens [4].

E vizsgdldédds sordn COTTLE észrevette, hogy a (2. 1. 10) probléma csak elsé
pillantdsra t{inik specidlisnak, valéjdban pedig jelentds kapcsolatban 4ll a kvadra-
tikus programozds legdltaldnosabb feladatdval.

A kvadratikus programozdsi feladatok dualitdsdt vizsgdlva ugyanis COTTLE
arra az eredményre jutott [5], hogy pozitiv szemidefinit # X n tipusti Q és ugyancsak
pozitiv szemidefinit m X m tipust P mdtrixokkal az aldbbi kvadratikus programo-
zdsi problémak egymads dualisai:

min 1x7QOx+1y" Py +cTx
Ax+Py+b=10

x=0,
illetdle
® max —+x7QOx—4y" Py —bTy

Ox—ATy+e=0
y=0.
E tény miatt természetes a kdvetkez3 Osszetett program megolddsdt keresniink:

minx? Ox +y'Py+c¢Tx+bTy
Ox—A'y+ce=0
(2.1.13) Ax+ Py+b =0
x=0
y=0.

E feladatban a primal és dudl célfiiggvények kiilonbségének a minimumadt keressiik
az egyiittesen megengedett megolddsok halmazdn.

MTA III. Osztdly Kdézleményei 19 (1969)
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Ha bevezetjiik a

_[e -4
G=la »
e
€= b
'x]
7z =
M

jeloléseket, akkor latjuk, hogy a (2. 1. 13) feladat éppen DorN (2. 1. 10) alartti fel-
adatdnak az alakjat olti fel.

CotTLE szimmetrikus dualis kvadratikus programozdsi feladatainak a cél-
fliggvényei és feltételet egyardnt elegansan levezethetSk egy

2.1.14) D(x,y) = GxTOx+cTx)—(3yT Py +bTy) —yT 4Ax

fliggvénybdl. Ez a megfigyelés vezette DaNTZIGOt és COTTLEt [9] a kbvetkezd dlta-
lanositdsra:

Tekintslink egy, az m X n-dimenzids tér nemnegativ ortdnsin értelmezett,
kétszer folytonosan differencidlhaté &(x,y) fliggvényt. Tegyiik fel, hogy P(x,y)
adott y=0 vektor esetén az x-nek szigorilan konvex fiiggénye az egész {x:x =0}
halmazon, adott x =0 vektor esetén viszont az y-nak szigorian konkdv fiiggvénye
az {y:y=0} halmazon. Ekkor &(x,y) segitségével megfogalmazhaté egy dudlis
feladatpdr:

min @(x, y)~y' v, @(x, y)

—%ox, =0

x=0

v

g =
illetbleg max & (x, y)— xT V& (x, y)
%P(x,y) = 0
x=0

y=0.

A fentiek mintdjdra érdemes ez esetben is megfogalmazni a kdvetkezd Ossze-
tett programot:
min x" V@ (x, y) -y’ v, P (X, y)

D (x,y) =0

2.1.15) —-%Px,y)=0
x=0

y=0.

MTA III. Osztdly Koézleményei 19 (1969)




302 MAJTHAY A.

Ha bevezetjiik az
u(x,y) = %P(x,y)

V(X, y) = —Vytb(x, Y)

[}

o=
jeloléseket, akkor a (2. 1. 15) feladat a kovetkez$ alakot Olti:
min z7 w(z)
(2.1.16) w(z) = 0
z=0.

Ha itt eltekintiink a w(z) leképezés konkrét definiciéjdtol, akkor egészen dlta-
ldnos formdban vizsgdlhatjuk a (2. 1. 16) feladatot, w(z)-t egyszeriien az N-dimenzids
tér egy 6nmagdba vald leképezéseként felfogva.

A (2. 1.16) feladatot a (2.1.15) rovid jeleként tckintve, a dualitdstételbodl
kovetkezik, hogy (2. 1. 16) akkor és csak akkor oldhaté meg, ha a kdvetkezd feltétel-
rendszer konzisztens:

2"w(z) =0
2.1.17) _ w(z) =0
z= 0.

Az altaldnos esetben is vildgos, hogy a (2. 1. 17) feltételek teljesiilése elégséges
ahhoz, hogy valamely z vektor megoldja a (2. 1. 16) feladatot. R6viden megmutatjuk,
hogy bizonyos feltételek teljesiilése esetén sziikséges is.

Tegyiik fel, hogy w(z) a tér differencidlhatd leképezése. Jeldlje

ow .
oz

] a ,w()”

.’Iacobi matrixdnak a transzponaltjdt a z pontban és tegyiik fel, hogy valamely — a fel-
tételeknek eleget tevé — z pontban teljesiil a Kuhn—Tucker-féle feltételmindsités.

. ow . . . .
Ha ezenkivill még az is igaz, hogy a z pontban a [—(;);] matrix pozitiv szemidefinit

és z megoldja a (2. 1. 16) feladatot, akkor zTw(z) =0; azaz ilyen kériilmények kozott
a (2. 1. 17) feltételek teljesiilése valoban sziikséges az optimalitdshoz.

Az dllitds helyességét a Kuhn—Tucker-féle tétel felhaszndldsdval konnyen
bizonyithatjuk. A (2. 1. 7) képletekkel analdg feltételeket felirva ugyanis a kovet-
kezo6re juthatunk:

w(z)+ [%‘}] z—y)=0

z7 [w (z)+ [%—:] (z—y)] =0
y'w(z) = 0.

MTA 111. Osztdly Kozleményei 19 (1969)
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E reldcidkat, tovabbd a premisszdinkat felhaszndlva, a koOvetkez8ket nyerhetjiik:

0=z"w() =2" [%-VZX] (y-2)=@Ez-y) [%—vzv] (y—2) =0,

ez pedig éppen az dllitdsunk helyességét igazolja.

DantziG és CoTTLE a (2.1.16) feladatot vizsgdlva [9] arra az alternativ
eredményre jut, hogy amennyiben a w(z) leképezés Jacobi-mdtrixa pozitiv definit
z-ben, akkor a tétel a Kuhn—Tucker-féle feltételmindsités premisszdja nélkiil is
érvényes marad. A bizonyitds sordn egy JOHNtOl ered6 tételre [34] hivatkoznak,
amely tétel a Lagrange-féle feltételes szélsGértékre vonatkozo tételnek egy a Kuhn—
Tucker-tételtdl kissé eltérd dltaldnositdsa.

Visszatérve ezutdn a (2. 1. 15) programozaisi feladathoz, lathatjuk, hogy a hozzd
tartoz6 Jacobi-matrix

Po o
owl | X ayox
[3z T | e P’

oxay oyt

és tetszbleges (m X n)-dimenzids v vektor és minden x=0, y=0 esetén

0*P 0
) N2
Ti)ﬂ o ox _
Y, . v(,)zv_v Qid)vzo.
Jy?

Az utdbbi egyenlStlenség d(x,y) konvexitdsdbol, ill. konkavitdsdbdl kovetkezik.
A Jacobi-matrix pozitiv szemidefinitsége alapjdn a fentiek szerint a (2. 1. 15) feladat
helyett elég a belSle szdrmaztatott (2. 1. 17) feladatot vizsgdlni, feltéve természe-
tesen, hogy a meglehetésen nehezen megfoghaté feltételmindsités teljesiil.

A nemlinedris programozdsi feladatok dualitdselméletét tobb szerzd is tovabb-
fejlesztette, koziilik elsGsorban MoND [51] és ROCKAFELLAR [55], [56] érdemel
emlitést. Az dltaldnositds irdnya a premisszdk gyengitése. Ennek ardnydban mind
erdsebb eszkozokre van szitkség. Mindenesetre pillanatnyilag gy néz ki, hogy
ezek az dltaldnosabb jellegl tételek nem mondanak Iényegesen tjat a mi tdrgyunk
szempontjabol.

Emlitést érdemel még, hogy ha a (2. 1. 14) alatt értelmezett d(x, y) fiiggvényben
a P, ill. a P és Q matrixokat zérusmatrixnak vdlasztjuk, akkor specidlis esetként
visszanyerjik az elézbleg vizsgdlt feladatokat. Fontos tovébbi alkalmazdsokként
emlitsik még meg a

P(x,y) = g(x)—y Ax+bTy

P(x,y) = g(x)—y" G(x)

eseteket, amelyekbdl a konvex programozds linedris feltételekkel, illetSleg a konvex
programozds dltaldnos konvex feltételekkel feladatok szdarmaztathatok.

ésa
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2.2. A Q2. 1. D—(2. 1. 4) feltételrendszernek a

o —4T e
a=[7 "¢ =il
specidlis vdlasztds melletti megolddsdra az elsé javaslat FRANK és WOLFEtS! szdr-
mazik [21]. Megolddsi eljdrdsuk linedris programozdsi feladatok véges sorozatdbol
all, legaldbbis abban az esetben, ha Q pozitiv szemidefinit.

Ugyancsak a pozitiv szemidefinit kvadratikus programozdsi feladatbol nyert
(2. 1. )—(2. 1. 4) feladat esetére ad megoldd6 algoritmust WOLFE [66], akinek mdd-
szere mdr egyetlen — bizonyos mértékig mddositott — linedris programozdsi
szimplex algoritmusbdl 4ll. Ennek gondolatmenetét roviden vdzoljuk. Felfogds-
maddjdt abban lehetne Osszegezni, hogy keressiink olyan, a (2. 1. 1)—(2. 1. 3) fel-
tételeket kielégitd megolddst, amely még a (2. 1. 4)-et is kielégiti.

Linedris egyenletrendszer nem-negativ megolddsdnak a keresésére szolgdld
eljdrds a linedris programozds elméletében ismeretes [6]. Ez egyrészt azon a tényen
nyugszik, hogy ha egy linedris egyenletrendszernek van nem-negativ megolddsa,
akkor nem-negativ bdzismegolddsa is van, masrészrél pedig azon, hogy mesterséges
véltozok bevezetésével mindig lehet nem-negativ bdzismegolddst taldlni. E nem-
negativnak feltételezett mesterséges vdltozdkat a kovetkezd fogdssal lehet kikiiszo-
bolni: célfiiggvényként bevezetjiik ezek Ssszegét és megkiséreljiik ezt a célfiiggvényt
minimalizdlni. Akkor és csak akkor érjiik ¢l a zérus célfiiggvény-értéket, ha a vizs-
gdlt egyenletrendszernek van nem-negativ megolddsa. A minimalizdcié a szimplex
modszer felhaszndldsdval torténik. Minthogy a szimplex modszer alkalmazdsa
sordn a bdzisba bevonandé vektor felSl ditaldban bizonyos szabadsdggal dont-
hetiink, azért a bevonandd vektort kivdlaszté szabdlyt jogunk van egy tovdbbi
feltétellel kiegésziteni. Eszerint sohasem szabad olyan vektort bevonnunk a bdzisba,
amelynek a kiegészité pdrja’ mdr benne van.?

Az indulé bdzismegoldds csupa mesterséges vdltozot tartalmaz, igy eo ipso
kiegészitd megoldds. A belépésre kivdlasztott vektor ezt a tulajdonsdgot sohasem
rontja el. A kérdés csak az, hogy a tobbletszabdllyal nem kotjilk-e meg tulsdgosan
a keziinket, van-e minden iterdciondl olyan vektor, amelynek jogdban dll a bdzis-
belépés.

WOLFE bebizonyitotta, hogy amennyiben a @ matrix pozitiv definit, akkor
a mddszer mindig szolgdltat megolddst, ha egydltaldn van.

Az dltaldnos pozitiv definit, ill. szemidefinit G matrix esetével foglalkozik
DaNTZIG és COTTLE [8], [9], tovdbbd Tucker [62] és GRAVES [24]. Mindannyian
ugyanazzal az algoritmussal, pontosabban ugyanazzal a két algoritmussal foglal-
koznak, csak kiildnb6zd nézépontokbdl. Matematikai elegancia és szabatossdg szem-
pontjdbdl legszebb TUCKER munkdja, mig a gondolatok hattere inkdbb a tdbbi
dolgozatbdl latszik.

DANTZIG és COTTLE algoritmusdnak alapgondolata a kovetkezé: A (2. 1. 1)—
(2. 1. 4) feladathoz kiegészitd, de nem sziikségképpen megengedett megolddst
mindig lehet taldlni, hisz z=0, w=g ilyen. Ez mds szdval azt jelenti, hogy a kielé-
gitendd feltételek koziil a (2. 1.2) feltételt ideiglenesen elvetjiik. Ha w=g-nek

1 A megfeleld értelmezést a kdvetkezd fejezetben adjuk meg.
2 A valdsagos feltétel ennél valamivel kevesebbet kovetel, itt azonban nem célunk ennek a tag-
laldsa.
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nincs negativ komponense, akkor a feladatot megoldottuk. Ha van, akkor meg-
kiséreljiik ezek szdmdt fogyasztani. Ha a G matrix pozitiv definit, akkor a fédtléjd-
ban csupa pozitiv elem 4ll, s igy egy negativ w; komponens kiegészité pdrjanak
a zérus értékérdl pozitiv irdnyban torténd elmozditdsa révén remélhetd, hogy w;
zérussd vilik, z; pozitivvd. Ha kozben egyetlen olyan véltozé sem vilik negativva,
amely addig pozitiv volt, akkor Ujabb kiegészitd megolddshoz jutottunk, amely
az el6z6nél jobb abban az értelemben, hogy kevesebb a negativ komponense. Ha
valamelyik, el6zdleg nem-negativ vidltozo értéke kozben negativva valik,.  akkor
bizonyos kozbiilsé intézkedésekkel ez a nehézség elkeriilhetd és a célt akkor is elér-
jitk. Nagyon lényeges, hogy ha a kapott Uj bdzis segitségével ezutdn Kkifejezziik
a nembadzis-vektorokat, és a nyert matrix elemeit ,,helyes’” sorrendben helyezziik el,
akkor a kapott matrix Gjra pozitiv definit, s igy az j helyzetre az el6z6 gondolat
ujra alkalmazhatd. Véges szdmu iterdcio utdn a negativ komponensek szdma elfogy.

Ha a G madtrix pozitiv szemidefinit, akkor a k6zbiilsé nehézségek megnidveked-
nek, hiszen mdr csak a f6dtld elemeinek a pozitivitdsa sem teljesiil feltétleniil. Minden-
esetre némi fdradsdggal el lehet Gket hdritani, s egy finomitott algoritmus ebben
az esetben is szolgdltat megolddst, ez esetben persze azzal a feltétellel, hogy az létezik.

A tovdbbiakban LEMKE [38], [39], [41] foglalkozott a (2. 1. 1)—(2. 1. 4) fel-
adattal. Az el6z6 négy szerz$ algebrai szemléletmddjdval szemben & geometriai
eszkOzokkel kozelit a problémédhoz. Az Gj nézbpont 10j dtletekkel gazdagitja a kérdés
irodalmadt, a kapott eljardsokat alaposabban megvizsgdlva azonban kideriil, hogy
Iényegiikben ezek is algebrai, s6t kombinatorikus természetliek.

3. Kiegészit6 valtozo modszer kopozitiv-plusz matrixa feladat megolddsara

3.1. A (2.1. 1)—(2. 1. 4) feladat megolddsdra szolgdl6é algoritmus alapgondo-
latdhoz a kovetkez8képpen juthatunk el: a kielégitendd feltételek szdma talsdgosan
sok, igy a feladat ideiglenes gyengitése révén probdlunk a feltételeket ,,majdnem”
kielégitd megolddst keresni. Ebbdl mint induldmegolddsbdl elindulva, egyik meg-
olddsrol a mdsikra haladunk és kozben vigydzunk arra, hogy az ujabb megolddsok
a kielégitett feltételek kielégitésének a ,,mértékében” ne romoljanak. Reméljiik,
hogy bizonyos koriilmények kozott hatdrozott javulds dll be, s igy megolddshoz
jutunk.

A feltételek gyengitésének egyik lehetséges modja a DANTZIG és COTTLE féle,
amelynél a (2. 1. 2) nem-negativitdsi kovetelménytdl tekintiink el, s egy megoldds
»,Jjosdgdanak™ a mériéke éppen a kielégitett (2. 1. 2) nem-negativitdsi feltételek szdma.
E mddszert a mdsodik fejezetben mdr vdzoltuk.

Masik lehetséges gyengitési mod a (2. 1. 1) egyenletrendszer ,,elrontdsa” példdul
azdltal, hogy a G matrixhoz hozzifiiggesztiink egy tovabbi ,,mesterséges™ oszlopot,
s a valtozokat ennek megfeleléen kiegészitjiik egy tovdbbi ,,mesterséges” vdltozdval
mégpedig uigy, hogy az igy kapott segédegyenletrendszernek legyen a (2. 1. 2)—(2. 1. 4)
feltételeket kielégité megolddsa. Az igy kapott segédfeladatban azutdn vigydzva
arra, hogy a (2.1.2)—(2.1.4) feltételek vdltozatlanul érvényben maradjanak,
egyik megolddsrél a mdsikra haladva arra toreksziink, hogy a bevezetett mester-
séges valtozo zérus szintre keriiljon, s igy az eredeti feladat megolddsdhoz jussunk;
ldtni fogjuk, hogy az eljards egy, a pozitiv szemidefinit matrixok osztdlydt tartalmazo,
de anndl lényegesen bSvebb matrixosztdly esetén — melyet a kopozitiv matrixok
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osztalydnak fogunk nevezni — mindig pozitiv eredménnyel zdrul; azaz vagy elve-
zet egy megolddshoz, vagy pedig megmutatja, hogy nincs megoldds. A médszernek
nagy elénye, hogy egyszeriisége miatt konnyen programozhaté elektronikus szimolg-
gépre.

3.2. Definicidk és jelolések. A kOnnyebb attekinthetOség kedvéért tjra
megfogalmazzuk a megoldandé feladatot:

Legyen
811 -+ §1m
G=1[----... = (815 s &)
&m1 +-- Emm
valés elemekbdl alkotott matrix, o
41
g=|:
£8
valés komponensii vektor. Keressiink olyan
]
z=|:
Lzm.
"y
w=|:
.wm

valds komponensii vektorokat, amelyekre fenndllnak a kovetkezd feltételek:

321 w=0G0z+g
3.2.2) w=0
(3.2.3) z=0
(3.2.4) 2w =0,

A (3. 2. 4) ortogonalitdsi feltétel, tovdbbd a (3. 2.2), (3.2. 3) nem-negativitdsi fel-
tételek egyideji teljesitése azt jelenti, hogy

3.2.5) zw; =0 i=1,..,m

Eszerint a z; és w; vdltozok ,.kiegészitik” egymadst. Innen ered a modszer elnevezése.
Nevezziik a (3. 2. 1) feltételt kielégité w, z parokat megolddsoknak, a (3. 2. 2),
(3. 2. 3) feltételeket kielégitd megolddsokat megengedett megolddsoknak, a (3. 2. 4)
feltételt kielégité megengedett megolddsokat pedig kiegészité megolddsoknak.
Jeloljiik az i-dik egységvektort e-vel, i=1, ..., m, azaz ¢; legyen az az m kom-
ponensii vektor, amelynek az i-edik komponense 1, a tobbi zérus.
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Legyen
e = Zmei.
i=1
Tekintsiik a kovetkezd segédfeladatot:
(3.2.6) B w=g+Gz+et
3.2.7) w=0, z=0, =0
(3.2.8) wiz=0.

Itt 1 valds szamot jelol. A fentiekkel analéog modon beszéliink a (3. 2. 6)—(3. 2. 8)
segédfeladat megolddsairdl, megengedett megolddsairdl és kiegészité megolddsairdl.
Kozvetleniil ldtszik, hogy a segédfeladatoknak van kiegészitd megolddsa.
Ilyen példdul a kovetkezd:
z=0,

t = max (0, —min g;),

w = g+ietl

A w és z vektorok megfeleld, tehat azonos index(i komponenseit kiegészitd
valtozdpdroknak, s ennek megfelelGen az

A =(E, —e, —G)
matrixban az e, —g;, i=1,...,m pdrokat kiegészité6 vektorparoknak 'fogjuk
hivni. Az 4 mdtrix oszlopait a kényelem kedvéért egységes jellel is elldtjuk:

. A = (319-"9 anz9arn+lsam+2,'--9 a2m+l.)'
Eszerint N

€, ‘ r=1...m
3.2.9 a,=1—e ha p=m+1
—&p-(m+1) p=m+2, ..,2m+1.

-

=8

Jjeloléseket, a (3. 2. 6), (3. 2. 7) feltételrendszer a kdvetkezd alakot 6lti:

Bevezetve az

(3.2.10) Ax=a,
x=0.

Az A mdtrix rangja nyilvdn m, igy oszlopvektorterének tetsz8leges bdzisa m-elemdi.
A tovdbbiakban B-vel (esetleg indexszel ellitva) az A oszlopaibdl alkotott bdzist
jelolink.
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Ha
)’

B=q(,,. ., a;,

akkor legyen
I={i, .. i)

Tetsz6leges B bdzishoz egyértelmiien tartozik egy

D= (do, du vy d2m+1) = [ ] = (di,p)
S

madtrix, amelyet a
BD :(a()a A)

Osszefiiggés értelmez. A tovdbbiakban, ha B-t indexszel ldtjuk el, akkor valamennyi,
B-t8l fiiggd szimbdlumot is B-vel azonos indexszel fogjuk elldtni.
A (3. 2. 10) egyenletrendszernek a B bazishoz tartozé bazismegolddsat a kovet-
kez6képpen értelmezziik:
,\'p= {dp,() h: pEI

0o M par

A B bazist kiegészitd bdzisnak nevezziik, ha nem szerepelnek benne kiegészitd
vektorparok.
Egy & £ 0 sorvektorrdl azt mondjuk, hogy lexikografikusan pozitiv,

>0,

ha balrdl jobbra haladva az elsé zérustdl kiillonbdz6 komponense pozitiv. Azt mond-
juk, hogy egy &, vektor lexikografikusan nagyobb egy 8, vektorndl,

8,63,

ha a &, — 6, kiilonbség lexikografikusan po7mv Természetesen azt is mondhatjuk,
hogy 8, lexnkograﬁkusan kisebb &;-nél.

A most bevezetett reldcié rendezi egy vektortér vektorait, igy egy vektortérbdl
kivdlasztott véges sok vektor esetén mindig értelmes ezek koziil a lexikografikus
értelemben legkisebbrdl és legnagyobbrol beszélni. Ezeket rendre az I-min és i-max
szimbdlumokkal fogjuk jeldlni.

A D matrixrél akkor mondjuk, hogy lexikografikusan pozitiv, ha minden
sora lexikografikusan pozitiv. Vildgos, hogy ilyen esetben d,=0, s igy a B bdzishoz
tartozé bdzismegoldds megengedett megoldds. Indokolt tehdt a kovetkezd értelmezés:

Egy B bdzist akkor fogunk 1-megengedetinek nevezni, ha a hozzd tartozd
D matrix lexikografikusan pozitiv.

3.3. Az algoritmus. Feladatként tiizziik ki a (3. 2. 1)—(3. 2. 4) feladathoz
legaldbb egy kiegészitd megoldds taldldsdt, illetdleg annak megmutatdsdt, hogy
ilyen nincs.

Ha g=0, akkor

w=g

‘ z=0

kiegészitd megoldds, ezért a tovdbbiakban feltessziik, hogy g=0.
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Vildgos, hogy feladatunk ekvivalens a kovetkezdvel:

"~ Keresendd a (3.2.6)—(3. 2. 8) segédfeladatnak olyan kiegészité megolddsa,
amelyben 7 =0, illetleg megmutatandd, hogy ilyen nincs. A tovdbbiakban a problé-
maval ebben az alakban foglalkozunk.

Elékésziiletként tegyiik fel, hogy B I-megengedett bdzis. Vidlasszunk ki
az ap Pe{l,2,..,2m+1} — I vektorok kziil egyet, mondjuk a,-t. Kiséreljiik
meg BM-bédl egy Uj 1-megengedett bazist késziteni gy, hogy a,-t bevonjuk a bdzisba,
s ennek valamely a; j€ IV vektordt elhagyjuk. Ha ez lehetséges, akkor az igy nyert
B® bdzist BW szomszedjanak nevezziik.

3. 1. TETEL. Egy B® l-megengedett bdzisnak akkor és csak akkor van olyan
szomszédja, amely a, bevondsdval jon létre, ha d{Y-nek van pozitiv komponense.
Ez esetben a szomszéd egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitds. Vonjuk be a,-t B™M-be és hagyjuk el beldle a;-t, ahol a j index
egyelére hatdrozatlan. Minthogy B'® is bdzis, sziikségképpen d( #0. Ezt felté-
telezve vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett lesz a B ba21s I-megengedett.

Ismeretes, hogy D® és DD kozott a kovetkezd transzformdcids formuldk
érvényesek :

1
3.3.1 8 =
(1 .
(3.3.2) 3@ = ¥V — j;l’; 80 ieI®—{k).

A (3.3.1) egyenletbsl latjuk, hogy sziikségképpen d{!}=0. Ezt feltételezve
vizsgdljuk meg a (3. 3. 2) egyeniGségeket.

Ha ezekben df) =0, akkor 8® >0, ezért elég azokat az i indexeket vizsgélni,
amelyekre 4 =0. Ilyen van, hisz j is ilyen. Ezeknél az i indexeknél a 8{® akkor és
csak akkor 1ex1kograﬁkusan pozitiv, ha

1
o (
e 8 > du) 87

Eszerint a j€ IV indexet a kovetkezd Osszefiiggés értelmezi:

1
(3.3.3) aap S 8 = I —min —5v d“’ 3

{ijicI™, d*=0}.

A j indexet a (3. 3. 3) Osszefiiggés egyertelmuen hatdrozza meg, hisz ellenkezd eset-
ben a D™ madtrixnak két sora ardnyos volna, ami viszont lehetetlen, mivel DD
tartalmaz egységmatrixot.

Vegyiik észre, hogy e tétel kimonddsa és bizonyitdsa soran sehol nem tdmasz-
kodtunk az A mdtrix specidlis szerkezetére, ezért ez tetszéleges 4 20 matrix ese-
tén igaz.

Legyen B® =(a,, ..., a,,). Minthogy D'® =(a,, 4), azért B® nem megengedett
bazis.
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Ertelmezziik a B bazist a kovetkezOképpen: legyen k=m+ 1 és vonjuk be
a bdzisba az a, vektort. A B©®-bol elhagyando vektor A indexét a kdvetkezd Ossze-
fiiggésbol hatdrozzuk meg:

-

1 1
(3.3.9) —a@)—ﬁ“’) = ] —max —— a7 8@

iel(o)

Minthogy D®-nak nincsenek ardnyos sorai, azért (3. 3. 4) a A-t egyértelmiien értel-
mezi.

A transzformdciés formuldkat megvizsgdlva, latjuk, hogy B 1-megengedett
bdzis. Minthogy — miként az kdnnyen beldthaté — df{’ <0, azért a 3. 1. Tétel
szerint a BW-nek nincs olyan szomszédja, amelyet a, bevondsdval kaphatunk.
Az is vildgos, hogy a,, ., pozitiv szinten lépett B®-be.

A BW-bél kiindulva alkossuk meg a

3.3.5) B©; BW) B® p®

szomszédos bdzisokbol allo sorozatot a kovetkezGképpen:

Ha B@ megalkotdsa sordn a; hagyta el B@-V-et, akkor a,-val jelolve az a;
kiegészitd pdrjat, BUY*V {gy jén létre B@- bS], hogy abba a,-t vonjuk be. q-—l
esetén j=k, s igy a sorozatot a 3. 1. Tétel szerint egyértelmiien értelmeztiik.

Az értelmezésbél vildgos, hogy ¢ = 1-t8] kezdve a sorozat minden bézisa 1-meg-
engedett kiegészitd bazis.

A sorozat képzését két esetben fejeztiik be:

I. a,,, kilép a bdzisbdl, vagy benne marad ugyan, de zérus szintre keril.

IL. a,,, pozitiv szinten szerepel a bdzisban, de a sorozat kdvetkezé eleme
a 3. 1. Tételben szerepld feltétel nem teljesiilése miatt nem képezhetd.

3.2. TEteL. A (3. 3. 5) bdzissorozat véges: azaz véges szdmui lépés utan rvagy
az 1., vagy a Il. esetre Jutunk.

Bizonyitds. Minthogy az A-bol kivdlaszthaté bazisok szdma véges, elegendd
azt bizonyitani, hogy a sorozatban nem Iép fel ismétlddés.

Ha volna olyan bdzis, amely a sorozatban kétszer is eléfordul, akkor volna
egy elsd ilyen bdzis. Legyen ez B9, Természetesen ¢ =1, minthogy B kivételével,
amelynek egyébként csak az indulds Iehetvé tétele volt a szerepe, valamennyi bdzis
I-megengedett.

A sorozat elemeit gy értelmeztiik, hogy minden bdzis esetén pontosan egy
kiegészité pdr szerepel bdzison Kkivill, s az adott bdzis szomszédai ezek bevonasa
utjdn jonnek létre. A 3. 1. Tételbdl azonban ekkor az kdvetkezik, hogy minden bazis-
nak legfeljebb két szomszédja van a sorozatban.

Az elsG ismétlédo bazist mds kell, hogy megeldzze az elsd fellépése alkalmdbol,
mint a mdsodik fellépésénél, kiilonben nem & volna az elsé. Ekkor azonban legaldbb
hdrom szomszédja volna, ami — mint ldttuk — lehetetlen.

3. 3. TETEL. Ha az eljdrds az I esettel ér véget, akkor az utolsé bdzismegoldds
kiegészité megolddst szolgdltat a (3. 2. 1)—(3. 2. 4) feladathoz.
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Ha az eljdras sordn a II. esetre jutunk, akkor a G matrixra tett megszoritds
nélkiil dltaldban semmit sem mondhatunk a feladat megoldhatdsagarol. Kijelol-
hetd azonban egy elég tdgnak tliné matrixosztdly, amelynek esetén a feladatnak
ilyen esetben nincs megolddsa. A tovdbbiakban ezzel a kérdéssel foglalkozunk.

3.4. Kopozitiv matrix. A G matrixot kopozitivnak nevezziik, ha minden
z=0 vektorra
276Gz = 0.

A kopozitiv matrixok osztdlya ezek szerint magdban foglalja a pozitiv szemi-
definit és anndl inkdbb a pozitiv definit matrixokat, de tartalmazza a nem-negativ
elemii matrixokat is, s igy persze az olyan matrixokat is, amelyek egy pozitiv szemi-
definit és egy nem-negativ matrix dsszegeként allithatok eld.

A G kopozitiv matrixot kopozitiv-plusz matrixnak nevezziik, ha

2=0, zZ7Gz =0
esetén érvényes, hogy
3.4.1) (G+GNz = 0.

3. 1. LeMMA. A kopozitiv-plusz mdtrixok osztdlya tartalmazza a szimmetrikus,
pozitiv szemidefinit mdtrixok osztdlydt.

Bizonyitds. Legyen G pozitiv szemidefinit szimmetrikus matrix. Ekkor G
nyilvdn kopozitiv, ezért elég a tovdbbi tulajdonsdgot igazolni. Legyen tehdt z olyan
vektor, amelyre

27Gz = 0.

Legyen y tetszéleges m-dimenzids vektor, A pedig egy tetszGleges skaldr. Ekkor
G porzitiv szemidefinit tulajdonsdga miatt érvényes

Y+4)TG(y+2z) = 0.
A szorzdst elvégezve a kdvetkezGt kapjuk:
yTGy+2iyTGz = 0. .

A szdmolds sordn figyelembe vettiik G szimmetridjdt, tovdbbd azt, hogy zTGz =0.
Ez az egyenlGtlenség tetszbleges A esetén csak akkor althat, ha

y'Gz = 0.
Ez az egyenlGség viszont tetszGleges y esetén csak akkor dllhat, ha
Gz=0,
azaz G szimmetridja miatt (G +G7T)z = 0, amit bizonyitani akartunk.

MEGIEGYZES: A bizonyitdsban valéjdban egy kissé tébbet igazoltunk a szén-
dékoltndl, hisz az allitdst tetszbleges z vektor esetére igazoltuk, azaz z nemnegativi-
tdsdt sehol sem haszndltuk fel.

3.2. LEMMA. Legyen G olyan mdtrix, amely hatdrozottan nagyobb egy pozitiv
szemidefinit mdtrixndl. Ekkor G kopozitiv-plusz madtrix.
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Bizonyitds. A kopozitivitds ismét nyilvanvald, ezért most is elegend6 a jdrulé-
kos tulajdonsdgot vizsgdlni.

Legyen
z=0,
2TGz = 0.
Vegyiik fel a G mdtrixot
G=0+P
alakban, ahol Q pozitiv szemidefinit €s P pozitiv elem{i mdtrix.

Ekkor
2"Qz+2"Pz = 0.

Mimhogy az Osszeg egyik tagja sem lehet negativ, azért mindkettd zérus.

270z =0
2TPz = 0.
P pozitivitdsa miatt z=0, és igy
(G+GNHz=0.

Megjegyzés: Ezt az allitdst sajnos, nem lehet a P =0 esetre kiterjeszteni, amint
arrol konnyen meggy6zhet a kdvetkezd példa:

Legyen
o o
2=o d
[0 1
P=1 d
N
= ‘0 .
Ekkor -
. 27Gz = 0,
de
Gz = [(l)] # 0,

3.2. LeMMA. Legyen G olyan mdtrix, amely nagyobb vagy egyenlé egy pozitiv
definit Q mdtrixndl. Ekkor G kopozitiv plusz mdtrix.

A lemma bizonyitdsa sz6 szerint megegyezik a 3.2. Lemma bizonyitdsdval,
kivéve annak zdrdsdt, amely ez esetben igy hangzik: Q pozitiv definit tulajdonsdga
miatt z=0, és igy (G+GT)z = 0.

3.3. LeMMA. 4 Gz+g=0 egyenldtlenségrendszernek akkor és csak akkor
van 2 =0 megolddsa, ha nincs olyan d vektor, amelyre

d=0,
(3.4.2) GTd = 0,
gTd < 0.
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Bizonyitds. Ha van a (3. 4. 2) feltételeket kielégité d vektor, akkor tetszdleges
z=0 esetén . .
@'éz =0,
ahonnan
47(Gz+g) < 0,

s igy a mdsodik tényezdnek biztosan van negativ komponense.
Ha nincs ilyen d vektor, akkor a
d=0

aT-G =0
egyenlGtlenségrendszernek kovetkezménye a
d’g =0
egyenl6tlenség és igy FARKAS tétele szerint van olyan z=0, u=0 vektorpdr, hogy
g =—Gz+u -
Mds szdval van olyan z =0 vektor, amellyel

Gz +g=0.
Ezt akartuk bizonyitani.

3.4. TETEL. Ha a (3. 2. )—(3. 2. 4) feladatban szereplé G mdtrix kopozitiv-plusz
madtrix és az eljdrds a 1. esettel ér véget, akkor a feladatnak nincs megengedett meg-
olddsa s igy kiegészité megolddsa sincs.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az eljdrds sordn a II. esetre jutottunk. Jeldljiik
a (3. 3. 5) bdzis-sorozat utolso bdzisat B-vel.

Két esetet fogunk megkiilonboztetni: I. ha B=B™ és 1I. ha B » BY. Tekintsiik
elészor az L. esetet.

B= B(l) = (ela s €1 € €440, s em)
I=1={1, . .. h—1,m+1,h+]1,..,m}

Ez azért igaz, mert miként azt fent leirtuk, BV ugy jott létre B@-bol, hogy azt
a,=—e, hagytael ésa,, ., = — e jott a helyére. e, kiegészits pdrja az a, = —g, vektor,
igy érvényes
Bd, = —g,.
Itt a feltételezésiink szerint
d. =0

A B bdzis fenti explicit alakjabdl kapjuk, hogy
_dm+1,k = —&nn
dij—mirx = —&in iel—{m+1}
Innen a d,; komponensek meghatdrozhaték. Marmost
g = et Ge, = 0,
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minthogy G kopozitiv, masrészr6l viszont lattuk, hogy

. . ’ ’ ghh é 0-
Eszerint érvényes az aldbbi allitds

e; Ge, = g, = 0,
¢és igy a G kopozitiv-plusz tulajdonsdga miatt

(G+GNe, =0,
azaz
gnt8ni=0 icl
Lattuk, hogy

gn=—dy =0,
igy érvényes a
g =0,
egyenlétlenség, mds széval
G'e, = 0.
Végiil
g7e, =g, <0,

hiszen e, azért hagyta el a B9 bdzist, mert g, volt a legklsebb komponense.
Legyen ezutdn
d = e,,,

s latjuk, hogy d eleget tesz a 3. 3. Lemma feltételeinek.
A 1L esetben igaz az, hogy
B#B™ & igy B tartalmazza — G-nek legaldbb egy oszlopat;
B a segédfeladat kiegészitl bdzisa;
B pozitiv szinten tartalmazza a, ,,-et, azaz

(3.4.3) dpyr00.

Jeloljiik a,-val azt a vektort, amelynek az algoritmus kovetkezd 1épésében
kellene a bdzisba lépnie. Feltételezésiink szerint

(3.4.4 d.=0.
A jelolés egyszeriisitése érdekében feltehetjiik, hogy
B =(ala LELE] ar, Ap+1> Antr+3s -0 a2m+l)

és itt 0=r<m—1. Azt is feltehetjiik, hogy

g — €t pa k<m+1
k= —g’.+1 k>m + 1 .
Fejezziik ki a B bdzis segitségével a, -t és a,-t.
r : 2m+1
(3.4.5) D ad ot a,1duot 2 adi, =2,
i=1 i=m+r+3
r 2m+1
(3.4.6) Dadita,dat D ad = a.
i=1 i=m+r+3
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A (3. 2. 9) 6sszefiiggés figyelembevételével a (3. 4. 5), (3. 4. 6) egyenletek a kovet-
kezd alakot oltik:

r

(B.4.7) 2 ei(di,o‘dmu,o)—._%'_leidm+1,o—._§z 8diimiLo = 8

i=1

(3.4.8)
s Z il _ e,1 ha k<m+l
i=21: e (dy—dpiri) i=r2+1 € i1k izrz;rzgidnmﬂ.k = {_ng ha k=mil.
Legyen
— 2 €diymirp ha k<m+1
(3.4.9 d = i=re2
€i1— 2 €diimiry ha k=m+1
i=r+2
Nyilvan
d=0.
Szorozzuk meg a (3. 4. 8) egyenletrendszert balrél dT-vel.
2m+1
(3.4.10) ~dps1p 2 —di +d"Gd =0 ha k<m+1
i=m+r43

2m+1
—dyi1n [H— 2 (~d,-,k)]+dTGd =0 ha k>m+1.
i=m+r+3

Minthogy G kopozitiv, azért a (3. 4. 10) egyenletek bal oldaldnak elsé tagja
nem lehet pozitiv.

Tekintettel arra, hogy (3. 4. 4) szerint ez a tag negativ sem lehet, azért zérus.
Az elsd tag mdsodik tényezdje pozitiv. Ez a mdsodik egyenlet esetében kdzvetleniil
ldtszik, az elsd egyenlet esetén viszont az ellenkezd feltevés ellentmonddsossd tenné
a helyes (3. 4. 8) egyenletet.

Ezek szerint arra jutottunk, hogy sziikségképpen

(3.4.11) Api1 =0
és
d7Gd = 0.
A (3. 4. 8) egyenletet a (3. 4. 11) szerint médositva azt is ldtjuk, hogy
Gd=0.
Innen (3. 4. 1) figyelembevételével az addédik, hogy )
(3.4.12) "G =0.

Szorozzuk meg a (3. 4. 7) egyenletet balrdl d7-vel. Figyelembe véve a (3. 4. 3)
egyenlStlenséget, tovdbba a (3. 4. 4) és (3. 4. 12) egyenlStlenségrendszert, azt kap-
juk, hogy

d7g<0.
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Ezek szerint a (3. 4. 9) alatt definidlt d vektor eleget tesz a 3. 3. Lemma (3. 4. 2)
feltételeinek, s igy a 3. 4. Tétel dllitdsa valoban igaz. '

A 3. 4. Tételnek kozvetlen kovetkezménye a kdvetkezd:

3.5. TETEL. Legyen G mXm tipusit kopozitiv plusz mdtrix, g pedig tetszéleges
m-komponensii vektor. Ha van olyan 2=0 vektor, amelyre w = Gz+g=0, akkor
az ilyen tulajdonségii vektorok kézott olyan is van, amelyre 27w =0, és e fejezet
algoritmusa szolgdltat ilyet.

3.5. E fejezet befejezéseként vizsgdljuk meg, mit mondanak eredményeink
a kvadratikus programozds elméletének a szemszogébdl tekintve.

A kozonséges konvex kvadratikus programozdsi feladat, illetéleg a CoTTLE
dltal definidlt szimmetrikus dualis kvadratikus programozdsi feladatok szempont-
jabdl tekintve Ujabb megolddsi eljdrdst nyertiink, amely minden olyan esetben
alkalmazhatd, amikor a tobbi ismert kvadratikus programozasi eljards. Az eljdrds-
nak nagy el6nye a rendkiviili egyszeriliség — a gyakorlati programozds sordn feles-
leges a lexikogrdfidra tekintettel lenniink — és a szimplex mddszerhez valdé hasonlo-
sdg. FeltehetSleg akkor miikédik igazdn hatékonyan, ha a feladat ,,nagyon kvadra-
tikus”, azaz a kvadratikus forma matrixdban kevés a zérus.

Ha annak a mélyebb okat kutatjuk, hogy a G matrixra tett — viszonylag
gyenge — megkotés miért nem von be tovdbbi kvadratikus programozasi feladatokat
is a mddszerrel megoldhaté feladatok csalddjdba, akkor a 3. 2. Lemmadra és fGleg
az utdna tett megjegyzésre kell utalnunk. Ha ugyanis a

_[e —4"
G= [A P ]
matrixban mondjuk a Q madtrixot noveljiik, azdltal G nem n6 meg hatdrozottan,
s az A és — AT egyidejii szereplése miatt ezt a novekedést el sem lehet érni. Ilyen-
formdn nem sikeriil biztositani a G mdtrix kopozitiv-plusz tulajdonsdgdt, bdr a ko-
pozitivitds teljesiil. Természetesen ilyenkor is igaz az, hogy ha az algoritmus pozitiv
eredménnyel ér véget, akkor olyan pontot szolgdltat, amely eleget tesz a lokadlis
minimum Kuhn—Tucker-féle feltételének. Ha azonban ilyen esetben az algoritmus
negativ eredménnyel zdrul, akkor a feladatrdl semmit sem mondhatunk. Azt lattuk
a 3. 2. Tételben, hogy valamelyik lehetéség mindenképpen bekovetkezik.

A felsorolt esetektdl eltéréen a Dorn-féle (2. 1. 10) feladatban a G matrix maga-
nak a kvadratikus alaknak a matrixa, ezért erre az esetre teljes hatékonysdggal alkal-
mazhatok a fejezet eredményei. Ezek szerint érvényes a kovetkezé tétel, amely 4dlta-
lanositja CoTTLE [4] tételét.

3.6. TETEL. Ha a (2. 1. 10) feladat G mdtrixa kopozitiv-plusz mdtrix és a fel-
adatnak van megengedett megolddsa, akkor optimdlis megolddsa is van és ennek
értéke zérus.

Az adott feltételek mellett ugyanis alkalmazhatjuk kiegészité valtozé algorit-
musunkat, és ez a 3. 3. Tétel szerint véget is ér, mégpedig a 3. 4. Tétel szerint vagy
kiegészitd megolddssal, vagy pedig annak a megdllapitdsdval, hogy nincs megen-
gedett megoldds.
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4, Kiegészito valtozo médszer pozitiv matrixi feladat megoldisira

4. 1. Tekintsitk ismét a (2. 1. 1)—(2. 1. 4) feladatot. Mint mdr emlitettiik,
a feltételek ideiglenes gyengitése révén reméliink a feladat megolddsdhoz eljutni.
A harmadik fejezetben a (2. 1. 1) feltétel gyengitése révén jutottunk sikeres eljdrds-
hoz, DANTZIG és COTTLE a nemnegativitdsi feltétel gyengitése révén, igy remélhetd,
hogy hasonldan sikeres a (2. 1. 4) ortogonalitdsi feltétellel kapcsolatos engedmény
bevezetése is. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy ez igy is van.

Az alkalmazott gondolatmenet hasonld lesz a harmadik fejezetben alkalmazotté-
hoz, és a formadlis analégia kihangsulyozdsa céljabol ezt lehetéleg azonos jeldlés-
és megfogalmazdsmodddal érzékeltetjiik. Fel kell hivhunk azonban a figyelmet arra,
hogy az azonos szimbolika itt az el6z5ét8l eltérd tartalmat takar. Mig a harmadik
fejezetben a segédfeladat kiegészitd megolddsain keresztiil torekedtiink az eredeti
feladat megolddsa felé, addig e fejezetben az eredeti feladat ,,majdnem” kiegészitd
megolddsain keresztiil fogunk a cél felé térekedni.

Az e fejezetben leirt algoritmus valdjdban az itt megkoveteltnél sokkal gyengébb
feltétel mellett is elindithatd, és véges, azonban pillanatnyilag 6ncéliinak érzddik
ennek a részletes taglaldsa, s igy elhagytuk.

4.2, A harmadik fejezethez hasonloan itt is beszélhetiink megolddsrdl, meg-
engedett megolddsrdl és kiegészité megoldasrdl.
Vezessiik be az
A =(E, —G)
matrixot, amelynek oszlopait egységesen fogjuk jelolni:
A=(,, ..., a,,).

— € p=1...m
= {—g,,_,,, ha p=m+l,..,2m

-

Hh =g

Eszerint ez esetben

Bevezetve még az

jeloléseket, a (2. 1. 1)—(2. 1.3) feltételrendszert a kovetkezd egységes alakban
irhatjuk:

Ax=a,

x=0.

Az A matrix rangja m, igy oszlopvektorterének tetszéleges bdzisa m elemii. A to-
vabbiakban B-vel az 4 oszlopaibdl alkotott bdzist jeldljiik. Ha

B = (aila seey aim)7

1=y, ..., 1)
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Minthogy az Ax=a, linedris egyenletrendszer nyilvdan konzisztens, ezért tetszdle-
ges B bdzishoz egyértelmiien tartozik egy

9,
D= (dO: dh rers d2m) = [ ' ] = (di,p)
5,~m

madtrix, amelyet a
BD =(a,, 4)

Osszefiiggés értelmez. A tovdbbiakban B-vel egyiitt valamennyi B-t6l fiigg szim-
bélumot vele azonos indexszel fogunk elldtni. ‘

Az Ax =a, egyenletrendszer B bdzisdhoz tartozé bazismegoldds, tovdbbd a meg-
engedett, 1-megengedett és kiegészitd bdzis definicidjdt szo szerint dtvessziik a har-
madik fejezetbdl.

4. 3. Tekintettel arra, hogy a 3. 1. Tétel tetszdleges (a,, 4) matrix esetén érvényes,
azért esetiinkben is.

Az algoritmus formalis leirdsdt szo szerint dtvehetjilk a harmadik fejezetbdl,
ezért azt itt nem ismételjiik meg, helyette a tartalmi eltéréseket vildgitjuk meg.

Indulé bdzisként mindkét esetben a B =(e,, ..., e,) bdzist valasztjuk. Ter-
mészetesen csak akkor megyiink tovdbb, ha ez nem megengedett.

Az els6 1épés célja a megengedettség biztositdsa. Ott ezt a mesterséges vek-
tornak a bdzisba valé bevondsdval értiik el. Most a — G matrix elsé oszlopdt, — g,-et
vonjuk be elsé 1épésként a bazisba. Ez biztosan sikerre vezet, ha g,-nek valamennyi
komponense pozitiv, hisz az elé6z6 fejezetben a mesterséges vektorrdl csak ennyit
hasznalhatunk ki. Ezen tlmenden fel fogjuk tételezni, hogy

G =0.

Mint ldtni fogjuk, e feltételezés rendkiviil hasznos.

Az eléz6 fejezet algoritmusdban az elsd lépés eredményeként a segédvektor
belépett a bdzisba, de megengedett és ortogondlis maradt a megoldas.

A jelenlegi helyzetben —g, lépett a bdzisba, s ezzel a megoldds megengedetté
vélt ugyan, de — eltekintve attdl a kiilondsen szerencsés esettdl, hogy éppen e,
hagyja el a bdzist — elromlott az ortogonalitds. Egy kiegészité vektorpdr a bdzis-
ban van.

Mindkét esetben az az elv szabja meg az algoritmus tovabbi utjat, hogy az elért
helyzeten nem szabad rontani. Tekintettel arra, hogy a bdzison kiviill mindkét
esetben egyetlen kiegészitd pdr tartézkodik, mindkét esetben azonos elvre jutunk
a bdzisba belépd vektor kivdlasztdsdt illetleg. Ennek kovetkeztében azonban a
3. 2. Tétel is vdltozatlanul érvényes, igy csak azt kell vizsgdlnunk, hogy mi torténik
az algoritmus végén. Erre vonatkozik a kovetkez6:

4. 1. TETEL. Pozitiv G madtrix esetén mindig van kiegészité bdzismegoldds,
és az algoritmus mindig ilyenen ér réget.

Bizonyitds. A bdzissorozat képzését elvileg két ok miatt fejezhetjitkk be. Vagy
kiegészitd bdzismegolddsra jutunk, vagy pedig megsértjiik a 3. 1. Tétel premisszdjat.
Elegendd azt beldtnunk, hogy az utdbbi lehet3ség sohasem kdvetkezik be.
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Tegyiik fel, hogy dllitdsunkkal ellentétben a masodik lehetSségre jutunk. Jelol-
jik a bazissorozat utolso bazisdt B-vel. B-r6l a kovetkezoket dllithatjuk:

1. e, és —g, benne van B-ben;

2. B=BWY, ezért —g -en kiviil még legaldbb egy — G-beli vektor is benne van
B-ben. Az egyszeriibb jelolés kedvéért feltehetjiik, hogy ez —g

3. dy,0=0 és d,,,>0.

Jeloljiikk a,-val azt a vektort, amelynek az algoritmus kovetkezd 1épése sordan
a bdzisba kellene 1épnie. Feltételezésiink szerint

m

dkéo-
A jelolés egyszerisége érdekében feltehetjiik, hogy

. . B:(al""y a,, am+laam+r+25 [RAF] a2m)'
A fentiek szerint

l=r<m-—1.
Ezek utdn vildgos, hogy

e k=m
ak = { T+l ha
— &1 k>m
Fejezzitk ki a B bdzis segitségével a,-t.
r 2m
2 x4, 1duyix+ 2 ad = ag.
i=1 i=m+r4+2

Az a; vektorok értelmezése szerint ezt az 6sszefiiggést dtirhatjuk a kévetkez6képpen:

e,1, ha k=r+1
—g..,1, ha k=m+r+1.

EM,

exd gl m+1,k ™ Z gx m+ik = {

1

Figyelembe véve, hogy valamennyi d, , =0, a bal oldali 6sszeg utolsé6 m—r (>1)
komponense nem negativ, mégpedig vagy valamennyi zérus, vagy pedig valamennyi
pozitiv. Emiatt azonban az egyenlGség egyik esetben sem teljesiilhet.

Ezzel a bizonyitdst elvégeztiik.

5. A bimatrix jaték

5.1. Bevezetés. A bimdtrix jaték, vagy masként kétszemélyes, nem kooperativ,
nem z€roosszegil véges jaték a kétszemélyes zérdosszegli matrixjatéknak a természetes
altalanositdsa.

Mint ismeretes, kétszemélyes zérddsszegli véges jaték esetén a két jdtékos
egymdstdl fiiggetlentil vdlaszt a lehetOségei kozill. Az elsd jdtékos m lehetSség
— Un. tiszta stratégia -—, a mdsodik pedig n lehetGség koziil vdlaszt. Ha az elsé jdtékos
az i-edik, i=1, ..., m, a mdsodik ugyanakkor a j-edik, j=1, ..., n, lehet&séget
vdlasztotta, akkor az els6 jdtékos vesztesége g;;, a mdsodiké —g;;. A két veszteség
Osszege zérus. Ha ezzel szemben itt a mdsodik jdtékos veszteségét egy, a g;;-t6l
fiiggetlen &,; szdm adja meg, akkor bimatrix jatékkal dllunk szemben.
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Foglaljuk Ossze az els6 jdtékos lehetséges veszteségeit a

g1 --- glnT

G=|erveeree

; i i .gml gmnj

a masodikét pedig a

"A al 9

i 811 --- 81m

G=1]rirnnn.

~gnl "‘gnm_

matrixba.

Tegyiik fel, hogy a jatszmat sokszor megismétlik és mindkét jatékos valamilyen
kevert stratégidt jatszik. Foglaljuk &ssze az els6 jatékos stratégidjat a p m-dimenzids
.sztohasztikus vektorba® a mdsodikét pedig a p n-dimenzids sztochasztikus vektorba,
Ekkor az els6 jdtékos veszteségének a vdrhatd értéke

p’Gp, o
a masodiké pedig ;
pTGp.

A probléma ezek utdn az, hogy létezik-e olyan p,, P, stratégiapdr, amely bizonyos
értelemben mindkét jatékos szamdra megnyugtatd, azaz az adott lehetdségek kozott
egyensulyi helyzetet teremt.

Az ilyen, a kovetkezd pontban még pontosan meghatdrozandé egyensulyi pont
1étezését el8szor NASH bizonyitotta egy, a valds szaimokon értelmezett leképezésekre
vonatkozo fixponttételre tamaszkodva [52]). A felhaszndlt eszkdzok természete
miatt bizonyitdsa puszta egzisztencia-bizonyitds. Az elsé konstruktiv bizonyitds
VOROBJEVtSl szdarmazik {64], akinek elegdns tdrgyaldsmddja ezen tulmenden az
Osszes egyensiilypontok halmazanak a jellemzésére is torekszik. VOrRoBIEV gondolat-
menetét egyszer(isitve KunNnak sikeriilt az Osszes egyensulypontok halmazdt
bizonyos extremadlis egyenstlypontok konvex burkainak egyesitési halmazaként
jellemezni [36]. Egyuttal VoroBJEV konstruktiv gondolatmenetét is egyszerdsiti
és ezt ugy rendezi, hogy az egyben megoldé algoritmust is sugall.

KURN gondolatai nyoman elindulva MANGASARIAN és STONE Ugy taldlja [46], [48],
hogy annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy p,, P, egvensilypont legyen, az,
hogy megoldja a kovetkezé kvadratikus programozasi feladatot:

max p"(G+GM)p—y—9
(5. 1.1) Gp—%8 =0, g'p=1, p=0,
Gpb—yg=0, g'p=1, p=0

Itt g, ill. g olyan m, illetve n dimenzios vektor, amelynek minden komponense
Az optimalis megoldasra igaz az is, hogy

P(G+CNp—y—9 =0

3 Sztohasztikus vektoron olyan nem-negativ komponensekkel rendelkezd vektort értiink,
amelynél a komponensek Osszege |I.
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Ilyenformdn, ha pusztdn egyensulypontot keresiink, akkor valamelyik kvad-
ratikus programozasi eljdrast alkalmazhatjuk, ha nem is tdl hatékonyan. Minthogy
ezek egyike sem alkalmas valamennyi megoldas el6dllitdsdra, azért MANGASARIAN [46]
egy, a fenti ekvivalencidn alapuld, de nem kvadratikus programozdsi eljdrdst javasol.
Az (5. 1. 1) feladatnak az olyan megolddsait, melyek a feltételek halmazdnak csics-
pontjat alkotjdk, extremalis egyensulypontnak nevezve bebizonyitja, hogy valamennyi
egyensulypont kifejezhet6 bizonyos extremalis egyensilypontok konvex kombindcio-
Jaként. Gondolatmenetében meg is adja, hogy melyek a kérdéses extremdlis pontok.
Megolddsi javaslata ezek alapjén a kovetkezé: Allitsuk el az (5. 1. 1) feltételek altal
meghatdrozott konvex poliéder valamennyi cstcsdt BALINSKY [1] algoritmusdval,
valasszuk ki koziliik azokat, amelyek megoldjdk a feladatot, ezek lesznek az extre-
malis egyensulypontok. Koziilik bizonyosaknak a konvex kombindcidit képezve,
az dsszes egyensllyi pont eléallithatd.

A vézolt algoritmus a gyakorlatban mindjdrt az elején, az &sszes cstics elddllitasa
sordn megbukik a méretek miatt. Mint MANGASARIAN irja, legfeljebb m-.n=36
méretig miikodott elfogadhaté idon belill egy 1BM 7090/94 gépen.

A problémat MILLS kevert egészérték(i feladatra vezeti vissza [50}, s elsé kisér-
letként LEMKE is hasonld eredményre jut [40]. A tovdbbiakban LEMKE és HOWSON
lemond a valamennyi egyenstlypont el6allitdsdt célzo erdfeszitésekrdl, s helyette
olyan algoritmust keres, amely egy egyenstlypontot dllit el3, de ezt hatékonyan
[38], [41]. Ennek alapgondolata az €l6z6 szerz6k geometriai jellegii eredményeinek
a szomszédcsucs mddszerrel vald egyesitése. A kovetkezékben ezt az algoritmust
vizsgdljuk, az el6z fejezetek algebrai, illetéleg kombinatorikus eszkodzeivel. Mind
a jelolés, mind pedig a tdrgyaldsmod hangsulyozottan tdrekszik a koézds vondsok
és analogidk kiemelésére.

5.2. A bimatrix jdték és az ekvivalens feladat. Jeloljéne, i=1, ..., m
olyan m-komponensii egységvektort, amelynek az j-edik komponense 1, a tobbi
nulla, s jeloljon €; j=1, ..., n olyan n-komponensii egységvektort, melynek a j-edik
komponense 1, a tobbi nulla. Legyen

g = e1+"'+em
g = é1+ +én

Jelslje S az m-komponensii, $ pedig az n-komponensii sztohasztikus vektorok
halmazat:
=1},

S={p!p€E"' p=0,
p=0, éi’=1}

= {ppeE",
A G és G matrixok 4ltal definidlt bimatrix jdték egyenstlypontjan olyan
PES, f’uég

vektorpdrt értiink, melyre igaz az, hogy

=
M
%)

Png’o = PTGf’o ha
(5.2.1) b Gp, = p"Gp, ha

L~}
M
Uy
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Itt feltehetd, hogy
(.2.2) G=0, G=0,
hiszen tetszdleges A valds szdm esetén a

G+ igg", G+gg”

matrixok dltal definidlt jdtéknak ugyanott van egyensilypontja, ahol a G és G
dltal definidlt jdtéknak.
Legyen
= p§ Gp,

(5.2.3) .
9 = p§ Gpo.

Itt (5. 2. 2) szerint y=>0 és $=0.
Vildgos, hogy az (5. 2. 1) feltétel teljesiiléséhez a kovetkezd két egyenlStlenség-
rendszer teljestilése sziikséges és elégséges:

78 = GP,
g = éPo-
Masként A
Gpo—yg=0
Gp,— 98 =0

Ha itt a bal oldali vektorok 1/y, illetve 1/$-szorosdnak jelolésére bevezetjiik az u
és u vektorokat, akkor a feltétel tovabb alakithaté:

Gpo—78 = 7u
Gl’o —9g = fu.
Az (5. 2. 3) definiciot a kovetkezd, céljainknak jobban megfelels alakba irhatjuk:

: P (Gpy—7g) = 0
Pe (GPO —98) = 0.
Végiil a
5.2.4) z= %Po
. _ 1.
= —,y‘Po
jelblésekkel élve az egyensuly feltétele a kdvetkezd alakot olti:
(5. 2. 5a) u—-Gz=—g
(5.2.5b) uz=0, z=0;
(5.2.6a) i—Gz=—3§
(5.2.6b) =0, z=0;
5.2.7) u’z=0, 0’z=0.
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Tegyiik fel, hogy ez a rendszer megoldhatd és u, 4, z, Z megolddst jelol.
Bevezetve a

1 1
(5.2.8) V= =
Z % 2 Z;
j=1 i=1
jeloléseket, visszafelé haladhatunk a fenti képletsoron, s azt tapasztalhatjuk, hogy a
5.2.9 P = 9z
Po= 72

vektorpar egyensulypontot alkot. Ezzel bebizonyitottuk, hogy érvényes a kovetkezs:

5. 1. TETEL. Az (5.2.3), (5.2.4), (5. 2. 8), (5.2. 9) dsszefiiggések egy-egy értelmii
hozzdrendelést létesitenek a G =0, G =0 madtrixpdr dltal definidlt bimdtrix jdtéknak
az (5. 2. 1) egyenlitienségekkel értelmezett egyensulypontjai és az (5. 2. 5a)—(5. 2. 7)
feltételrendszer megolddsai kizott.

MEGIEGYZES. Vildgos, hogy az (5. 2. 5a)—(5. 2. 7) feltételeket a veliik ekvi-

valens 3 _ [g 3][§]+[Z§]
=0 =0
HREE

alakra hozhatjuk, ami nyilvdnvaléan ekvivalens a (2. 1. 1)—(2. 1. 4) alapfeladattal.

0 G

[é 0] madtrix azonban feleslegesen nagyméretii, és noha kopozitiv, de mint
kodnnyen ellendrizhetd, nem kopozitiv-plusz matrix. Ezenkiviil ldtni fogjuk, hogy az
(5.2.5a)—(5.2.7) alakok kiilondsen elény6sek, minthogy a benniik szerepl8 matrixok
pozitivak, s igy természetesen kindlkoznak a 4. fejezetben leirt algoritmus alkalma-
zasdra. Tekintettel azonban arra, hogy az itt taldlhaté (5. 2. 7) ortogonalitdsi fel-
tételek eltérnek a (2. 1. 4) feltételektSl, a 4. fejezet gondolatmenete kozvetleniil
nem alkalmazhatd.

5.3. L-megengedett bdazispdrok. Nevezzik az (5.2.5a) és (5.2.6a)
feltételeknek eleget tevé u, Z, és a, z vektorokat megolddsoknak, az olyan megolddso-
kat, amelyek az (5. 2. 5b) és (5. 2. 6b) feltételeket kielégitik, megengedett megolddsok-
nak, végiil az (5.2.7) feltételeket kielégitd megengedett megolddsokat kiegészitd
megolddsoknak.

Az u,z, illetve 4, Z megfeleld — azonos indexi — komponenseit kiegészitd
valtozépdroknak, az

A = (E,—G)

A= -6
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matrixokban a megfelels e, —g; i=1, ..., m, illetve &, —g; f=1,...,n pdrokat
kiegészité vektorpdroknak fogjuk h1vn1
Lissuk el a kényelem kedvéért az A és A matrixok oszlopait egységes jeldléssel:

= (al’ AR am+n)

A= gy s dyem).

Eszerint
a =1 € ha p=1,..,m
P7 |—gp-m ha p=m+l,..,m+n,
i = €, ha p=1,..;n
?~ |-g,., ha p=n+l,..,ntm
Bevezetve még az
x= [ ] k= [ ]

a, =

jeloléseket, az (5. 2. 5a), (5. 2. 5b), (5. 2. 6a), (5. 2. 6b) feltételréndszer a kovetkezd
alakot olti:

5.3.1) Ax = a,
x=0
(5.3.2) Ax = a,
xz=0.

Az A matrix rangja m, az 4 matrixé n, gy oszlopvektoraik tetsz8leges bdzisa m,
illetve n elemii. A tovdbbiakban B-vel ill. B-vel — esetleg indexszel elldtva — az A4,
ill. 4 oszlopaibdl alkotott bdzist jeldliink. Ha

= (aua LEEE) aim)’

= (a3, ..., a1,),

I=(iyy oo i),

= .. 1)

akkor legyen

Tetszbleges B, B bazisparhoz egyértelmien tartozik egy

Fsil

D = (d(h dla ey dm+n) = E ( lp)
5.,
-~ ~ '8?1

D = (d()’ dl’ AR ] dn+m) = ,\3 = (d:,p)
8z,
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matrixpdr, amelyet a
D = (a()’ A)
BD = (ﬁm AA)
dsszefiiggések értelmezik. A tovdbbiakban, ha B, illetve B indexet kap, akkor vala-
mennyi téliik fiiggd szimbolumot is azonos indexszel fogjuk elldtni.
A B, B bdzispdrt kiegészitd bdzispdrnak hivjuk, ha nem szerepelnek benne
Kiegészitd vektorok.
Egy B, B bazispart akkor mondunk l-megengedettnek, ha mind B, mind pedig
B 1- -megengedett.
Egy B, B l-megengedett bdzispar szomszédjan olyan B™, B ]-megengedett
bdzispdrt fogunk érteni, amelyre
vagy BO=Bés BV a B szomszédja,
vagy BV a B szomszédja és BV = 8.
A 3. 1. Tételnek kozvetlen kdvetkezménye a kovetkezd:

5.2. TETEL. Egy B, B l-megengedett bdzispdrnak akkor és csak akkor van
olyan szomszédja, amely egy a, (ill. 4,) vektor bevondsdval jon létre, ha d,-nak
(ill. di-nak) van pozitiv komponense. Ez esetben a szomszéd egyértelmiien megha-
tdarozott.

5.4. Az algoritmus. Legyen B-®=(e,,...,e,), B =(§,, .., &). Mint-
hogy D'=? =(a,, A), D'~? =(&,, A), azért a B~ B( ) bdzispdr nem megengedett.

Ertelmezziik a BV, B~V bdzispirt a kovetkezokeppen legyen k=m+1
és vonjuk be a B(-2 bazisba az a, vektort.t A B(~?-bdl elhagyandd vektor & indexét
a kovetkezé ésszeﬂiggésbél hatdrozzuk meg:

(5.4.1) d‘ 5 8‘ ) = | —max a—(lk;) 8{-? iel®,
Minthogy D{~?-nek nmcsenek ardnyos sorai, azért az (5.4.1) Osszefliggés egy-
értelmiien hatdrozza meg a / indexet. Legyen B~V = B(-9,

Kovetkezd lépésként a B@, B© bizispdrt alkotjuk meg. Legyen B©® = B(-1,
és k =n+h. Vonjuk be a B-V bézisba az a; vektort. A B-V-bél elhagyandé vektor
J indexét a kovetkezd Osszefiiggésbdl hatdrozzuk meg:

1
S 8( D =1—max—

#(=1) H(=1)
dj,l? dt,k

(5.4.2) 3D ief-v,

Minthogy D‘~V-nek nincsenek ardnyos sorai, azért az (5. 4.2) Osszefiiggés egy-
értelmien definidlja a j indexet.

A transzformadcids formuldk megv1zsgalasa utdn latjuk, hogy B, B® 1-meg-
engedett bdzispdr. Valéban, az (5. 4. 1) és (5. 4. 2) éppen ebbdl a kovetelmenybol
sziiletett. A mar hangsfxlyozott egyértelmiiségre a tovdbbiakban még tdmaszkodni
fogunk a kovetkez$ alakban:

Pontosan egy olyan I-megengedett B bdzis van, amely m—1 darab e; vektor-
bol és —g,-bol &ll, ez B,

4 Az elsd Iépésben a — G matrix tetszoleges oszlopat vonhatjuk a bazisba, az egyszeriiség ked-
véért az elsot valasztjuk.
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Pontosan egy olyan l-megengedett B bdzis van, amely n— 1 darab §; vektorbdl
és —g,-bol dll, ez B,
A transzformiciés formuldk megvizsgdldsa utdn ldtjuk, hogy B, B©® l-meg-

engedett bdzispdr. Minthogy — miként az konnyen ldthaté — d‘°)<0 azért az
5.2. Tétel szerint a B, B bdzisparnak nincs olyan szomszédja, amelyet a; bevo-
nasaval kaphatndnk.

A B@_ B® parbsl kiindulva alkossuk meg a

(5.4.3) B@, BO. B pm. p@ GO,

szomszédos bazispdrokbdl dil sorozatot a kdvetkezOképpen:

ha a B@, B9 megalkotdsa sordn a; hagyta el B@4-V-et és B@ =BV, akkor
legyen B@*D = B@ ¢s a7-val jelblve az a kiegészit§ pdrjat, a B@*D {igy _]01’1 létre
B@-bél, hogy abba a;-t vonjuk be;

ha a B@, B@ megalkotdsa sordn B@ = B@-V, és a, hagyta el B4-V-et, akkor
a,-val Jelolve az a; kiegészitd pdrjdt, BU+D gy Jon letre B@-bol, hogy abba’ a,-t
vonjuk be és legyen B4V = @,

A B©® B©® parrdl elindulva az (5. 4. 2) alatt értelmezett a; jdtssza a definicio-
ban leirt szerepet és igy a sorozatot az 5. 2. Tétel szerint egyertelmuen meghatdroztuk.

Az értelmezésbdl vildgos, hogy a sorozat minden elempdrja l-megengedett
bdzispdr.

A sorozat képzését akkor fejezziik be, ha vagy a,,,, = —g,, vagy pedig a,=¢,
elhagyja a megfeleld bazist.

5.3. TETEL. A (4. 3) bdzissorozat véges.

Bizonyitds. Minthogy az A, A-bél kivdlaszthaté bdzispdrok szdma véges,
elég azt bizonyitani, hogy a sorozatban egyetlen pdr sem ismétlédik.

Ha volna olyan pdr a sorozatban, amely kétszer is fellép, akkor volna egy elsé
ilyen pdr. A sorozat elemeit figy értelmeztiik, hogy minden bdzispdr esetén pontosan
egy kiegészité pdr, nevezetesen a,,,;, 4, szerepe! bdzisban, pontosan egy kiegészitd
pdr van bdzison kiviil, s az adott bdzispar szomszédai ezek bevondsdval jonnek
létre. Az 5. 2. Tételbdl eszerint az kdvetkezik, hogy minden bdzisparnak legfeljebb
két szomszédja van.

Az elsé ismétlddd par nem lehet B, BO, minthogy — mint mdr megjegyeztiik —
nincs olyan szomszédjuk, amely a; bevonasaval jonne létre.

Az elsé ismétl8dé pdrt mds kell, hogy megelézze az elsé fellépés alkalmdbdl,
mint a mdsodikndl, kiillé6nben nem & volna az els. Ekkor azonban legaldbb hdrom
szomszédja volna, ami — mint lattuk — lehetetlen.

5.4, TEteL. A (4. 3) sorozat utolsé eleme kiegészitd megolddst szolgdltat az
(5. 2. 5a)—(5. 2. 7) feladathoz.

Bizonyitds. Az 5. 3. Tétel szerint van utolsé bdzispdr. Ez elvileg két kategéridba
tartozhat.

I. A bazispdr kiegészité bdzispdr.

II. A bdzispir nem kiegészitd, de a sorozat kovetkezd elemét nem tudjuk
képezni az 5. 2. Tételben szerepld premissza megsértése miatt.

Elég azt megmutatnunk, hogy a II. eset nem léphet fel. Indirekt 1iton fogunk
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bizonyitani. Tegyiik fel, hogy az utols6 B, B bdzispar a II. Kategéridba tartozik;
vizsgdljuk meg, milyen lehet a B, ill. B bazisok szerkezete.

Minthogy a B, B par kiilonbozik a B®, B® pdrtdl, azért legaldbb az egyikiik
kilonbozik.

A 11 esetben a bdzispdr azért nem kiegészit§, mert —g; benne van B-ben,
€, pedig B-ben. A B bdzis a —g;-en kiviil tartalmaz bizonyos szdmu e; vektort is.
A jelolés egyszeriisitése érdekében tegyuk fel, hogy éppen ey, ..., e, 0§r<m van
B-ben. Ugyancsak a jelolés egyszeriisége kedvéért tegyiik fel, hogy e, ....6 l=s<n
szerepel a B-ben. Minthogy a bdzispdrok csak egy _kiegészitd pdrt tartalmaznak
azért a B tovébbi vektorai —g,,;, ..., —g,-b6l, a B tovdbbi vektorai —g .., ...,

, —&,.-bbl keriilnek ki. A felsorolt vektorok Osszes szama m +n + 1, igy pontosan
egy felesleges van kozottiik. Feltehetjiik, hogy ez vagy —g,., vagy pedig —&,.;.
Az elsd esetben tehdt

B = (e19 ooy € =815 — 852y -0es _gn)
(5.4.4)

E = (él, ey es7 _gr+13 resy —ém)y
a mdsodikban pedig

B = (el’ oo €0 =815 —8s415 o0 —gn)
G.4.5)

B = (éU ey €55 _gr+29 cery _gm)
Mindkét eset elképzelhetd, hisz az
r+n—s =m, O=r<m,

S+m—r =n, O<s<n;
tovdbba az
r+n—s+1=m, O=r<m,

s+m-r—1=n, O<s<n;

rendszerek konzisztensek.

Az els§ esetben a bazison kiviili kiegészitd Vektorpar —g.11, €41, a masodik-
ban er+1’ gr+1

Feltételezésiink szerint ezek valamelyike a neki megfeleléd bdzisban csupa
nem-pozitiv egyiitthatéval dllithaté eld.

Vizsgdljuk sorra a lehet8ségeket. Az elsd esetben vagy

r m+n
(5.4.6) Zeidi,m+s+1_g1dm+1,m+s+1_ 2 €dimrs+1 = —Bs+1s
i=1 i=mts+2
vagy pedig
5 n+m
(5.4.7) 2 éidi,s-rl_ 2 gidi,s+1 = €s+1-
i=1 i=n+r+1

E képletekben valamennyi d,, egyiitthaté nem pozitiv. Ezt figyelembe véve
az (5. 4. 6) egyenlet csak akkor lehet konzisztens, ha r=m, hisz (5. 2. 2) szerint
a jobb oldal minden komponense negativ, a bal oldalon pedig az els$ Osszeg kivételé-
vel csupa nem-negativ vektorbdl dll. Ez viszont lehetetlen.
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Az (5. 4. 7) egyenlet csak ugy lehet konzisztens — ismét a benne szerepld egylitt-
hatok nempozitivitdsa, tovdabbd (5.2.2) miatt —, ha s = n—1. Ekkor azonban
(5. 4. 5)-bél lathatjuk hogy B=B©, Minthogy a —g,, ¢, paron kivill tovdbbi
kleges21to pdr nem lehet bdzisban, ezért —§, szuksegkeppen benne van B-ben,
s igy egy kordbbi megjegyzésiink szerint B =B, ami lehetetlen.

Vizsgdljuk ezutdn a madsodik esetet. Ekkor vagy

m-+n
(5.4.8) 2 ey, 1— dm+1,r+1"__ %’+lgidi,r+l = €41
vagy pedig
s n+m " R
(3.4.9) . & dn nire1~™ 2 Eibiniri1 = — 81
=1 i=n+tr+2
Az (5.4.8) egyenletrendszer csak r = m—1 esetén lehet konzisztens, ekkor

azonban, mint mdr ldttuk B= B@sigya g; vektorok koziil legfeljebb 8, szerepelhet
B-ben, s igy vagy B=B®, vagy pedig B=58"". Mindkét lehetdség ellentmond
valamelyik feltételiinknek.

Végiil az (5. 4.9) egyenletrendszer csak s=n esetén lehet konzisztens, ami
ismét lehetetlen.

Minthogy valamennyi lehetdség ellentmonddsra vezetett, azért az 5.4. Tétel
dllitasa helyes.

Az 5. 4. Tétel kozvetlen kovetkezménye a kovetkezd:

5.5. TETEL. A bimdtrix jatéknak mindig van egyensulypontja.

Kedves kotelességemnek teszek eleget, amikor ez uton is kdszonetet mondok
PREKOPA ANDRAsnak azért a segitségért, amelyet munkdm sordn téle kaptam.
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(Beérkezett: 1969, V. 5.)

COMPLEMENTARY PIVOT THEORY
by
A. MAJTHAY

Summary

The complementary pivot algorithms were recently developed by D aNT21G, COTTLE, LEMKE and
GRrAvVES. They deal with the solution of the following problem: Find nonnegative m-component
vectors z, w, which satisfy the system (2.1.1)—(2.1.4).

This problem can be trcated as a quadratic programming problem, but it seems more advan-
tageous to seek for special algorithms which are based on the special structure of the problem.

The problem is closely related to the quadratic programming problem, to the pair of dual
quadratic programs defined by DorN, to the symmetric dual pair of quadratic programs of COTTLE,
to the self-dual quadratic programs, and to bymatrix games.
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In the paper we are investigating three complementary pivot algorithms for the solution of the
problem. They are treated combinatorially, are proved to be finite and to solve the problem for
special stuctured matrices G. The algorithms are uniquely determined procedures, lexicographic
rules guarantee the uniqueness of them. They consist essentially of a series of almost complementary,
lexicographically feasible bases to the matrix (G,—I ) each one differing in exactly one vector from
the previous one.

The first algorithm works for the class of co-positive-plus matrices which includes the class of
semidefinit matrices which are not supposed to be necessarily symmetric, all matrices greater than a
semidefinit matirx and all matrices not less than a positive definit matrix. A co-positive-plus matrix
is a matrix G with the following properties: z=0 implies z'Gz= 0, and z7Gz = 0 implies (G+GT)z =
=0. As the convex quadratic minimumproblem (concave quadratic maximumproblem) can be
reduced to our problem with a positive semi-definit matrix, the first algorithm solves it or shows that
i: has no solution.

As an interesting corollary we mention the following theorem: if for a co-positive-plus matrix
G the system w = Gz+g, w=0, z=0 has a solution, then among its solutions there always exists
at least one for that z"w=0.

The second algorithm is mainly a preparation to the third one, which is intended to solvea
bymatrix games. It gives a solution for the bymatrix game in a finite number of steps and thus it
gives a constructive proof for the existence of a NasH equilibrium point.
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