EGY ELHELYEZESI PROBLEMAKORROL, I.

irta: TOLGYESI LASZLO

Varga Otté akadémikus emlékére

1. Bevezetés

Legyen A egy halmaz, B={B,} ¢ pedig egy, az A részhalmazaibdl all6 halmaz-
rendszer, ahol I' tetsz6leges indexhalmaz. Legyen tovdbbd K=K(A, B’) egy A-ra
és B’-re értelmes kijelentés, ahol B” a B-nek tetsz6leges részrendszere. Legyen adva
végiil minden (A4, B’) parra értelmezett f(A4, B’) valos fliggvény.

1. probléma. Mely (4, B’) parok esetén lesz az f(A4, B’) fiiggvénynek (lokalis
vagy globalis) szélséértéke, azzal a feltétellel, hogy K(A4, B’) logikai értéke igaz?

1. MEGJEGYZES. POGANY Csaba hivta fel a szerzé figyelmét az 1. és 1. 1. problé-
mdkra, valamint a 2. problémdval valé kapcsolatra, miutdn a szerzé az 1. 1. 1. és
1. 1. 2. problémdkkal foglalkozni kezdett. Ennek megfeleléen, ahol lehetett, az ered-
ményeket a 2. probléma szempontjdbdl is részleteztitk, és néhdny kezd6 n-re meg-
adtuk a vdlaszt egy korldtozo feltevés mellett.

Specializdljuk a problémdt a kovetkez8 mdédon: Legyen i(B;) a B; halmaz belsd
pontjainak a halmaza, [B’| a B’ halmazrendszer szdmossdga, 4 az euklideszi sik,
B pedig az eukideszi sikon levé zart halmazoknak egy olyan rendszere, amely minden
E elemével egyiitt ennek Osszes egyberdgd képétistartalmazza. Legyen K a kovetkezd-
képpen értelmezve:

K=(B'|=n)& (i(B)NiB))=a, kI
Legyen végiil
f(A’ B’) = Zlg(bia bj):

i, j=

ahol b, € B; és b;€ B;, és o(b;, b;
1. 1. probléma. Hatdrozzuk meg a

min f(4, B") = min > o(b;, b;)

B'CB BCB i, j=1
K=} K=t

) a b; és b; elem tdvolsdga. Mas szavakkal:

szélsoértéket. )

2. MEGIEGYZES. Erdekes problémdkhoz juthatunk az el6bbi egybevdgdsdg
helyett mds transzformdciok és megkotések bevezetésével.

Ha az 1. . problémat tovabb specidlizdljuk Ggy, hogy B az A sik egyetlen
egyenld oldala hdromszégének, illetve egyetlen négyzetének 8sszes egybevdgd képei-
bd! dlljon, ekkor kapjuk az aldbbi 1. 1. 1. és 1. 1. 2. problémat.

1.1. 1. probléma. Hogyan kell elhelyezni a sikon n darab egybevdgd szabd-

lyos hdromszoget a legtomdrebben, azaz ugy, hogy > o(h;, h;) minimdlis legyen,
ij=1
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azzal a feltétellel, hogy h;€ H;, h;c H; (i #j), Hy, H,, ..., H, a sik egybevdgé sza-
bdlyos hdromszogei, és
(HY)NIH) =@, j#k.

Altaldnossagban is bevezethetjiik a kovetkezé fogalmat:

Definicid. Az olyan elrendezéseket, amelyekben a fenti tdvolsdgbsszeg mini-
malis, legtomorebb elrendezéseknek nevezziik.

1. 1. 2. probléma. Hogyan kell elhelyezni a sikon n darab egybevdgd négy-
zetet a legtdmdirebben, azaz ugy, hogy Z (b;, b;) minimdlis legyen, ahol b€ N,

i,j=1

b;eN; (i#)), N1, Ng, ..., N, a sik egybevdgd négyzetei, és
N)NIN) = @, J#k.

3. MEGIJEGYZES. Egyvevdgd korokre BENEDIKTI Istvdn vizsgdlta az 1. 1. problé-
mat. Rokon problémdkkal foglalkozik az [1] cikk.

Definicid. A B’ halmazrendszer B; elemeit a kovetkez6kben hordozéhalmazok-
nak nevezziikk, a B; hordozdhalmazhoz hozzdrendelt b, pontot (b,€B;) pedig
mérépontnak.

Ennek alapjin mondhatjuk, hogy [1]-ben a mérépontok a hordozéhalmazok-
ban rogzitve vannak, mig ebben a dolgozatban olyan problémdkat vizsgdlunk,
ahol a mérépontok a hordozéhalmazokon beliil szabadon mozoghatnak.

Az ¢l6bb mdr emlitett 2. probléma a kovetkez6:

2. probléma. a) Legyen adva egy B halmazrendszer E,-ben. E halmazrendszer
egyes részrendszereit alkoté halmazok bizonyos elemeinek egyesitése* utjdn hdny
egymdssal nem homeomorf halmazt lehet eléallitani?

b) Adott B halmazrendszerhez az eldbbi médon tartozik egy mdsik, csupa
topologikusan kiilonb6z6 halmazbél allo B* rendszer. Kérdés: Adott B* halmaz-
rendszert mely B halmazok dllitjdk el8? Egyéb megkotések mellett mi a legbGvebb,
illetve legsziikebb B adott B*-hoz?

¢) A B halmazrendszer és az azt alkotd elemek tulajdonsdagai hogyan befolyd-
soljdk a B*-ot és az 6t alkoto elemek tulajdonsagait?

d) E problémdknak egy olyan dltaldnositdsa is érdekes, amikor tébb B, pl.
B, és B, van megadva, és gy vetjiik fel az analdg a), b) és c¢) kérdéseket, hogy a homeo-
morfidt B,, valamint B, vonatkozdsban kiilon-kiilon vagy egyiittesen is vizsgdljuk.

4. MEGJEGYZES. Ismeretes FARY Istvdn tétele ([2]), mely szerint minden sikba
rajzolhaté graf realizdlhaté a sikon oly mddon, hogy csucsainak pontok, éleinek zdrt
egyenesszakaszok felelnek meg ugy, hogy két szakasz kdzos pontja mindig csucsnak
megfelelé pont. Ez a tétel felfoghatd arra a kérdésre adott vdlaszként is, hogy mely
sikra rajzolhaté grafok épithet8k fel egyenesszakaszokbol? A 2. probléma ily médon
grafok geometriai realizdcidjdnak elméletével is kapcsolatos. Az itt szerepld vizs-
gdlatokndl néhdny legtémorebb elrendezésii esetben megadjuk azokat a grdfokat,
amelyek egybevdgd egyenld oldali hdromszogekbdl és egybevdgd négyzetekbdl
épithetdk fel Uigy, hogy a széban forgd sokszdgek csucsait eleve gréf cstcspontok-
nak tekintettiik.

* Metszése, szimmetrikus kiillonbség képzése vagy mas (halmazelméleti) miivelet végzése.
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2. Altalanos megjegyzések

1. TETEL. Tetszbleges By, B,, ..., By, (s=>1, egész) sikbeli zdrt ponthalmaz-
rendszerre igaz, hogy

i_élg(bi,bj) = 0, bieBi) bJE Bj’
akkor és csak akkor, ha (s} Bi=@.
i=1
Bizonyitds:

a) Tegyiik fel, hogy

NB=E8=g.
i=1

A feltétel alapjan létezik legaldbb egy olyan & pont a sikban, amelyre
beB.

Mivel b a B; (i=1, 2, ..., 5) halmazok mindegyikének eleme, ezt a pontot vdlasztva
k6z6s mérépontnak,

b) Ha Zo(b,, b;)=0, akkor a g(b;, b;) tavolsagok mind O-val egyenldk,

valamilyen bl, b2, o bere (b;€B;,i=1,2,...,5). Ekkor viszont van olyan b,
amelyre b€ B; (i=1, 2, ..., 5), példdul b= b Mlvel ¢ metrika — azaz, ha g(x, y)=0,
akkor x=y—ezért bl—b (i=1,..,5s).

2. TETEL. Adott a By, B,, ..., B, (n=>1, egész) zdrt sikbeli halmazrendszer;
legyen

pe)=min 3 o@nb); b beB,

i,j=1
és i(B)NiBY)=@, (j#k). Akkor y(n) az n monoton névé fiiggrénye.
Bizonyitds:
Tegyiik fel, hogy van olyan n, hogy
Y+ 1) < y(n).

Ekkor az (n+ 1) elembdl allé halmazbdl elvéve egy elemet, a megmaradt n elemi

rendszer tdvolsdgdsszege nem novekedett, mivel o(b,, b;) =0. Tehdt a megmaradt

n elem{i halmazrendszerre: y'(n) = y(n +1), azaz y (n)<y(n) lenne, ami ellentmond
y(n) minimalis voltdnak.
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3. Egybevago egyenl oldali haromszogek legtomorebb elrendezése

Legyen H,, H,, ..., H, n darab egybevdgd szabdlyos hdromszog a sikban.

3. TETeL. Ha 2=n=6, létezik H,, H,, ..., H,-nek olyan elrendezése, hogy

Z Q(hl! j)‘—o hiEHia h_IEHJ,

i,j=1
és
(HYNiH) =@, j#k
Bizonyitds:
a) Elészor n=6 esetben ldtjuk be az allitdst. Ebbdl
egyszeriien kovetkezik a 2=n<6 esetekre vonatkozo 4llitds.
He He Tekintsiink a sikban egy szabdlyos hatszoget, ezt O kozép-

pontjaibél a cstucsokba huzott szakaszokkal bontsuk 6 egybe-
Hs Hs vago szabdlyos hdromszogre, ezeket jeloljik H,, H,, ..., Hy-
tal (1. dbra).

Ezekre nyilvdn

1. dbra (1) LN =3, (=12 .6 =)
Mivel O€H; (i=1,2,...,6), legyen h;=0 (i=1,2, ..., 6), akkor nyilvdn

L 2 Q(hn j) o 0
i,j=1

5. MEGJEGYZES. Az 1. dbra szerinti elrendezésben a szabdlyos hdromszogek
O cstcesal szemkozti oldalai szabédlyos hatszoget hatdroznak meg, hiszen abbdl
indultunk ki. Bebizonyitjuk, hogy ez az egyetlen elrendezés, amelynél

6
N H; = H= @, é (1) is fennall,
i=1

azonkiviil A-nak egyetlen eleme van, igy az extrémumot adé mérépontok is egy-
értelmiien vdlaszthaték meg.

Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik a fentitdl kiilonbdz6 elrendezés, ahol B=g, &
(1) teljesiil. Legyen /i € H. Nyilvdnvald, hogy / csak hatdrpont lehet, és nem lehet mind-
egyik hdromszogben csticspont. Ekkor H;-k k6zdtt van legaldbb egy, mondjuk H,,
amelynek h nem cslicspontja, kovetkezeskeppen valamely oldaldnak belsé pontja

AR

2. dbra
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A h ponton dtmend oldalegyenes a sikot két 180°-o0s, / csticspontl szdgtarto-
mdnyra bontja (S; és S,). Az dbrabdl nyilvdnvald, hogy H,, H,, Hy, H; és Hg
szabdlyos hdromszogek csak S,-ben helyezkedhetnek el, ami lehetetlen oly mddon,
hogy

6 -~
N H; = h legyen.
i=1

b) Ha 2=n<6, akkor (azb 1. dbrdn ldthaté) hat szabdlyos hdromszogiink
koziil hagyjunk el (6 —n) darabot. O ez esetben is a megmaradé » szabdlyos hdrom-
sz0g kozos mérdpontjanak vehetd, tehdt

3 ol hy) =0,

i,j=1

amivel a 3. tétel bizonyitdsdt befejeztiik.
Az elrendezés egyértelmiiségét n=6 esetben az 5. MEGIEGYZEsben beldttuk.
Az aldbbiakban megvizsgdljuk, hogy ha 2=n <6, mely esetekben lesz

S

o(hy, hy) = 0.
=

LJ

Il

Nyilvdnvaldan elégséges és sziikséges is, hogy a mérépontokat a hatdrpontok
halmazdn mozgassuk. Adott n esetén egy dbrasorozattal adjuk meg a ,,topologikusan
kiilonb6z6™’, azaz nem homeomorf elrendezéseket, védlaszt adva a 2. problémadra
ezekben a specidlis esetekben.

1. Szabalyos haromszogek nem homeomorf elrendezései n=2 esetén:

- 9

3. dbra

Konnyii beldtni, hogy a 3. dbra a), b), ¢) és d) tipusu elrendezésén kiviil nincs
tobb nem homeomorf elrendezés. Az is vildgos, hogy mind a négy esetben végtelen
sok homeomorf elrendezés van, ahol 7€ H = H, (N H,. A c) és'd) tipusti elrendezések-
ben H végtelen sok elemii halmaz, melynek bdrmely pontja vdlaszthaté k6zds mérd-
pontnak.
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2. A nem homeomorf elrendezések az n=3 esetben:

SHNE

EX¢

9) h)
4. dbra

Konnyt beldtni, hogy a h) eset kivételével barmelyik végtelen sok homeomorf

elrendezést enged meg.
3. A nem homeomorf elrendezések n=4 esetén:

A N\ 4
W A A

b) c)

Hy e H3
d)

MTA III. Osztily Kozlemsnyei 19 (1969)
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Ez esetben is konnyii beldtni, hogy az f)-et kivéve mindegyik eset végtelen sok
homeomorf elrendezést enged meg.
4. A nem homeomorf elrendezések n=>5 esetén:

H, f g

a) 7 b)

d) e)

g)

6. dbra

g) kivételével mindegyik nem homeomorf eset végtelen sok homeomorf elren-
dezést enged meg.

6. MEGIEGYZES. A fent bemutatott extremadlis elrendezések minden eddig tdr-
gyalt n-nél lehet6vé tették a hdromszogek rdcsos elrendezését, mint azt a 7. dbra
sorozata mutatja.

Ez azt sejteti, hogy az extremdlis elrendezések rdcsosak lennének. Nagyobb
n esetén a sejtett extremdlis elrendezések azonban nem lesznek mindig rdcsosak
(I. az Osszefoglaldst, n=17, 8, 9).

10* MTA III. Osztaly Kozleményei 19 (1969)
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L Oyl Dy

ava Ry

d) e)
7. abra

7. MEGIEGYZES. A bevezetésben utaltunk rd, hogy az egybevdgdsdg helyett
mads sikbeli transzformdciot is tekintetbe vehetiink az 1. 1. 1. problémadndl. Igy
Ujabb problémdkat kapunk, ha pl. a szabdlyos hdromszégekrdl nem kotjik ki,
hogy egybevdgdk legyenek. Ekkor, ha 2=n=6, szabdlyos (de nem szuksegkeppen
egybevdgd) hdromszogek esetén egyszerlien megmutathatd, hogy

y(n) = min 2 o(h;, hy) =0,

i, j=1

azonban az egymdssal nem homeomorf esetek szima novekedni fog.

4. Egybevago négyzetek legtomorebb elrendezése

Hasonl6é gondolatmenetet kovetiink, mint a szabdlyos hdromszogek vizsgdla-
tdndl.
Legyenek Ny, N,, ..., N, a sik egybevdgd négyzetei (n>1, egész).

4, TETEL. Ha 2=n=4, létezik olyan elrendezés, hogy

Zg(bl9bj):05 biENi, bjENj,

i, j=1
és i(NJ)ﬂl(Nk) = J, j, k=l, 2’ sty .]#k

Ny Nz A Bizonyitds:
4 a) Tekintsiik a sik egy négyzetét, és kossiik Ossze a szem-
kozti oldalfelezd pontjait. Ilymddon 4, egy k6zos csucsponttal
N, Ny (0) rendelkezd egybevdgd négyzetet kapunk (8. dbra).

4
Mivel O €N = | N, az 1. tétel értelmében O-t kozds mé-

i=1
8. dbra répontnak vdlasztva, az allitds teljesiil.
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8. MEGIEGYZES. A 8. dbra szerinti elrendezés egyértelmiisége hasonldan bizo-
nyithatd, mint a szabdlyos hdromszogeknél.

b) Ha 2=n<4, akkor a 8. dbra elrendezésébsl hagyjunk el (4 —n) négyzetet,
és O ismét a megmarado négyzetek kozos mérdpontjanak vadlaszthatd.

Az aldbbiakban megvizsgédljuk n darab egybevdgd négyzet nem homeomorf
elrendezéseit, ha 2=n<4.

1. A nem homeomorf elrendezések n=2 esetén:

Ny Ny N,
5 : :

Nz N,

a) < b) ) i d)

9. dbra

Konnyen beldthatd, hogy mind a 4 eset végtelen sok homeomorf elrendezést
enged meg. ;
2. A nem homeomorf elrendezések n=3 esetén:

N, ; 5 N;
b N
5
N3 N3
N3
a) b)
Ny N, N, N,
i i
b b
Ny N3
c) d)
10. dbra
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d) kivételével mindegyik eset végtelen sok homeomorf elrendezést enged meg.

9. MEGJEGYZES. A fenti elrendezések koz6tt minden n-re van rdcsos elren-
dezés (11. dbra). A sejthetéen extremalis elrendezések n =5 és n =6-ra még igazolni
ldtszanak ezt, nagyobb n-re azonban a sejtett extremdlis elrendezések nem rdcsosak.
(L. az Osszefoglaldsban: n=7-nél.)

a) b) c)
11. dabra

5. Osszefoglalis

A cikk két specidlis probléma kezdeti 1épéseivel foglalkozik, szabdlyos hdrom-
szogeknél n=6-ig, négyzeteknél pedig n=4-ig ér el egyszeri eredményeket. Az
ezeknél nagyobb n-re egzakt vdlaszt még nem sikeriilt adni, mivel a szdmoldsi nehéz-
ségek nagyobb n-ek esetén jelentGsen megndvekednek. Az aldbbiakban azonban |
felvdzolunk még néhdny sejthetden extremadlis vagy extremdlishoz kozel 4116 elren-
dezést. ’

Az 1. 1. 1. problémdval kapcsolatban az aldbbiak sejthetéen extremdlis elren-
dezések :

Hy Hy
n=8 n=9
b) c)
12. dbra
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7

a) esetben y(7)= > olh,h) = 6-V3-.a=a-103920...

i,j=1

8 o
b)‘ esetben y(8) = > ok, hy) = 12:V3 -a = a-20,7840...

i,j=1

9
c) esetben y(9) =

> ok, h) = 18-V3 -a = a-31,1760...

1

,J

ahol a a szabdlyos haromszog oldaldnak hossza.

Az 1. 1. 2. problémdval kapcsolatban a sejthetéen extremadlis vagy extremadlishoz
kozel all6 elrendezések :

.

Ha a a négyzet oldalhosszusdga, akkor

5
a) esetben y(5) = 0(b;, b)) =8-a
1

hj=

IA

6
b) esetben y(6) = > o(b;, b)) = 16-a;
= :

by és b, az N; és N, kozos. oldaldn barhol felvehetd.

Ns
P Ns Ng Ns Ng Ng
> bs | bs bs) be |by
AR
P e
Ny Ny Ny N, Ny by| b, N,
l’;‘ blf‘bb’
bz| b, b3 | b,
N3 N, N3 N, N3 N,
n=5 il e n=6 n=7
a) ¢ * - b) ¢)
13. dbra
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7
c) esetben y(7) = 2 o(b;, b)) = a-28,4076...
ij=1

Az aldbbi tdbldzatban Osszefoglaljuk a 2. problémdval kapcsolatos ered-

ményeket: J
Egybevagd szaba- Egybevago
lyos haromszogek négyzetek

| A nem homeomorf | A nem homeomorf
n ‘ grafok szama grafok szama
1 1 1
2 4 4
. 3 8 4
4 6 1
5 7
6 1

A dolgozat jelen els6 részében f6 célunk a témakor problematikajdnak vazoldsa
volt. Az itt szerepeltetett trivialis konstrukciok targyalasat az indokolja, hogy ezek-
nek a tovabbiakban jelentds szerepiik lesz.
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