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1. Bevezetés

A nagy sebességli €s nagy kapacitdsu elektronikus szimoldgépek megjelenésével
elvileg Uj lehetéségek nyiltak meg a matematika elméleti tovdabbfejlesztésének terii-
letén. Egy ilyen lehet8ség matematikai tételek, dllitdsok gépi segitséggel torténd
bizonyitdsa. Bizonyitdson Hilbert-féle értelemben vett (l. [3]) bizonyitdst értiink.

Az utébbi idSben olyan, gépre alkalmazhaté bizonyitdsi eljdrdsokat is kidolgoz-
tak, melyek segitségével nem csak a bizonyitds egyes részfeladatai oldhatok .meg,
hanem amelyek lehetové teszik matematikai tételek bizonyitdsdnak teljes automati-
z4ldsdt — elvileg.

Bdar CHURCH tétele szerint a formalizdlt matematikan beliil nincs untverzalis
eldontési eljaras, mégis vannak mdr olyan bizonyitasi mddszerek, melyek teljesnek
mondhatok azon az alapon, hogy valahdnyszor egy igaz tétellel keriiliink szembe,
mindannyiszor lehetévé teszik egy bizonyitds eldallitasat. Ilyen, kiilonbozé bizonyi-
tdsi eljdrdsok kidolgozdsdban értek el eredményeket tobbek kozott GELERNTER [2]
és NEWELL [5], illetve DAvIs [1], PRAWITZ [6] és ROBINSON [7].

Ezen a teriileten elért eredmények Osszefoglaldsdt adja MELTZER egy 1968-as
dolgozata [4], melyben kiilonb6z6 tételbizonyitdsi eljdrdsok szerepelnek.

Ezek a bizonyitdsi mddszerek a vizsgdlt matematikai részteriilet formalizdld-
sdval, nagyszdma logikai mivelet elvégzésén keresztiil adjak a kérdéses tétel bizo-
nyitdsdt. A kidolgozott modszerek azonban még elég nehézkesek €s végrehajtdsuk
rendkivill idGigényes. Ezek a hdtrdnyok éppen abbdl erednek, hogy a fenti mdd-
szerek dltaldnos jellegiiek.

PoGANY CsaBA hivta fel a szerz8 figyelmét arra, hogy automatizélt bizonyitdsi
eljdrdsok nemcsak dltalanos formdban — logikai médszerek segitségével —, hanem
specidlis matematikai részteriileteken is alkalmazhatdk, példdul fiiggvények kozti
egyenlbtlenségek bizonyitdsdndl. Ugyanakkor felvetette azt a kérdést is, hogy ezen
a specialis teriileten kiviil, dltaldban melyek azok a feladattipusok, ahol szintén
lehetdség nyilik egzakt bizonyitdsi mddszerek automatizdlt alkalmazdsdra.

A kovetkez6kben néhdny altaldnos jellegli megjegyzés utdn konkrét numerikus
modszerek szerepelnek, melyek fiiggvények kozti egyenldtlenségek bizonyitdsdra
szolgdlnak. Ezek a mddszerek, és dltaldiban az automatizélt bizonyitdsi médszerek
a kovetkezd dltaldnos elv szerint miikdodnek:

Adott egy véges szdmu elembdl dll6 H halmaz, az alaphalmaz. Ennek a halmaz-
nak az elemeibdl egy adott A algoritmus alapjdn képeziink egy ujabb G halmazt

* Ez a dolgozat a szerzdnek ,,4 szdmitdstechnika alkalmazdsa iij tudomdnyteriileteken” cimii
kollokviumon 1969. jinius 5-én tartott eléadasat tartalmazza.
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(G =A(H)). Nevezziik ezt generdlt halmaznak! Ezutdn a G halmazt, illetve annak
elemeit vizsgdljuk valamilyen el6re adott szempont szerint.

A bizonyitdsi eljdrdst mint egy automatizdlt folyamatot tekintve elmondhatd,
hogy a H alaphalmaz az automatdba bemend paraméterek (jelek) halmaza, az A
algoritmus maganak az automatdnak, vagyis a megfeleléen programozott szdmold-
gépnek felel meg, mig a generdlt halmaz a kimend jelekb6l éll. Ezutdn a sorra jovo
vizsgilat szdmdra a G halmaz mdr mint bemend halmaz szerepel. Ennek viszont
mar csak egyetlen kimené eleme van, mely jelezheti a tétel igazsagdt vagy hamissdgat.

Ezeken a bizonyitdsi eljardsokon beliill még kétféle tipust vdlaszthatunk szét:

1. Az alaphalmazbdl kiindulva egy egyértelmiien meghatdrozott G halmazt
képeziink egy rogzitett algoritmus szerint. Ennek a G halmaznak az el6allitdsa utdn
végezziik el a kitlizott vizsgdlatot, melynek eredménye az dltalunk bizonyitandd
tétel igazsdgdt vagy hamissdgdt mutathatja.

Eléfordulhat azonban, hogy az eljards véghezvitele utdn sem tudjuk a tétel
igazsdgdt vagy hamissdgat kimutatni.

2. Az alaphalmazbdl generdlt halmaz minden egyes elemének elGdllitdsa utdan
elvégezziik a vizsgdlatot és az Gjabb elem elGdllitdsa a vizsgdlat eredményének fiigg-
vényében torténik.

Ebben az esetben nincs biztositva az algoritmus véges volta.

Tekintsiink ezutdn egy konkrét példdt! A kiinduldsi H halmaz lehet példdul
egy axiomarendszer axiomadinak, illetve azokbdl levezethetd néhdny tételnek a hal-
maza. Ezen halmaz elemeib6l — melyeket megfeleld modon formalizdltunk — logi-
kai miiveletek segitségével Gijabb kijelentéseket képeziink, melyek a G halmazt fogjdk
alkotni. Ezeknek a kijelentéseknek a halmazdn beliil keressiik aztdn azt a kijelen-
tést, amelyet elére megadtunk és bizonyitani szeretnénk.

Természetesen nemcsak kijelentéseket, hanem tetszGleges mds objektumokat
— példdul szamértékeket — is vizsgdlhatunk ilyen mdédon. Altaldban a kimondott
(vagyis a bizonyitandd) tétel éppen ezeknek az objektumoknak valamilyen tulaj-
donsdgdval kapcsolatos. Az ¢el6z6 esetben ez a tulajdonsdg egyszerlien egy eldre
adott objektummal (a bizonyitandd tétellel) valé azonossdg: ha a generdlt elemek
kozott megtaldljuk a bizonyitandé kijelentéssel azonos éllitdst, akkor kijelentésiink
igaz, ha az ellentettjét, akkor hamis.

Eléfordulhat, hogy nem az egyes elemeket, hanem az egész generdlt halmazt
vizsgdljuk, példdul olyan szempontbdl, hogy hdny elembdl all.

Ezek utdn mdr rdtériink a fiiggvények kozti egyenlStlenségek bizonyitdsdndl
haszndlhato eljdrasok vizsgdlatdra.

2. Bizonyitasi eljarasok szerkezete egyenlotlenségek vizsgilatanal

Vizsgdlunk tehdt egy f(x)>g(x) x€ M egyenldtlenséget. (Az f(x) és g(x) egy
tetsz8leges korldtos és zdrt M halmazon értelmezett valos fiiggvény.)

A H alaphalmazba az M értelmezési tartomdnyt meghatdrozo elemek, a fiigg-
vények helyettesitési értékeinek kiszdmitdsdhoz sziikséges paraméterek, a szdmitds
pontossdgdt jellemzd ¢ érték, valamint még néhdny, a fiiggvényekre jellemz4 adat
— példdul a derivdltakra adhat6 korldtok — tartozik. Ezeknek az elemeknek a segit-
ségével a megfeleld mddon — véges sok (n) részre — felosztott értelmezési tarto-
mdny minden egyes részén egy alsd becslést adunk a nagyobbnak feltételezett f(x)
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fiiggvényre, illetve egy felsé becslést a kisebbnek feltételezett g(x) fiiggvényre. Az igy
nyert fiiggvények alkotjdk a G generdlt halmazt:

Ha UM2M & fi(x)<f(x), g(x)=g(x) (xcM,), akkor legyen
i=1

’

G={fi(x), g(x); i=1,2,..,n}

A vizsgdlat abbdl 4ll, hogy megnézziik, minden i-re igaz-e az fi(x)>g(x)
X €M, reldcid.

Ha valéban minden i-re teljesiil az egyenl&tlenség, akkor a tétel, azaz a bizonyi-
tandd egyenlStlenség is igaz, ha nem, akkor még nem feltétleniil hamis az 4llitds
(vagyis az egyenlGtlenség), hiszen itt csak becslésekrdl van szo.

Ilyen bizonyitdsi eljardsokon beliil az fi(x) és g;(x) fliggvények meghatdrozasakor
a kovetkez6 konkrét becslések alkalmazhatok.

3. Néhdny becslési eljaras
Els6ként egy [a, b] zdrt intervallumon differencidlhatd f(x) és g(x) fiiggvény

kozti
f(x)=g(x) x€l[a, b]

egyenldtlenség bizonyitdsdinak mddszerével foglalkozunk.
Ha ismerjiik az [q, b] intervallumon a két fiiggvény derivdltjara adhaté korld-
tokat, melyek:

Ki=>f(x)>ki, Ky>g'(x)>ky, (x€[a, b)),

akkor kiszdmitva egy x; pontban (x;€[a, b)) az f(x) és g(x) fiiggvények értékeit,
linedris fiiggvényekkel becsiilhetjiik a két fiiggvényt. (Ezek a linedris fiiggvények
lesznek a G halmaz elemei.)

A becslési eljdrds a kdvetkezd egyenlGtlenségeken alapszik:

Ha f(x)>g(x) és Ax=>0 (x, x+A4x€][a, b)) és ha

f(x)—g(x)
1) Adx < W,

akkor f(x+94x)>g(x+94x) is igaz, ahol 0=9=1 tetszGleges rogzitett érték
(1. ébra).
Hasonléan, ha f(x)=>=g(x) és Ax <0 (x, x+ 4x€][a, b)) és ha

‘ £ —g(x)
19 ax > P

akkor f(x+84x)=>g(x+ 34x), ahol 0=9=1 (1. dbra).
Végiil, ha 0< 4x olyan, hogy

3) f(;?z:i(f) +f(x+A;)1-;gk(2x+Ax) iy

X,
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ahol x,x+A4x€[a, b], f(x)>g(x) és f(x+4x)>g(x+4x), akkor f(x+34x)=
>g(x+34x), 0=3 =1 (2. dbra).

A bizonyitdsi eljards — a bevezetésben adott — kétféle modon torténhet:

1. n egyenld részre osztjuk az [a, b] intervallumot x; osztépontok segitségével,
és megvizsgdljuk, hogy a Ax = x;,,—x; értékek minden i-re kielégitik-e az (1),
(2) vagy (3) egyenldtlenségek valamelyikét. Ha igen, akkor a bizonyitandd egyen-
16tlenség is igaz a teljes [a, b] intervallumon.

2. Az x osztépontokat az (1) vagy a (2) egyenlGtlenséget az x;_, pontban
kielégité Ax érték segitségével adjuk meg ugy, hogy Ax = x; —x;_;, ahol x;,=a
vagy x; =b. Tulajdonképpen az eredeti intervallum valamely végpontjdbdl kiindulva
a lehetd legritkdbban helyezziik el az x; osztopontokat ugy, hogy a koztiik levé
Ax tdvolsdgok az (1) vagy a (2) egyenldtlenséget még kielégitsék. Természetesen
kiindulhatunk egyidejlileg az [a, b] intervallum mindkét végpontjabdl is (ekkor
mondjuk x;=a, x,=b és x;,, = x;+4x). Ha véges sok lépésben le tudjuk fedni
ilyen [x;, x;.,] (lletve [x;, X;,,]) intervallumokkal az [a, b] intervallumot, akkor
szintén igaz az f(x)>g(x) (x€[a, b]) egyenlStlenség.

Ha f(x)>g(x) (x€[a, b]) (és az 1. véltozatnal az elére adott felosztds elég siiri),
akkor ezekkel a becslésekkel véges sok Iépésben kimutathaté az egyenlStlenség.
Ha van olyan ¢ pont c€[a, b], melyben f(c) =g(c), akkor az 1. mddszernél mindig
lesz olyan részintervallum, melyben nem teljesiil az (1), (2) és (3) egyenlStlenségek
egyike sem (3. dbra), mig a 2. mddszernél az x; pontoknak egy konvergens sorozatd-
hoz jutunk (4. dbra).

Ha olyan ¢ pont is létezik, melyben g(x) = f(x), akkor az 1. tipusu eljardsokndl,

; ~»~H1@>—f—4\—%———

X; © Xis1-Xp-1 034

3. dbra
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ha az intervallum felosztdsa elég finom, van olyan x; osztépont, hogy f(x;) <g(x,).
fgy kimutathaté a bizonyitandé f(x)=g(x) xe[a, b] egyenlStlenség hamissdaga.

Természetesen gyakorlatilag nem lehetséges tetszélegesen kozeli fuggveny-
értékek kozti egyenlStlenség kimutatdsa, mivel a becsléseknél figyelembe kell venni
a szdmitdsi pontossdg korldtozottsdgdbdl adddé hibdt. Altaldban a szdmitds pontos-
sdgdnak kérdése kozponti szerepet jdtszik eljarasamknal (hiszen numerikus mad-
szerekrdl van szo).

Az eddig tdrgyalt két eljdrdstipus koziil az elsének elénye, hogy csak az f(x)
és g(x) fuggvényértékek kiilonbségét kell kiszdmitani az elére adott x; pontokban,
és ezt az értéket kell példdul az (x;,,—x;) (K, —k,) értékhez hasonhtam (ha az (1)
egyenlStlenséget haszndljuk). A mdsodik esetben a fiiggvényértékek kulonbsegen
kiviil minden alkalommal (minden i-re) a kdvetkezd osztopont helyét is meg kell
hatdrozni, viszont a derivdltakra eldirt korldtok adott értéke mellett az osztépontok
 a legritkdbban helyezkednek el, azaz eljdrd-
sunk a leheté legkevesebb [épésbol 4ll. &,
Az elsé moddszernél még az is el6fordulhat, Ky
hogy ha nem elég siir(in helyezziik el az osz-
tépontokat, akkor az eljdrdst egy finomabb
felosztds mellett meg kell ismételni. Ez a md-
sodik médszernél nem fordulhat eld. e 4

Mindkét eljdrds hdtrdnya, hogy ha a
derivdltakra adott korldtok kozott nagy a
kiilonbség (5. dbra), akkor az (1), (2) és (3) g(x/ X \ X
egyenlétlenségek dltal adott Ax értékek igen
kicsik, és igy az eljdrds lassu, vagy a szdmi- 5. dbra
tdsi pontossdg korldtozottsdiga miatt ledll.

A linedris fliggvényekkel valé becslésen kiviil mds mdodszereket is hasznalhatunk
Altaldban egy adott x; pontbeli fiiggvényérték (esetleg még mds jellemzd ertck)
kiszdmitdsdval adunk becslest a fiiggvényekre, ismerve vdltozdsuk maximadlis mér-
tékét.

Példdul, ha egy x; pontban a fiiggvényértékeken kiviil a derivédltak értékeit
is kiszdmitjuk, és ha ismerjiik a mdsodik derivdltakra adhaté korldtokat:

Li=f"(x)>l, Ly=g'(x)>l, (x€la, b)),
akkor paraboldkkal helyettesithetjiik a fliggvényeket (6. dbra).

Y
dzy -Lyx;) )+g(
PP =L, y--—Lzlx -x; 2)4(g'ex)-Lyx dx-x) +9(x{)
] L 22yt ¢ Defix;
Fx—fc’ y-fl,(x X+ ) =Ly x (=X )+ fOx[)
7 X
6. dbra
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Megjegyezhetd, hogy a becslésnél csak az L, és /; értékek ismerete sziikséges.

Ezutdn ugyanazok a modszerek haszndlhatok, mint a linedris fiiggvényekkel
vald becslésnél, csak most nem egyeneseknek, hanem a paraboldknak a metszés-
pontjait kell meghatdrozni. A metszéspontoknak az x =x; egyenest6l mért tdvol-
sdga lesz a megfeleld Ax maximadlis értéke.

A paraboldkkal valo becslésnél hdtrdnyos, ha a mdsodik derivdltakra adott
korldtok tdvol vannak egymdstdl, vagyis ha az L,—1I, abszolit értéke tul nagy.

Az eddig tdrgyalt becslési modszereken kiviil természetesen mds modszerek is
adhatok. Az alkalmazott mddszert mindig a szereplé fiiggvények tipusdnak
(alakjdnak) megfelelden vdlaszthatjuk meg. El6fordulhat, hogy egy becslési eljardson
beliil egyszerre tobb kiilonboz6 moddszert is alkalmazunk a kiilonb6z6 részinter-
vallumokon beliil.

Specidlis fiiggvények esetében specidlis médszereket is haszndlhatunk.

Példdul monoton ndvekvd (vagy csokkend) fiiggvények esetén konstans fiigg-
vényekkel is becsiilhetiink: fi(x) =f(x;), g(x)=g(x;+,) (7. dbra).

Le,
/ \
200 / Fx)
{1{x) ,
9,0 fx)<g'tx)
xela,b] ?
£00) g0 I f(b)>g(b)
9(&/_’7_
. - e
r B
g(x);aﬂ, v b * @ 7 b
7. dbra 8. dbra

A derivéltak kozt fenndlld egyenlStlenség ismeretében (példdul g’(x)>f"(x),
ha x€[a, b]) csupdn az intervallum egyik végpontjdban kell ellenérizni az egyenl6tlen-
ség teljesiilését (8. dbra).

Vagy ha tudjuk, hogy mindkét fiiggvény derivdltja egyidejlileg monoton fogy,
vagy monoton novekszik, akkor a bizonyitds az egyenlGtlenség véges sok pontban

fla)-gta)< f(x3)-g(xy) ” fea)-glaj<f(xy)-g(xy)

//\\ : F(x)\\ |2

fcar> gca) fcbr>geb) 9¢x)
9

P e A oG

f0x)

-

9. dbra
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£(x)

s
\ / Fexp =) < (X, _2-9(x; 1),
\ / ha x;>d

o™
Fx)=gx )< f(x01)~9(X01),
ha x;<c

|

1
X3 X bzx,
10. dbra

T

2
x
3
o
n -

val6 ellendrzésére (ha f(x)<g”(x),1. 9. dbra), vagy véges sok pontban valé szd-
mitds mellett egy [c,d]C[a, b] részintervallumon vald vizsgdlatra redukdlhatd
(ha f"(x)>g"(x), 1. 10. dbra).

Ha példdul tudjuk, hogy g"(x) >f"(x) x€[a, b] (mondjuk g"(x)>0 és f"(x)<0),
akkor elegendé az intervallum két végpontjdban ellendrizni az egyenlGtlenséget
(11. dbra).

Ezen specidlis modszerek alkalmazhatésdgdnak sziikséges feltételei — példaul,
ha ismerjiik a derivdltak kozotti egyenlGtlenséget — teljesiilésének kimutatdsdra
szintén alkalmazhatok gépi (numerikus) mddszerek.

Egy, az eddigiektdl eltérd tipust bizonyitdsi eljards adhaté meg azon az alapon,
hogy az f(x)=>g(x) x€[a, b] egyenlétlenség ekvivalens az f(x) —g(x) > 0 reldciéval,
és igy az egyenlGtlenség bizonyitdsa visszavezetheté a h(x) = f(x) —g(x) fiiggvény
abszolit minimumdnak meghatdrozdsdra (ilyen szélséérték-keresési eljardsok mar
ismeretesek). Kozelebb visz a megolddshoz, ha ismerjiik azt a [c, d] részintervallumot
(illetve dltaldban azt a részhalmazt), melyben a A(x) abszolit minimuma van, hiszen
ilyenkor madr csak ezen a részhalmazon kell vizsgédlni az egyenlStlenséget (12. dbra).

Természetesen ez a modszer nemcsak egyvdltozos fiiggvények esetén alkalmaz-
hato.

Altaldban tobbvaltozds fiiggvényeknél az egyvaltozds fiiggvényekhez hasonld
modon jdrhatunk el.

4
fox_|
FUx) < g¥cx)
A5 véfa,b] 4
\\/
e A OCIOu RS (e
a S o e et
11. abra 12. d@bra
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4. Tobbvaltozos fiiggvények esete

Példaként tekintsiink egy f(x, y) és egy g(x,y) a=x=b, c=y=d fluggvényt.
Bizonyitandd a g(x, y) <f(x, y) egyenl6tlenség a fenti részintervallumon. Ilyenkor
ha a parcidlis derivdltakra korldtokat tudunk adni:

o

Kl>$

=ik

Ly > —

akkor, mint az egyvéltozos esetben is, linedris fliggvényekkel, azaz sikokkal helyette-
sithetjiik -a vizsgdlt fiiggvényeket. Ezek a sikok a G halmaz elemei, és a megfeleld
X =Ex=x;+4x, y;=y=y;+ Ay részintervallumokon ezek kozott a linedris fligg-
vények kozott mutatjuk ki az egyenlStlenséget.

Példdul, ha (L,—k)Ax+(Ly—ky)A4y<f(x; y;)—g&(x;, y;), akkor az egész
X, =x=x;+4x, yj=y=y;+ Ay intervallumon igaz az f(x, y)>g(x, y) egyenldt-
lenseg

Az egyvdltozds esethez hasonléan — az (1), (2) és (3) egyenlotlensegekkel
analdg képletek alapjan — itt is kiilonbdz6 megolddsok lehetségesek, ¢s nemcsak
a kétvdltozos, hanem dltaldban tobbvdltozds esetben is.

Ugyancsak az egyviltozds esettel analég mddon, a linedris fiiggvényekkel vald
becsléseken kiviil egyéb mds modszerek is alkalmazdsra keriilhetnek.

Befejezésként még megemlitiink néhdny lényeges kérdést.

5. Altalanos megjegyzések, problémak

Az eddigiekben leirt, illetve megemlitett mddszerek egydltaldn nem meritik ki
az Osszes lehetséges eljdrdstipust, melyeket egyenlStlenségek bizonyitdsdndl lehet
haszndlni. A derivdltakon kiviil példdul a fiiggvények mds jellemzdi is felhaszndl-
hatdk a becsléseknél. Vannak esetek, amikor egészen mds, az eddigiektd! elvileg is
kiilonb6z6 mddszerek alkalmazdsa is eredményes.

A felhaszndlt eljdrds eredményessége természetesen fiigg attdl, hogy milyen
fiiggvényekre alkalmazzuk. Az eljdrds kivdlasztdsdndl ezenkiviil még a kovetkezd
probléma is felmeriil:

Ha pontosabb becsléseket haszndlunk, akkor az eljirds dltaldban eredményesebb
(péld4ul kevesebb 1€pésbdl dll, kozelebbi fiiggvények kozti egyenltlenség is kimu-
tathatd), de ugyanakkor ez bonyolultabb szdmitdst igényel, és bonyolultsdg miatt
a szdmitdsi pontossdg is romlik, rontva a becslés pontossdgdt. Hasonléképpen
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a szamitdsi pontossag ndvelése (példdul a szdmoldgép dupla pontossdgli miiveletek
haszndlatdval) hatdsosabbd teszi az eljardsokat, de ugyanakkor bonyoluitabbd is.

Bonyolult problémdt okoz a szamitds pontossagdnak meghatdrozdsa, illetve
figyelembevétele a becsléseknél, hiszen a szdmitds hibdja sok kiilonb6zd tényezbtsl
fiigg: példaul maguktdl a vizsgdlt fiiggvényektdl, a felhaszndlt szdmitdsi mdodszertdl,
az adott szdmologép szerkezetétdl, s6t attdl is, hogy az értelmezési tartomény mely
pontjdban végezzilk a vizsgdlatot.

Ezek utdn Osszefoglaldsként elmondhatjuk a kovetkezdket.

Mbddszereink nem tal kozeli f(x), illetve g(x) fiiggvények kozti egyenlStlenség
bizonyitdsdt gyors és egyszer(i Uton teszik lehet6vé. Eljdrdsaink hdtrdnya azonban,
hogy esetenként csak két konkrét fiiggvény vizsgdlata lehetséges, és ez is csak egy
korldtos értelmezési tartomdnyon. Az utébbi probléma bizonyos esetekben megfe-
lel6 transzformdciok alkalmazdsdval vagy a fiiggvények esetleges periodikussdgdnak
kihaszndldsdval kikiisz6bolhetd.
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