HALMAZRENDSZEREK EXTREMALIS
TOMORSEGU ELRENDEZESEIVEL
KAPCSOLATOS PROBLEMAK, I.

Irta: BENEDIKTI ISTVAN
In memoriam Otté Varga (1909—1969)

1. Bevezetés

A statisztikdban a szorddds mérésére kiillonbozé mérdszerszamokat haszndlnak.
Corrado GiNit6l szarmazik a kovetkezd két mérdészam:

4= N(N—l),zlglx xk‘f;’.ﬁn
Jxk

_1" j Z"; ;= Xi| fi fes

ahol az x; gyakorisdga f- és 2’ fi=

illetve

A geometridban is felhasznalhatok ezek a mérészdmok pontrendszerek lazasd-
ganak, illetve tomorségének mérésére.

Definicié. Egy P pontrendszer lazasdgan a kovetkezd szdmot értjiik:

(%) g(P) = Z: Zf(P,, P,

i=1 j=
ahol P;, P;€ P, f(P,, P;) egy a P*-n értelmezett valds fiiggvény, és n a pontok szdma.
Ebben a dolgozatban f(P;, P;) a szokdsos euklideszi tdvolsdg lesz.

Definicio. Egy zdrt H = {H,};c; halmazrendszer F lazasdgédn annak a P = {P;};¢
pontrendszernek a g(P) lazasagat értjiik, melynek elemeit egy Hf = F(H ) halmaz
érték i fiiggvény hatdrozza meg Gigy, hogy P; € Hf és g(P)= min g(P ), és P'={P}.

P eH}

MEGIEGYZES. Természetes — egy pontrendszer lazasaganak mintdjdra — halmaz-
rendszer lazasdgdt is egy () tipusi formuldval definidlni. Kézenfekvé tovabba
S(P;, P)-t tivolsdgjellegli fliggvénynek vdlasztani. Az ilyen vizsgdlatok, valamint
affin vagy egyéb invaridns mér8szdmok vizsgdlata azonban mdr kiilén tanulmdnyt
igényel.

Definicié. Legtomorebb elrendezésnek nevezziilk a H halmazrendszernek
egy olyan elrendezését, melynek lazasdga minimalis.

Definicié. Leglazdbb elrendezésnek nevezziik a H halmazrendszernek egy
olyan elrendezését, melynek lazasdga maximdlis.

1. Probléma. Legyen H={H};c; halmazrendszer és T = {7} };cx a H halmaz-
rendszeren értelmezett tulajdonsdgok egy halmaza, ahol 7 és K tetszSleges index-
halmaz. Hatdrozzuk meg adott F(H) fiiggvény mellett H halmazrendszernek a leg-
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360 BENEDIKTI I

tdmérebb, illetve leglazdbb, a T,€T tulajdonsdgoknak eleget tevl elrendezéset,
ahol j€ K'S K.

Ebben a dolgozatban bizonyos halmazrendszereknek csak a legtomorebb elren-
dezésével foglalkozunk.

Definicid. A H;€ H halmazokat hordozéhalmaznak, a H* = F(H,) halmazokat
mérdhalmazoknak, a P;€ P pontokat mérépontoknak nevezziik.

A dolgozatban hordozéhalmazként elOszor zdrt egységsugari korlemezt,
majd zart egységnyi oldalhosszisdgt szabalyos haromszdglemezt, végiil zart egységnyi
oldalhosszusdgi négyzetlemezt szerepeltetiink, és ezeket a révidség kedvéért kdrnek,
hdromszégnek, négyzetnek fogjuk nevezni. Mérbhalmaz pedig elészér a halmaz
maga, majd a halmaz sulypontja, végiil hatdrdnak egy pontja lesz.

Definicid. Lebegd mérépontrdl beszéliink, ha M; mérépontot a H; halmaz
tetszéleges pontjdnak valaszthatjuk, ez tehdt nincs a halmazban régzitve.

Definicid. Rogzitett mérdpontrdl beszéliink, ha az M, mérépont a H; hal-
mazhoz rogzitett pont (pl. silypont, csiicspont stb.).

Vizsgdlataink sordn a kovetkezOkben kikotjiikk, hogy a hordozéhalmazok
nem rendelkezhetnek majd paronként kozos belsé ponttal. Feltevéseink mellett
g(P) értéke az elrendezéstdl, F(H) fliggvénytdl és az I indexhalmaztol fiigg. A tovdb-
biakban I={l, 2, 3, ..., n} lesz. Haszndlni fogjuk a

sl () =min g(P)
jeldlést.

Dolgozatunkban az 1. probléma kovetkezd speciéli's eseteivel foglalkozunk.

1. 1. 1. probléma. Hatdrozzuk meg a pdronként kozds belsé ponttal nem ren-
delkez8, zdrt egységsugaru korokbdl 4116 H={H,} (i€{1,2, 3, ..., n}) halmazrend-
szer legtomorebb lebegé mérdpontos elrendezését.

1.1.2. probléma. Hatdrozzuk meg a pdaronként k6zos belsé ponttal nem ren-
delkezd, zdrt egységsugart korokbdl 4116 H = {H,};¢; halmaz legtomorebb elrende-
zését, ha a mérdépontot

a) a stlypontba,

b) egy belsé pontba,

c) a keriilet egy pontjdba rogzitjiik.

- 1. 2. probléma. Hatdrozzuk meg a pdronként k6zos belsé ponttal nem rendel-
kezd, zdrt egységnyi oldalu szabdlyos hdromszdégekbdl dll6 H={H;};c; halmaz
legtomorebb elrendezését, ha a mérépontot

a) a stlypontba,
b) egy oldalfelezépontba,
¢) egy csucspontba rogzitjiik,

1. 3. probléma. Hatdrozzuk meg a pdronként kdzés belsé ponttal nem rendel-
kezd, zdrt egységoldalt négyzetekbdl dllé H = {H,};; halmaz legtomorebb elrende-
zését, ha a mérGpontot '

a) a sulypontba,

b) egy oldalfelezépontba, .

¢) egy csucspontba rogzitjiik.
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HALMAZRENDSZEREK, 1. 361

Definicid. Legtomorebben tovdbbépitett elrendezésnek nevezzik H={H,}
i€{l,2,...,n} olyan elrendezését, melyben H = {H} i€{l,2,...,n—1} legtomo-
rebben tovaibbépltett elrendezését egy H, halmaz ugy ege521ti ki hogy a halmaz-
rendszer lazasdga minimdlisan ndvekszik. Két halmaz esetén a Iegtomorebb elren-
dezést nevezziik legtomdorebben tovdbbépitett elrendezésnek.

2. probléma. Hatdrozzuk meg egy H = {H,};c; halmazrendszer legtdmorebben
“tovdbbépitett elrendezéseit.

MEGIJEGYZES. Ha egy elrendezésben egy mérSpontot egyszerre tébb hordozd-
halmazhoz rogzithetjiik hozzd, akkor a legtomorebb tovdbbépitésnél — ebben a dol-
gozatban — abbdl az elrendezésbdl indulunk ki, melyben a legtobb hordozd-
halmazt rendelhetjiik a méréponthoz. Ezek utdn rdtériink az 1. problémdk tdrgya-
ldsdra, bemutatva néhdny egyszerii eredményt, kdzben tovdbbi problémdkra
hivjuk fel a figyelmet.

2. Néhany specidlis halmazrendszer-elrendezés

Az 1.1, 1. 2. és 1. 3. problémdkkal analég problémdkhoz jutunk, ha legtdmo-
rebb elrendezés helyett legtomorebben tovdbbépitett elrendezése’ket keresiink.
4

1. 2. Egységkirok elrendezése

E témakorben csak kis n-ekre és csak trividlis esetekben vannak eredményeink,
igy ezek ismertetésétdl eltekintiink. Ezekbdl az eredményekbél is ldthaté azonban,
hogy a legtomorebben tovdbbépitett elrendezés dltaliban nem lesz egyittal legtomo-
rebb elrendezés is. (Pl. lebegd mérépontos elrendezéseknél.) Megadhatd azonban
olyan F(H) fliggvény, amely esetén egyes n-eknél a két elrendezés azonos lesz.
Természetesen vetGdik fel a kovetkezd probléma:

3. probléma. Milyen F(H) fiiggvény, illetve feltételhalmaz esetén lesz minden
legtomorebben tovdbbépitett elrendezés egyben a legtomorebb elrendezés?

MEeGIEGYZES. Kordk esetén pl. a sulypontban régzitett mérépontos legtomo-
rebben tovdbbépitett elrendezés n=4 esetén mar nem azonos a sulypontban rég-
zitett mérépontos legtomorebb elrendezéssel.

2. 2. Szabdlyos hdromszogek néhdny elrendezése

Ez a fejezet a 1. 2. problémadval, illetve a legtdmorebben tovdbbépitett elrende-
zések hasonléan megfogalmazhatd kérdéseivel foglalkozik. A hordozéhalmazok
tehdt szabdlyos hdromszdgek, és a mérépontokat

a) a sulypontba,
b) egy oldalfelez6pontba,
c) egy csucspontba rogzitjiik.

A tovédbbiakban y,(n) a stlypontba, y,(n) egy oldalfelez6pontba, y.(n) egy
csuicspontba rogzitett mérépontos legtémorebb elrendezés tomorségét jelodli.
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Legtomorebb elrendezések n=2 esetén

A sulypontba rogzitett mérépontos legtomorebb elrendezésben a két hdrom-
szognek egy kozos oldala van (1. dbra).
Tekintsiik ugyanis egy, a méréponthoz legkdzelebbi hatdrpont és a mérépont

V3

tdvolsagdt, .mely ‘%3 Ezért y,(2) =~ adddik, amibdl dllitdsunk kovetkezik, hiszen

az elrendezésben ya(2)=‘/3—3. Az oldalfelez6pontba rogzitett mérépontos legtomo-

rebb elrendezésben a két haromszog egy oldala k6z6s, és a mérépont a kozos oldal
felez6pontja, tehdt ,(2)=0 (2. dbra). A cslicspontba rogzitett mérépontos leg-

1. dabra 2. abra 3. dbra

tomorebb elrendezésben a két hdromszognek egy csticsa kozos, és ez a mérdpont is,
tehdt y.(2) =0 (3. dbra).

A fenti elrendezések legtomorebb tovdbbépitésével kapjuk a kovetkezd elren-
dezéseket, melyekben H, jeloli az n—1 darab halmaz adott elrendezését kiegészitd
hordozdéhalmazt, és M, ennek mérSpontjdt.

A stlypontba rogzitett legtomorebben tovabbépitett elrendezésben n =3 esetén
Hj egy oldalegyenese megegyezik H, egy oldalegyenesével, mely tartalmazza H, és
H, egyik kozos csucsdt. Az My mérépont illeszkedik az M;M, szakaszra, ahol
M, a H,, H; oldalegyenesére nem illeszkedé cstcspontjanak a szemkozti oldalra
vonatkozo tiikorképe (4. dbra).

Ezt az dllitdsunkat két 1épésben igazoljuk.

1. Beldtjuk, hogy M; mérépont H,UH, halmazl/?3 sugarii paralel-

tartomdnydnak hatdrdn van. Tekintsiink egy tetszleges M mérépontot. Ez a paralel-

4a. dbra 4b. dabra
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tartomdny belsé pontja nem lehet, hiszen akkor két
hordozéhalmaznak lenne koz6s belsé pontja. Ha M
kiils6 pont (4a. dbra), akkor az MMM, haromszog
belsejében tartalmazza a hatdr egy M’ pontjit. Ha
most M helyett M’ mérépontot valasztjuk, a lazasdg
csokken, ami 1. dllitdsunkat igazolja.

2. A legtomorebb elrendezést szolgdléo mérépont
a paraleltartomdny hatdrdnak egyenes szakaszdn van.
Tekintsiik a paraleltartomdnyt hatdrold ivekhez tartozo
hirokat. Az iv barmely pontjahoz taldlhatunk a huron
egy olyan pontot, melynek M; és M,-t6l mért tdvolsag-
osszege kisebb. Egyszerii szdmitdsokkal igazolhato,
hogy a hurok felez6pontjai, melyekre a lazasdg a hir
pontjai k6zott minimélis, nagyobb tdvolsdgosszegeket
adnak, mint a fenti M; pont. M, a paraleltartomdnyt
hatdrold egyenes szakaszt érinté, M, és M,-t Ossze-
kot6 legrovidebb tordttvonal ,,érintési” pontja. Ennek
meghatdrozdsakor M,-t tiikkroztiik a hatdrold szakaszra,
s a tiikkorkép M;. Ez dllitdsunkat igazolja.

Haszndlni fogjuk a legtomorebben tovdbbépitett
elrendezések F lazasdgdnak jelolésére g(n)-t, illetve
g.(n)-t egy a sulypontba, g,(n)-t egy oldalfelez8pontba,
g.(n)-t egy csucspontba rogzitett mérépontos elrende-
zések esetén, ahol n a hordozéhalmazok szama. Ekkor

‘%3 (V7 +1).

Az oldalfelez6pontba régzitett mérépontos legto-
morebben tovdbbépitett elrendezésben n=3 esetén a
harmadik mérépont M,-b6l H, vagy H, egyik M-t
nem tartalmazd oldaldra bocsdtott merdleges talppontja
(5. dbra).

Allitdsunk igazsdga abbdl adddik, hogy H,U H,
halmaz M, = M,-hoz legkdzelebbi hatdrpontja Ms.
Tehdt gb(3)=‘iT3.

A cstcspontba rogzitett mérGpontos legtomo-
rebben tovdbbépitett elrendezésben n <7 esetén a had-
romszogek egy csticspontja k6z0s, s ez egyben a mé-
répont is (6a. dbra). Tehat M, =M,=M,=M,=
=M;=M,, és g(n)=0, ha n<7. 6<n<10 esetén

az adddik, hogy g,(3) =

363

f\

M=M;=My=M3=M,=Ms=M,

6a. dbra

He Hy

M=M;=My=My=My=Mg=Mg
6b. dbra

a legtomorebben tovabbépitett elrendezésben hat hdromszég szabdlyos hat-
szoget alkot — ennek kozéppontja a mérépont —, melynek egyik oldalfelez6pontja
a tovdbbi hdromszogek csiicspontja és mérépontja (6b. dbra). Igy M, =Mz= M,

" és g(7) =313, £.8) =613, £.(9) =9V3 adédik.

MEGIEGYZES. A cslcspontba rogzitett mérépontos elrendezések n=6 és n=9,
esetében (egy-egybevdgdsdg erejéig) egyértelmiien meghatdrozott elrendezések.
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364 BENEDIKTI 1.

2. 3. Egybevdgd négyzetek néhdny elrendezése

Ez a fejezet az 1. 3. problémdval, illetve az el6bbiekhez analég médon megfogal-
mazhaté legtomorebben tovdbbépitett elrendezések vizsgdlatdval foglalkozik. Most
tehdt a hordozéhalmaz zdrt egységnyi oldalhosszisdgli négyzet.

A sulypontba rogzitett legtomorebb elrendezésben n=2 esetén a két négyzet
egy kozos oldallal rendelkezik, igy 7,(2) =1 (7a. dbra).

Hy
; My=M,
:"1 Ha Hy s Hy # Hy
o) 5
M, M, Prti
7a. dbra 7b. dbra 7c. dbra

Allitdsunkat a 2. 2. fejezetben ismertetett médon igazolhatjuk.

Az oldalfelez6pontba régzitett mérépontos legtomorebb elrendezésben n =2
esetén a két négyzetnek van egy kozos oldala, s ennek felez6pontja a mérépont,
igy 7,(2)=0, és M, =M, (7b. dbra).

A csucspomba rogzitett meropontos legtomorebb elrendezésben n=2 esetén
a négyzetek egy csticsa kozos, €s ez a mérépont. Tehdt y,(2) =0 és M, = M, (7c dbra).

Legtomorebben tovdabbépitett elrendezések n=3 esetén

A stlypontba rogzitett mérépontos elrendezésben M, illeszkedik H, és H,
kozos oldaldnak egyenesére, és a hdarom négyzetnek van egy kozos oldalegyenese
(8a. dbra).

Allitdsunkat a 2. 2. fejezetben ismertetett bizonyitdishoz hasonlé médon igazol-
hatjuk.

Az elrendezésbdl az adédik, hogy g,(3) = 1+ /5.

Az o]dalfelezb’pontba régzitett mérépontos elrendezésben a harmadik mérd-
pont H, és H, egy kozos csucsa, tehdt g,(3)=1 (8b. dbra).

Allitdsunk abbol kovetkezik, hogy a fenti My a H,U H, halmaz M,-hez leg-
kozelebbi hatdrpontja. .

A cstcspontba rogzitett mérépontos elrendezésben a négyzetek egy csucsa
kozos, és ez a mérSpont, tehdt 7,.(3) =g.(3) =0, és M, =M,= M, (8. dbra).

= :
s 5 Hy Ha T M=My=M
o o : o
My M, M=,
H
< 3
M3 M;
o H,
s - Hs
8a. dbra 8bh. dabra 8c. dbra
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Legtomorebben tovdabbépitett elrendezések n=4 esetén

A stlypontba rogzitett mérépontos elrendezésben H; és H, oldala kozds, és
a négyzetek egyik oldala egybeesik (9a. dbra).

Allitdsunk igazoldsdndl feltehetjiik, hogy M, a H,U H,U H, halmaz 1/2 tdvol-
sdgl paraleltartomdnydnak hatdrdn van. Ellenkez6 esetben a mérépontokat Ossze-
kots szakaszok egyikén vdlaszthatunk olyan hatdrpontot, melyre a tdvolsdgosszeg
csokken. A paraleltartomdny hatdrdn térténé mozgatdssal és szdmoldssal kdonnyen
beldthatd, hogy az itt leirt elrendezés valoban legtomorebben tovdbbépitett elren-

% i
dezés. Ebbdl kovetkezik, hogy g,(4) = 2+’5]/5 +%V13.

Az oldalfelez6pontba rogzitett mérépontos elrendezésben az M, mérépont
a H, és H, kozos oldaldnak csticspontja (9b. dbra).

Hy
My
o Hz Hy Hz Hy H,
o [o] D iy
M, M, T M=M, e
N
Hy Hs M o
3 H H
o 3 #
Mq M5 H3 %
9a. dbra 9b. dabra 9c. dbra

Allitdsunk igazoldsakor feltehetjiik, hogy M, mérépont vagy H,U H, halmaz
H, pontjdt nem tartalmazd oldalon van, vagy H, hatdrdn, illetve H, olyan oldal-
egyenesén, mely egyik végpontja H, hatdrpontjdt is tartalmazé oldalon van. Ellen-
kezd esetben két halmaznak van kozés belsé pontja, vagy a 2. 2. pontban ismer-
tetett mddon fel tudunk venni olyan mérdpontot, melyre a tdvolsdgosszeg csokken,
és a fent leirt pontok egyike. Egyszerfien igazolhatd, hogy ezek koziill M, szolgdl-
tatja a legtomorebb elrendezést, melybdl adddik, hogy g,(4) =2.

A cstcspontba rdgzitett mérSpontos elrendezésben a négyzetek egy csucs-
pontja koz8s, s a kozos csucs a mérépont. Tehdt g.(4) =7.(4) =0, és M, =M,=
=My=M,=M. (9c. &bra).

MEGIEGYZES. A stlyponthoz rog21tett meropontos legtémorebben tovdbb-
épitett elrendezés nem a legtomorebb elrendezés, ugyanis az egy ko6z6s csucsponttal
rendelkez6 négyzetek lazasdga kisebb (14a. dbra).

A kovetkez8kben néhdny dltaldnos eredményt mutatunk be.

TETEL. A4 legtomorebben tovdbbépitett elrendezések tomorségét leiré g(n) fugg-
vény monoton novekvd, és alulrél konvex fiiggvény.
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Bizonyitds. A monotonitds trividlis, hiszen 0j halmaz hozzdvételével a mérd-
pontok tdvolsdgdsszege nem csokkenhet (ha g(n—1)=0, akkor g(n)>g (n—1).).
a) A g(n) fliggvény konkdvitdsa a

(n—1)+gr+1)

gt = £

egyenlétlenséggel ekvivalens. Ebbdl

gn)—gn—1) = gn+1)—gn)

adaodik, és forditva. Ez definicid szerint
n—1 n n—1
Z;. f(Mb Mn) = Z;f(Mn Mn+1) = Z; f(Mi: Mn+l)+f(Mn3 Mn+1)'
i= i= i=

n—1 n—1
Ez utGbbi egyenlbtlenség viszont abbdl adodik, hogy > f(M;, M) = > f(M;, M, 1),
i=1 i=1

mivel M, -t Ggy vdlasztottuk, hogy egyetlen mdas — pl. M,,, — mérdpont esetén
sem kapunk kisebb tdvolsdgtsszeget. Ezzel dllitdsunkat bebizonyitottuk.

2. 4. Rdcsos elrendezések

A 2.2. és 2. 3. pontban ismertetett csticspontba rogzitett mérGpontos elren-
dezésekben a hordozéhalmazok hatdra szabdlyos hdaromszbgrdccsd, illetve négyzet-
rdaccsd volt kiegészithetd (2. 2-ben n =6 esetén, 2. 3-ban n =4 esetén).

Definicid. Rdcsos elrendezésnek nevezziik azokat az elrendezéseket, amelyek-
ben a hordozéhalmazok hatdra rdcsot alkot, vagy azzd egészitheté ki. (Hasonldan,
korok esetén a kodzéppontoktdl kéveteljilk, hogy hdromszogrdcs vagy négyzetrdcs
racspontjai legyenek.)

A bemulatott elrendezések t6bbsége nem rdcsos elrendezés, de egy ilyenbdl
két rdcsegyenes dltal hatdrolt sdv, hatdrold egyenes mentén valé eltoldsdval szdr-
maztathato.

Definicid. Sdvnak vagy szalagnak nevezziik a siknak pdrhuzamos (egyenként
legaldbb két rdcspontot tartalmazd) egyenespdr dltal hatdrolt részét.

Definicid. Sdvos elrendezésnek nevezziik azokat az elrendezéseket, melyek
egy vagy tébb pdrhuzamos sdvnak a hatdrolé egyenese mentén valé eltoldsdval
(esetleg helybenhagydsdval) rdcsos elrendezésbe vihetd. Ebben a dolgozatban még
azzal a tovdbbi megszoritdssal is éliink, hogy a sdvot hatdrolo egyenesek egy koor-
dindtatengellyel legyenek pdrhuzamosak. Ebbél kiindulva természetesen vetédnek
fel a kovetkez6 problémak.

4. probléma. A H={H,};c; halmazrendszer mely elrendezése legtomorebben
tovdbbépitett sdvos elrendezés, adott [ indexhalmaz és F(H) fiiggvény esetén?

5. probléma. A H={H,};c; halmazrendszer mely elrendezése legtomdrebben
tovdbbépitett rdcsos, illetve legtdmodrebb rdcsos elrendezés, ha adott az I index-
halmaz és F(H) fiiggvény?
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MEGIEGYZES. Analdg fogalmak vezethet6k be a térben is. Ott rdcsos, réteges és
vonalas elrendezések vizsgdlatarél tudunk. Egyszerlien beldthaték a kovetkezd
egyenlGtlenségek a sikban:

')’(”) = Vsavos(n) = Yrécsos(”)-

Ldtni fogjuk, hogy g(n) fiiggvényre nem mondhatjuk el ugyanezt.

2. 5. Szabdlyos hdaromszogek rdcsos elrendezései

Ebben a fejezetben az 5. problémadval foglalkozunk. A mérdpontokat rogzitjiik
a mdr ismert moédon, s keressiik a legtomorebben tovabbépitett elrendezéseket.
Mir ldttuk a 2. 2-ben, hogy n=2 esetén a legtomorebb elrendezések rédcsos elrende-
zések, illetve van koztiik ilyen is, ezért ezutdn is ezekbdl indulunk ki: A sulypontba
rogzitett mérépontos legtomorebben tovabbépitett rdcsos elrendezésekben, n =3
esetén a hdromszogeknek egy kozos csucspontjuk van (10a. dbra).

Allitdsunkat egyszeriien igazolhatjuk az M,, M, fkuszi ellipszisek segitségével.

Az elrendezésbdl g,(3) = 1+%;/— adédik.

Az oldalfelez6pontba rogzitett mérépontos legtomorebben tovabbépitett rdcsos
elrendezésben n=3 esetén Hy-nak kozos oldala van H,-vel (vagy H,-gyel), és ezen
van M, (10b. dbra), igy g,(3) =1 adddik.

) H, H3 H3 Hq
o o M3 My=M;
M, M3

10a. abra 10b. dbra

M= M2=M3
10c. dabra

A csucspontba rogzitett mérdpontos legtomdrebben tovdbbépitett rdcsos
elrendezés n=6 esetén megegyezik a mdr ismertetett legtomorebb elrendezéssel
(10c. és 11c. dbra).

A sulypontba rogzitett mérépontos legtomorebben tovabbepltett rdcsos elren-
dezésben n=4 esetén a hdromszogek egy két egysegynyl oldalu szabdlyos hdrom-
szoget alkotnak, igy g,(4) = 3+ V3 (11a. dbra).

Az oldalfelezépontba rogzitett mérépontos legtomorebb rdcsos elrendezésben
n=4 esetén a hdromszogek egy két egységnyi szabdlyos hdromszoget alkotnak.
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A mérépontok a kozds oldalakon vannak, igy g,(4)=2,5 (11b. dbra). Allitdsaink
abbol adddnak, hogy

f(Ml’ M4) +f(Mz, M4) :f(Mh Ms) +f(Mz, M3),

valamint M, f(M,, M;) sugari kérnyezetében nincs M,-t6l kiilonb6z6 mérdpont,
illetve a stlypontba rogzitett mérépontos rdcsos elrendezésben csak M,-nél nagyobb
tdvolsdgosszeget adé mérépont taldlhato.

Hy H3z
o o
M1 M3
1la. dbra
Hq H3
My=My=Mz=M, Hy
1llc. dbra

Tovdbbi vizsgdlataink sordn felhaszndljuk a kovetkezd lemmat:

LemMA. A sikban n—1 szdamu zdrt halmaz egy legtomorebben tovabbépitett
elrendezését tartalmazo legsziikebb téglalapnak, és az elrendezést n szdmi hordozo-
halmazt tartalmazé legtomorebben tovdbbépitett elrendezéssé kiegészité H, halmaz-
nak van kozds pontja.

Allitdsunk egy specidlis esetét bizonyitjuk, de a bizonyitds valtoztatds nélkiil
alkalmazhat6 a lemma teljes bizonyitésaira is.

A legtomorebben tovdbbépitett rdcsos elrendezés H, hordozdhalmaznak és
a legsziikebb, rdcsegyenesekkel hatdrolt teglalapnak mely az n—1 darab hordozé-
halmaz esetén legtomorebben tovdbbépitett rdcsos elrendezést tartalmazza, van kdzos
pontja. : :

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a H, hordozéhalmazt valamely rdcsegyenes
elvdlasztja az Osszes H{i<n) halmaztél (12. dbrdn pl. AD egyenes, H; halmaz).
Ekkor tekintsiik az MT; M ; derékszog(i hdromszoget, ahol M egy tetszbleges M; (i <n)
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mérépont. H; egy M;T; szakasz mentén torténd eltoldssal H’;-be vihetd, melynek
egy oldala AD rdcsegyenesen van. Mivel M; elvédlasztja M-t és az M ;M egyenesre
M-bdl bocsdtott merdleges T talppontjdt, igy f(M, M;) f(M, M;) adédik. Ha
H; halmaznak és ABCD téglalapnak még nincs koz6s pontja, akkor azt egy ujabb
eltoldssal — a tdvolsdg tovdbbi csokkentése mellett — elérhetjiik.

H; H? . H;
Ml TN
MR
Hj
A oM D
O
Ml
8| c
12. dbra

MEGIEGYZES. Hasonld dllitdst megfogalmazhatunk szabédlyos hdromszdgek
rdcsos elrendezésére is.

Természetesen vetddik fel a kovetkezd kérdés:
6. probléma. A legtomorebb elrendezés konvex burkdn beliill hdny tjabb
hordozéhalmazt helyezhetiink el, az elrendezés megvdltoztatdsa nélkiil?

2.6. Négyzetek rdcsos elrendezései

Ez a fejezet egységnyi oldalii négyzetek legtomorebben tovdbbépitett rdcsos
elrendezéseivel foglalkozik. A bemutatdsra keriild elrendezések a 2.4. fejezet
allitdsa alapjdn egyszer(i szdmitdsokkal igazolhatdk. 2. 3-ban n =2 esetén bemutatot
legtomorebb elrendezések rdcsos elrendezések. Ezek tovdbbépitésével kapjukt
a kovetkezd elrendezéseket.

Egységnégyzetek legtomorebben tovdbbépitett elrendezései n=3 esetén:

A sulypontba rogzitett mérépontos rdcsos elrendezésben a hdrom négyzet

kozos csucsponttal rendelkezik (13a. dbra), igy g,(3) = 2+V2.

Hy Hy Hy Hy H, H,
3, /?1, 'M3
H; M:z M, Hz  [M=My=Mz=Ms
My e
13a. dbra 13b. dbra 13c. dbra

12 MTA III. Osztdly Koézleményei 19 (1969)



370 3 BENEDIKTI I.

Az oldalfelez6pontba rogzitett mérépontos elrendezésben a hdrom négyzet-
nek egy k6z0s csticsa van. A harmadik mérépont H, és H, (vagy H,) k6zos oldaldn
van, igy g,(3) =V2 (13b. dbra).

A csucspontba rogzitett mérépontos rdacsos elrendezésben a hdarom négyzetnek
egy koz0s csticsa van, amely a mérépont. Tehdt g.(3) =0 (13c. dbra).

A legtomorebben tovdbbépitett elrendezések n=4 esetén: A sulypontba rog-
zitett mérépontos rdcsos elrendezésben a négyzeteknek egy kozos csicspontja van,

igy g.4) = 4+2)2 (14a. dbra).

Hy H, Hs Hy
o o M3<
M, M2
Hy Hy : e My=M,
o o q
4
Ms Ma e Hy Hy
14a. dbra 14b. dbra
e
Hy H, Hy J Hq Hs
My DMy
H O
H3 H4 M1= Mz
Hz
14c. dbra 14d. dbra

Az oldalfelez6pontba rogzitett mérépontos rdcsos elrendezés nem egyértelmii,
két elrendezés adodik:

1. A négyzeteknek egy kozoOs cstcspontja van, és a mérépontok H,; és H,
négyzet k6zos vonalain helyezkednek el (14b. dbra).

2. H,négyzet a H;M; méroponttal szemkozti oldaldra illeszkedik, és M, a k6zos
oldal felez8pontja (14d. dbra). Mindkét elrendezésben g,(4) = 1+2y2.

A cstcspontba rogzitett mérépontos rdcsos elrendezésben a négyzeteknek
egy ko6z6s csucspontjuk van, és ez a mérépont igy g.(4) =0 (14c. dbra). Azonos
a 2. 3. pontban n=4 esetén megismert elrendezéssel.

A legtomorebben tovdbbépitett elrendezések n=>5 esetén: A sulypontba rog-
zitett rdcsos elrendezésben négy négyzet egy kozods csucsponttal rendelkezik, az
otodiknek ezek egyikével van kozos oldala; gy(5) = 7+3V2 +V5 (15a. dbra).
Az oldalfelezGpontba rogzitett mérépont esetén két racsos elrendezés adddik:

1. Négy négyzetnek egy kozos csticspontja, az 6tédiknek ezek egyikével kozos
oldala van, melynek felezGpontja a mérépont. Ekkor g,(5) = 2+4)/2 (15b. dbra).

2. A H, négyzetnek mind a négy mdsik négyzettel van kozos oldala, melyek

felez6pontja a mérépont. Most g,(5) = 3 +3)/2 (15d. dbra).
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Hy H, Hg Hj Hq Hs
o o o p.S b
M, M, Mg | My=My s
Hy Hy Hy g
o o M,'c
M3 Ml‘ HZ
15a. dbra 15b. dabra
t Hs
Ms
H, H, Hg Hy Hs
Mgy Hr M3
M Ms -
Hy Hy : : My=M,
Hz
15¢. dabra 15d. dbra
Hy Ha Hs Hs H, Hs
o o o M. DM,
My M, Ms Sl My=my | ®
H3 H4 HG Hll P H‘
o o o M, b M
M3 My Mg * H, »
:‘.'I-
16a. dbra 16b. dbra
Hs £
Ms
H, H?. H5 H, H3
M44 4 H1 ’M3
M Ms =
H3 H4 MS M1= MZ Hs
P Mg
Hs HZ
16¢. dbra 16d. dbra
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A csucspontba rogzitett mérépontos elrendezésben négy négyzetnek egy kozos
cstcsa, az 6todiknek ezek egyikével kozos oldala van. M; mérépont a H; azon csicsa,
mely mdsik két négyzetnek is csucsa. Igy g.(5) =4 (15c. dbra).

A legtomorebben tovdbbépitett elrendezések n =6 esetén:

A stlypontba rogzitett mérépontos rdcsos elrendezésben a négyzetek egy 3 és
2 egységnyi oldalu téglalapot alkotnak, igy g,(6) = 11+4)2 +2Y5 (16a. dbra).

Az oldalfelez6pontba rogzitett mérépontok esetén két elrendezés adddik:

1. A négyzetek egy téglalapot alkotnak, melynek oldalai 3 és 2 egységnyi
hossztiak. A mérépontok H, és H, oldalain helyezkednek el, igy g,(6) = 4 +6)/2
(16b. dbra).

2. A H, négyzet M,-vel szomszédos oldala a Hgnak is oldala, s az M méré-
pont a kdzos oldalon helyezkedik el. Most g,(6) = 4+5/2+1 V10 (16d. dbra).

A cstcspontba rogzitett mérépontos rdcsos elrendezésben a négyzetek egy
téglalapot alkotnak, melynek oldalai 3 és 2 egységnyiek. M;= M, és igy g.(6) =8
(16¢. dbra).

A legtomorebben tovabbépitett elrendezések n=7 esetén:

A sulypontba rogzitett mérépontos rdcsos elrendezésben hat négyzet egy tégla-
lapot alkot, melynek hdrom egységnyi hosszlisdgl oldaldhoz szimmetrikusan illesz-
kedik a H, négyzet. g,(7) = 14+ 6)2+4)5 (17a. dbra).

Az oldalfelez6pontba rogzitett mérépontos rdcsos elrendezésben hat négyzet
egy téglalapot alkot, melynek 3 egységnyi hosszusdgii oldaldra szimmetrikusan
illeszkedik H,. A mérépontok H; és H, négyzet oldalfelez6 pontjai (az egyiken

csak 3), igy g,(7) = 6+7V2 +V10 (17b. 4bra).

Hy Hy Hy

o

M" T’] 5M7
H, Hp Hs Hs i Hs Hy Hy Hs
a o 2 7
M, M, Ms * o M Ms
H3 Hy He He |My=M,| He Hy | Hy [Me
o o o ¢ b M
My My Mg L3 W P He

17a. dbra 17b. dbra 17c¢. dbra

A cstcspontba illesztett mérépontos rdacsos elrendezésben hat négyzet egy tégla-
lapot alkot, melynek 3 egységnyi hosszusdgl oldaldn az M-hez kozelebbi cstics-
pont M, mérépont, és g(7) = 12+2)2 (17c. dbra).

A legtomorebben tovabbépitett elrendezések n =28 esetén:

A stlypontba régzitett mérépontos racsos elrendezésben hat négyzet egy tégla-
lapot alkot, melynek 3 egységnyi hosszusdgl oldaldra két négyzet illeszkedik, igy

g.(8) = 18 +10Y2+6)/5 (18a. dbra).
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Hqy Hg Hyp Hg Hy
o o ;
e 1% My Mg | M,
Hy Hz Hs Hs Hs Hy H, Hsg
o o ) M H, My
My M2 Ms M Ms
Hz Hy Hg Hg | Mi=Mz | Hy H3 ) Hy Ms
o o o q M,
M3 My MS Me He P * HE
Mg
Hg
18a. dbra 18b. dabra 18c. abra

Az oldalfelezépontba rogzitett mérépontos rdacsos elrendezésben a négyzetek
H, és H, oldalaihoz illeszkednek. A meropontok H, és H, oldalfelez6pontjai, és

g(8) = 10+9y2+2y/10 (18b. dbra).
A csucspontba rogzitett mérépontos rdcsos elrendezésben Hg egyik csucsa

M, mérdpont, igy M,=M; és g.(8) = 16+4Y2 (18c. dbra).

3. Tovabbi problémak

Ebben a fejezetben vizsgdlatainkkal kapcsolatos rokon problémdkat ismer-
tetiink.

7. probléma. Milyen F(H) fliggvény esetén fog a rogzitett mérépontos leg-
tomorebben tovabbépitett (illetve legtomorebb) elrendezés és a lebegd mérépontos
legtomorebben tovdbbépitett (illetve legtomorebb) elrendezés megegyezni?

8. probléma. Megadhaté-e olyan F;(H) és F,(H) fiiggvény, hogy a legtémo-
rebben tovdbbépitett (illetve legtomorebb) elrendezés megegyezzen?

9. probléma. Melyek azok az F(H) fiiggvények, melyek esetén a legtomorebben
tovdbbépitett elrendezés és a legtomorebb elrendezés azonos?

10. probléma. Allithatjuk-e, hogy legtomorebb elrendezések hordozohalmazai
egyesitett halmazdnak konvex burka korhoz konvergdl, ha n —oo?

11. probléma. Megadhaté-e olyan F,(H) és F,(H) fiiggvény, melyekkel a két
legtomorebb tovdbbépitett (illetve legtomorebb) elrendezés mérSpontjainak halmaza
megegyezik ?

12. probléma. Ha egy legtomorebben tovabbépitett elrendezés nem egyértelmf,
akkor a kiilonb6zé elrendezésekbsl kiindulva sziikségszerli-e bizonyos szdami
lépés utdn ugyanahhoz az elrendezéshez jutni (mint pl. a 2. 6. fejezetben)?

13. probléma. Allithatjuk-e, hogy legtomorebb elrendezés hordozéhalmazai
egyesitett halmaza konvex burkdnak minimdlis az atmérdje? Azaz n szdmu halmaz-
nak van-e olyan legtomorebb elrendezése, mely konvex burkdnak dtmérdje nem
nagyobb egyetlen mds elrendezés konvex burka datmérdjénél?

14. probléma. Mely feltétel mellet igaz az, hogy egy legtomorebb n elemi
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elrendezést magdba foglalo legszlikebb kor (gomb) sugara csak akkor novekszik
n-r8l n+ 1-re térve, ha a kdrben (gombben) nincs mar helye tébb halmaznak?

15. probléma. Mit lehet mondani az €l6z8 problémdk megolddsdrdl, ha egy-egy
hordozéhalmazban tobb rogzitett vagy lebegd mérdpont is szerepel?

16. probléma. Mit lehet mondani az el6z6 feladatok megolddsdrdl, ha iteraljuk
a feladat feltételeit: hordozéhalmazon egy ujabb hordozohalmaz és azon a mérdpont
stb. ...?

17. probléma. Halmazrendszerek lazasdgdt definidlva gy is el lehet jdrni,
hogy nem a g(P) minimadlis, hanem maximadlis értékét vessziik szdmitdsba. Mit lehet
ekkor mondani az egyes itt felmeriild problémdk megolddsdrdl?

18. probléma. Miaz ésszefﬁggés a kiillonb6z6 médon definidlt lazasdgi mérdszdmu
extremalis elrendezések és ezek lazasdgai és tomorségei kozott?

Fenti problemak ismertetésénél nem volt célunk egymadstol fiiggetlen problemak
felsoroldsa, Ggy szerepeltettiik Gket, ahogy felmeriiltek.

A dolgozat problémakdrére POGANY CsABA hivta fel a szerz6 figyelmét. Ugyan-
csak 6 hivta fel a figyelmet a lebegé mérSpont, a sdvos €s racsos, valamint a réteges
és vonalas elrendezés vizsgdlatdra és a 14—18. problémdkra, valamint a 10. problé-
mdval kapcsolatban a legtomorebb elrendezés korhoz (gombhoz) valé konvergen-
cidjanak vizsgdlatdra.

Az 1.1.2. a probléma azonos FeJEs TOTH LAszLO [2] egy mdsképp megfogalma-
zott problémdjdval, amellyel kapcsolatban HorVATH JENG [3] ért el eredményeket.

Térbeli rokon problémdkat oldottak meg BarLAzs ErzséBer [1] és Larsos
JozskeF [4], lebegd mérépontos problémédkat old meg TOLGYEST LAszLO [5]-ben.

Dolgozatunk kovetkezé részében extremalis tomorségii elrendezésekkel kap-
csolatos olyan eredményekkel foglalkozunk, amelyekben majd az itt ismertetett
konstrukcidknak lényeges szerep jut.
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PROBLEMS CONCERNING EXTREMAL MASSIVENESS OF POINT
SET SYSTEMS

by
ISTVAN BENEDIKTI

This paper is concerned with the research of the packing of several plane domains under restric-
tions for example let the value of the function (%) be minimal, where f(P;, P;) is the Euklidean dis-
between points P; and P; (P;¢H,, P;cH;,, H.nH; =2 i,j=1,2,..,n, i#])).
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