ELLENTMONDO FELTETELRENDSZEREK
KEZELESEROL, 1.*

irta: POGANY CSABA

Varga Otto akadémikus emiékére

1. Bevezetés

A gyakorlatban sokszor meriil fel olyan probléma, amelynél bizonyos feltétel-
rendszer pontos kielégitése nem lehetséges, ennek ellentmondé (vagy a mérési pon-
tatlansdg miatt ellentmonddva valt vagy ,,tilhatdrozott”) volta miatt, mégis meg kell
hatdrozni olyan ,,megolddst”, ami (valamilyen értelemben) ,,legkevésbé mond ellene”
a feltételrendszernek. (Ilyen jellegli problémadk meriilnek fel pl. a kiegyenlité szami-
tasok feladatkorében is.)

E témakorben — magdtol értetddéen — fontos szerepe van a ,legkevésbé
ellentmondod megoldds” definicidjanak. Egy ilyen definicié megaddsa utdn a probléma
egy szélséérték-meghatdrozdsi feladattd vdlik.

Megolddsra vdr azonban az a kérdés, hogy egyes legkevésbé ellentmonddsdgi
kritériumok alkalmazdsa konkrét esetekben mennyire jogosult. Kozismert, hogy
ilyen kritériumok nemegyszer csupdn annak k&szonhetik létiiket, hogy kdnnyen
kezelhet$ széls6érték-feladatra vezetnek, nem pedig annak, hogy a kritérium, mely-
nek szempontjabdl a megoldds legkevésbé lesz ellentmondd, valdban a gyakorlati-
lag is legjobbhoz vezet.

Ezek b6l lesziirhetd az a kovetkeztetés, hogy jogosult a vizsgdlatoknak egy olyan
irdnya is, amely olyan eljardsok megolddsdt t{izi ki célul, amelyek a nem ellentmondo
esetekben az egzakt megolddsokhoz vezetnek, az ellentmonddé esetekben pedig
az dltaluk szolgdltatott ,,megolddsok” olyanok, hogy mennél inkdbb ,koézeledik™
egy ellentmondd rendszer egy ellentmonddstalanhoz, anndl inkdbb ,kozeledik™
a ,,megoldds” is az ellentmonddstalan rendszer megolddsahoz. (Ezeknél a mod-
szereknél tehdt azt, hogy mi az a szempont, amelybdl nézve az eljarasok legkevésbé
ellentmondé megolddsokat adnak, utdlag kell meghatdrozni, ha erre sziikség vagy
lehet6ség van. Ezektdl fiiggetleniil azonban a gyakorlat teljesen tapasztalati uton is
kimondhat olyan itéletet, hogy adott megoldds adott célra jobb, mint egy masik.)

E kérdéskorben a kovetkezé tipusu problémak meriilnek fel.

a) Adott a legkevésbé ellentmonddsdg egy kritériuma. Mely eljardsokkal
hatdrozhatok meg a legkevésbé ellentmondé megolddsok?

b) Adott egy eljdrds, amely ,,folytonos” olyan értelemben, hogy ha egy rend-
szer nem ellentmondd, akkor egzakt megolddst, egymdshoz ,kozeli” rendszerek
esetében pedig egymadshoz kézeli megolddst ad ugy, hogy ha egy rendszer kozelebb
van egy madsikhoz egy harmadikndl, akkor ennek megolddsa is kozelebb van a ma-
sikéhoz, mint a harmadiknak a megolddsa. Hogyan lehet megadni egy ilyen eljdrashoz
legkevésbé ellentmonddsossdgi kritériumot gy, hogy a széban forgéd eljards minden
rendszer esetében a legkevésbé ellentmondo megoldadst adja meg?

* Ez a dolgozat a szerzonek ,,4A szamitdstechnika alkalmazdsai uj tudomdnyteriileteken cimii
kollokviumon 1969. jinius 5-én tartott eldadasanak részletesebb viltozata.
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c) A megoldasi eljardsok segitségével, egybevetve az ellentmonddstalan és .az
ellentmondd esetekben fellépsd jelenségeket, vagy akdr eljardsoktdl fliggetleniil is,
hogyan lehet rendszerek cllentmonddsossdgat mérni? .

Ennek a dolgozatnak témdja féleg a b) alatt leirt tulajdonsdgu eljdrdsokkal
kapcsolatos, de szerepelni fognak az a) és c¢) tipusba tartozé kérdések is, kiilonos
tekintettel a linedris egyenletrendszerek esetére. Miel6tt azonban erre sor keriilhet,
néhdny elnevezés értelmét kell tisztdzni.

2. Néhany terminologiai probléma

A kovetkezOkben n valds valtozds fiiggvényekrdl lesz sz6. Ezek értelmezési
tartomdnya az n dimenzids euklideszi tér, E" egy részhalmazaként foghaté fel.
Legyen adva egy feltételrendszer pl. az aldbbi formdban

M) [ =f(x1, - %) =0,
S =f*15 -0 X,) =0,

f;n(x) =fm(x1 > eees xn) =0.

Ha van olyan x* = (xf, -+, x}), hogy
S =0,
f2(x*) =0,
fu(x¥) =0,

akkor az (1) rendszer per definitionem kielégithets, és x* (1)-nek egy megolddsa.
Kézenfekvé volna az

inf (FEC)+20)+ - £30)

szdimmal jellemezni (1) kielégithetetlenségét, megoldhatatlansdgét, ellentmonddsos-
sdgdt. Igen dm, de (1)-gyel ekvivalens az aldbbi

e fi(x) =0,
Cofo(x) =0,

@ il
Cnfu(X) =0

rendszer, ahol ¢; 0, i=1, ..., m, és ennél az
inf (£ (x)+ )+ +chfax)
XEEn

egészen mds lehet, mint az el6bb. Ebb4l is ldthatd, hogy az ekvivalencidrol mindig
csak bizonyos szempont szerint lehet beszélni (célszer(i erre az esetre a gydkhely-
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halmaz ekvivalencia elnevezést haszndlni). Altaldnossdgban bevezethetd a kovet-
kez6.

Definicid. Legyen adra egy E eljdrds (egyenletrendszerekre). Két objektum
(egyenletrendszer) E ekvivalens, ha az E eljdrds mindkettonél ugyanarra az eredményre
vezet.

(Erdekes példa az F eljards fontos szerepére a definicioban az, hogy a legtobb
numerikus eljdrds szempontjdbol | f(x)| + 1g(x)| =0 és 10| f(x)| + |g(x)| =0 nem
ekvivalens egyenlet.)

Az el3bbi nehézségek nem lépnek fel akkor, ha (1) helyett annak geometriai
interpretdcidja szerepel. Az fi(x) =0 segitségével definidlhaté az

F(f) = {x|fi(x) =0, x€ E"}

ponthalmaz. Ekkor nyilvdn

F(f)=F(c.f).

Az (1) megolddsdnak feladata a ﬂ F(f) halmaz meghatdrozdsivd valik.

(1) ellentmonddsossdga ﬂ F(f) iires voltdval egyenérték(i. Az ellentmondd esetek-

ben azonban itt mds nehezseg 1ép fel. Ha van egy eljdrds, amely az F(f)) (i=1,2,...,m)
geometriai rendszerhez hozzdrendel valamit, biztos, hogy ugyanazt rendeh az
F(c;f) (¢;#0,i=1,2,...,m) rendszerhez, de nem biztos, hogy ugyanezt rendeli
az F(f9(i=1,2, ..., m) rendszerhez, amely gydkhelyhalmaz szempontjdbol az e16z6vel
ekvivalens, ugyanis az {F(f})} és az {F(f?)} ponthalmazrendszer nem sziikségképpen
azonos. Egyszerli példa erre a kovetkezd: legyen

Si(x)=0,
Sox) =0,
Sfix)=0

hdrom felillet egyenlete E"-ben. Ezt megoldandé egyenletrendszernek fogva fel
ekvivalens az
H(x) =0,

i) +f3(x) =0

rendszerrel, amelyet geometriailag interpretdlva biztos, hogy nem ,,hdrom” feliilet
lesz (sokszor pl. egy feliilet és egy térgorbe).

A kovetkezdkben az a tény, hogy egy-egy ponthalmaznak mi ,,az egyenlete”
k6z6mbos lesz (a ponthalmazok megaddsdt szolgdls eljardsok, azaz pl. ezek egyenletei
tobbfélék lehetnek, ezért hiba is egy ponthalmaznak ,,az egyenletérl” beszélni
»egy egyenlete” helyett); a ponthalmazoktdl mint geometriai objektumoktdl és csak
ezektSl fiiggd eljdrdsok keresése lesz a cél. Hogy ez a mddszer egyes rendszerek
esetében mennyire jogos, arra matematikailag felelni lehetetlen. Figyelembe kell
venni azt, hogy a ,,valésdg leirdsdra> feldllitott modellek milyen dtalakitdsi eljdrd-
sokkal szemben tartjdk meg ,,valdsdghliségiiket”. ElképzelhetS olyan eset, hogy egy
modell ,,hiven irja le a valésdgot” Uigy mint hipersikrendszer, illetve e rendszer elemei-

13 MTA III. Osztdly Koézleményei 19 (1969)



386 POGANY CS.: ELLENTMONDO FELTETELRENDSZEREK KEZELESEROL, I.

nek kozos része, de mint linedris egyenletrendszer, illetve ennek megolddsa mdr
olyan lesz, hogy az ellentmondd esetben ,,valdsdghiisége™ fiiggeni fog a hipersikok
egyenlete felirdsmddjatdl (ami tulajdonképpen egy eljdrdsi utasitds).

Ezeken tlmenden csupdn az elnevezésbeli ellentmondds elkeriilése végett
célszerii az aldbbi fogalmat definidlni.

Definicid. Legyen adva egy K(x) kijelentés, amely E" elemeire értelmes;
a H={x|K(x)=1t} halmaznak ekkor K egy indikdtora.

Az indikdtor fogalmdval el lehet keriilni az olyan ellentmonddsokat, mint pl.
,,a felsd félsik egyenlete a kovetkezd egyenlitlenség y =0". (Megjegyezhetd azonban,
hogy a fels6 félsiknak is vannak ,,egyenletei” pl. sg(y)—1 = 0 vagy |y|—y =0,
vagy Vy*—y = 0 stb., ahol az utébbi kettd zart félsikot definial.)

A cél tehdt a kovetkezGkben bizonyos ponthalmazok koézbs részének nem
létezése esetén, a ponthalmazok indikdcidjdtol, indikdldsdnak mdédjdtol amennyire
Iehet fiiggetlen, a bevezetés b) pontjdban felsorolt tulajdonsdgu eljdrdsok megaddsa
lesz.

(Beérkezett: 1969. VI. 26.)
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