FEJES TOTH LASZLO EGY SEJTESEROL

frta: RUDA MIHALY

In memoriam Varga Otté (1909—1969)

Bevezetés

Egy adott konvex n-szog minden oldaldt kettéosztjuk k/(1 —k) ardnyban
(0<k<1), a kovetkez6 modon: Legyenek a sokszog cstcsai rendre A4,, A, A, ...,
., A,=A,, az osztépontok pedig B,, B,, B,, ..., B,=B,. Ekkor AOBO:BOAI-—:
=AB,:BiA,=...=A, B, 1:B,_14,=k:(1 —k). Az osztépontok mint cstlcs-
pontok dltal meghatarozott B, - B,- ... B, sokszogre ugyanilyen k/(1 —k) felosztdsi
ardny mellett és ugyanolyan koruljarassal ismételjiik az eljdrdst. Igy eljutunk egy
harmadik C,C, ... C, sokszoghdoz ugy, hogy B,C,:C\B, = B,C,:Cy,B;=.
i =B,,C,,:C,,B1=k:(l —k). Feies TOTH LAszLO sejtése az, hogy az iterdcid éltal
nyert sokszogek egy-egy affinitdssal mindig olyan sokszogekbe viheték, amelyek
egy szabdlyos sokszoghoz tartanak.

A sejtés bizonyitdsa a k = 1/2 értékre, 6t- és hatszogre ismeretes [1, 2]. Négyszogre
a k=1/2 érték mellett a sejtés helyessége trividlis, hiszen mdr az elsé Iépésben
paralelogrammédhoz jutunk.

Négyszog esetén sem adhato ilyen egyszeriien védlasz, ha k #1/2. A kovetkezdk-
ben ezt a problémadt vizsgdljuk.

A sejtés bizonyitasa négyszogre

Adott egy tetszéleges ABCD négyszdg. Ennek oldalait felosztjuk k/(1 —k)
ardnyban agy, hogy ha az osztépontok A \B,C,D,, akkor AA,:A,B=BB,:B,C =
=CC,:C,D=DD,:D,A=(1—k)/k. Legyen 1/2<k<1 (1. dbra).

Az eljdrdst folytatva az i-edik lépésben
egy A;B;,C;D, négyszoghoz jutunk. Bebizonyit-
juk, hogy mikozben i végtelenhez tart, a négy-
szogek sorozata durvédn kifejezve, paralelogram-
mdhoz konvergal.

Az eljdrds folyamdn a négyszdgek tulajdon-
képpen egy ponttd zsugorodnak, s igy minden
négyszogre egy-egy megfeleld mértékli nagyitdst
kell alkalmaznunk. Fontos figyelembe venni azt
a tényt is, hogy a négyszogsorozat, melyet az
iterdcié sordn kapunk, dltaldban nem egyet-
len paralelogrammdhoz tart. Legegyszeriibb
példa erre a téglalap k=1/2 érték mel-
lett. Ekkor az eljdrds ko&zben vdltakozva 1. dbra
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rombusz, illetve téglalap lesz a négyszog, €s igy hatdrhelyzetként is ezt a két kiilon-
boz4 tipust paralelogrammadt kapjuk (2. dbra).

A kovetkezOkben tehdt, ha azt mondjuk, hogy az eljdrds dltal adott négyszog-
sorozat paralelogrammadhoz tart, akkor nem egyetlen paralelogrammadra gondolunk,
hanem csupdn arra, hogy az egyes négyszogek tipusdt tekintve konvergdl a sorozat

\\\\
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1 Az

2. dbra

a paralelogramma tipushoz. Mindenestre problémadt
jelent az, hogy milyen tulajdonsdg alapjan dontjik
el az iterdcio dltal kapott négyszogsorozatrdl, hogy
paralelogrammdhoz konvergdl-e vagy sem.

A kérdés megvdlaszoldsdra tobb lehetéség is ado-
dik, a paralelogramma kiilonb6z6 lehetséges defini-
cidit alapul véve.

Egy lehetséges definicié példdul a kovetkezs: egy
négyszogsorozat paralelogrammdhoz tart, ha a szem-
koztes oldalegyenesek szoge nulldhoz tart.

E definicié alkalmazdsdndl az a kényelmetlenség meriil fel, hogy az eljards
koézben a tekintett két szog koziil nem feltétleniil tart mindketté monoton nulldhoz.
Legyenek példdul az A4,B;C;D; négyszog cstcsairendre a (0, 0), (0, 1), (1, 1), (2,0)
koordindtdja pontok a sikban, és legyen k =2/3 (3. dbra).

Ekkor a kovetkezd lépésben adodd A;,,B;,C;+1D;+, négyszogben mdr nincsen
pdrhuzamos oldalpdr, mig az el6z6 négyszog egy trapéz volt.

Hasonloképpen nem mondhatd el az sem, hogy az eljdrds kozben a négyszog
mindkét 4dtlojanak felezGpontja monoton kozeledik az dtlok metszéspontjdhoz.
(Ez is paralelogrammdhoz valé kozeledést jelentene.) Tekintsiik példdul azt az
A;B;C;D; deltoidot, amelynek cstcsai rendre a sik (0, 3),(—3,0), (0, —6), (3, 0)
koordindtdju pontjai. Ha példdul k =2/3, akkor a kovetkez6 Iépésben adddo négy-
szog dtldinak madr egyike sem felezi a mdsikat (4. dbra).

3. dbra

4. dbra

A kovetkezGkben — a fenti lehetGségeket félretéve — azt haszndljuk fel, hogy
a paralelogramma dtldinak felezGpontjai egybeesnek (vagyis tdvolsdguk nulla).

Legyen az eljdrds kozben elGdllitott i-edik négyszogben az dtlok felezGpontjai-
nak tdvolsdga d,. Jeloljiik ugyanezen négyszog nagyobbik dtldjanak hosszdt /-vel.
Ekkor a kovetkezd tétel mondhatd ki.
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TETEL. A négyszogek sorozata (esetleg elfajulé) paralelogrammdhoz tart, azaz
S 5 :
lim —I‘—=0. Ismételten felhivjuk a figyelmet arra, hogy nem egyetlen konkrét
paral:elogrammair(')l, hanem a négyszogsorozat tagjainak tipusdrol van szé.

Bizonyitas. Jelolje az i-edik lépésben eldallitott
négyszog csucsaihoz vezetS vektorokat rendre a, b, ¢ és
d. Ekkor az i+ 1-edik négyszog csticsait rendre az

e = ka+(1—k)b,
f =kb+(1—-k)e,
g = ke+(1 -k,
h = kd+(1—k)a

vektorok adjdk, ahol 1/2<k <1 (5. dbra).
Azonnal ldthato, hogy

d; = 1/2la+c—b—d|

és ugyanigy
dipy = 1/2le+g—f—h|=

= 1/2/ka +(1 —k)b+ ke +(1 —k)d —kb— (1 —k)e —kd — (1 —k)a| =

=1/2@2k—1)la+c—b—d|,
tehat

¢)) diy1 = 2k —1)d,.

Legyen az i-edik négyszogben a legnagyobb dtlé az a—c vektor (6. dbra),
azaz I; = |la—c|.

Jeloljiik a b—d vektornak az a—c egyenesébe es6 komponensét b—d-vel.
(Nyilvdn |b—d|=|a—c|, ha a—c nem a kisebbik 4tl3.)

Két esetet kiilonboztetiink meg:

—  2k—1 :
(a) |b—d|zT [a—c| és az a—c illetve b—d vektor ellenkez8 irdnyu.

6. dbra
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Jeloljiik ekkor az f—h vektornak (mely az (i+1)-edik négyszog egy dtldja)
az a-—c irdnyba vett vetiiletét f—h-val (6. dbra).

f—h=kb+(l—k)e—kd—(1—k)a = k(b—d)+ (1 —k) (c—a).

Ekkor
f—h=~Fkd—d)+(1—k) (c—a).

Kihaszndlva az (a) feltételt:

1ml§k2 la—c|+(1—k)la—c| = 2k—1+(1—k))|a—c|

Legyen 0 <& < 1 — k rogzitett érték! fgy igaz, hogy
f—h|>Q2k—1+0d)a—c|

w2k —1
(®) [b-d=

Allitsuk elé az e —g vektort! -
e—g = k(a—c)+ (1 —k)b—d).

|]a—c| vagy ez a két vektor egyezd irdnyu.

Jeloljiik az e —g vektor a—c irdnyt komponensét e —g-vel! (6. dbra)

e—g=k(@a—c)+(1—k)(b—d)

A (b) feltétel szerint: [e— gl =kla—e¢| —(1 —k)zk—k"—1 la—¢| = %(1 —k)?+(2k— 1)]-
‘la—e|>(2k—1+(1—k)*)a—c| (mivel k<1).

Tehat e —g|=(2k —1+d%)|a—c|.

Bebizonyitottuk tehdt, hogy mind az (a), mind a (b) feltétel mellett

I, 1

i 2k—140°°

@
hiszen /., = max {{f—h|, e—g|}, és >4 mert 0<d<1.
Az (1) egyenl8ségbdl és a (2) egyenlStlenségbdl azonnal adddik, hogy

k=) diy
k=146 " Ly’

Ebbdl
3 dl_[ 2k —1 ] d;

L\ 2k—118t) T 0

i

i

Ezzel tételiinket be is bizonyitottuk, hiszen a - pozitiv tagokbdl dll6 szdm-

l
d 21
I, \2k—1+62
hez), mert 1/2<k <1, és 6 >0 rogzitett érték.

i

13
sorozatot majordlé ) sorozat is nulldhoz tart (ha az i tart a végtelen-
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1. KOVETKEZMENY. A (3) egyenlStlenségbdl azonnal ldthatd, hogy a —7—' sorozat
nulldhoz valé konvergdldséhoz nem sziikséges, hogy az eljards kozben k értéke
vdltozatlan legyen, elegendd az is, hogy ha az i-edik 1épéseknél hasznalt k; felosztdsi
ardnyok (egy rogzitett koriiljdrdsi irdny mellett) az 1/2<k;<1—9 feltételt kielé-
gitik, ahol 6 >0 rogzitett érték, i=1, 2, ....

2. KOVETKEZMENY. Mivel a bizonyitds kozben nem haszndltuk ki, hogy az
a,b,c d, illetve e,f, g, h vektorok sikbeliek, ezért tételiink térbeli négyszogekre
is igaz.

Itt mutatkozik meg az dltalunk haszndlt jellemzo érték d; elénye is, hiszen

példdul az, hogy egy négyszog szemkoztes oldalainak hossza egyenld, tobbdimenzids
térben azt sem biztositja, hogy a négyszog sikbeli.

A kovetkezOkben néhdny megjegyzés, illetve még megoldatlan probléma sze-
repel a fenti iterdcios eljardssal kapcsolatban.

Megjegyzések és problémak

Els6ként (bizonyitds nélkiil) azt jegyezziik meg, hogy a% hdnyados nulldhoz

i
tartdsa valdban a négyszogsorozat paralelogrammédhoz kozeledését jelenti, hiszen

ha% elég kicsiny, akkor a szemkdoztes oldalegyenesek irdnya is tetszélegesen kozel

keriilhet egymdshoz, illetve a szemkozti oldalak hosszanak kiilonbsége is tetszdle-
gesen Kicsi lehet (természetesen az oldalhosszakat a négyszog dtmérdjével osztjuk).

Erdekes problémdk meriilnek fel, ha azt vizsgdljuk, hogy hogyan viselkedik
a négyszdgsorozat az iterdcié alatt. Feltehetd példdul a kovetkezé néhdny kérdés:

1. Altaldban milyen négyszogeket kapunk az eljdrds sordn egy adott négyszog-
bdl kiindulva, adott k/(1 —k) felosztdsi ardny mellett, illetve milyen négyszogbdl
kell kiindulni és mekkora legyen a k értéke, hogy véges sok 1épésben egy elére adott
négyszoghoz hasonld négyszoget kapjunk (azaz hdny lépésben jutunk a kivdnt
eredményre)?

Altaldnosabb kérdésekre térve, elmondhat6 példdul, hogy az eljdrds a konvexi-
tdst megtartja, azonban:

2. Igaz-e, hogy egy konkdv (de nem hurkolt) négy-
szogbdl véges sok 1épés utdn konvex négysz6ghoz
jutunk?

3. Elmondhaté-e ugyanez bizonyos hurkolt négy-
szogekrdl is? (Milyen hurkolt négyszogek maradnak
mindig hurkoltak?)

Az igaz, hogy van olyan hurkolt négyszog,
mely az eljards koézben mindig hurkolt marad.
Példdul, ha a négyszog oldalai egy szimmetrikus
trapéz szdrai és atloi (7. dbra).

Ldthatd, hogy hatdrhelyzetként egy szakasszd
fajulé négyszoget kapunk. Ez egyébként minden
olyan négyszogre igaz, mely az iterdcio kozben 7. dbra
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mindig hurkolt marad, kiilénben nem tarthatna a megfelel6 négyszogsorozat
paralelogrammahoz.

4. Kérdés, hogy dltaldban mikor jutunk elfajulé négyszoghoz.

Ha mind a négy cslcs egy egyenesbe esik, akkor ez a helyzet az eljdrds sordn
nem viltozik. Ha a négyszog elfajult egy nem elfajulé hdaromszoggé (hdrom csuics
esik egy egyenesbe), akkor rogton az elsd 1épésben egy konvex négysz6ghoz jutunk,
igy (nem elfajuld) haromszoget az eljards kozben (egynél tobbszor) nem kaphatunk
— még hatdrhelyzetként sem.

5. Felmeriil az a kérdés is, hogy ha az iteracid sordn esetleg nemcsak paralelog-
rammahoz, hanem specidlisabb négysz0ghoz: rombuszhoz, négyzethez is juthatunk,
akkor milyen négyszogbdl kiindulva torténhet ez meg?

Az el6z6 szakaszban mdr volt szo arrdl, hogy az eljdrds dltal adott négyszog-
sorozat dltaldban nem egyetlen paralelogrammahoz tart (1. pl. 2. dbra). A kovetkezd
eseteket kiilonboztethetjiik meg:

a) Egyetlen paralelogrammadt kapunk hatdrhelyzetként. Ez az eset fordul eld
akkor, ha egy négyzetre alkalmazzuk az eljdrdst, hiszen a négyzet (hasonldsdg
erejéig) invaridns az eljdrdssal szemben, és igy hatdrértékként is négyzetet kapunk.
Altaldbian megvizsgdlhato az a probléma:

6. Mi annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy egy (nem feltétleniil konvex)
sokszbg invaridns legyen az eljdrdssal szemben. (Példdul elégséges feltételként
megadhatd a sokszdg szabdlyossdga.)

b) Véges sok (egynél tobb) kiilonbozé tipusu paralelogrammadt kapunk hatdr-
helyzetként (l. pl. 2. dbra).

c) Hatdrhelyzetként végtelen sok kiilonbdzdtipusi paralelogrammadt nyeriink.

d) Nincs egyetlen olyan paralelogramma tipus sem, amelyhez a négyszog-
sorozat konvergdl. Ez azonban a Boltzano—Weierstrass-tétel szerint lehetetlen.

Ezutdn a kovetkezdre kell vdlaszt adni:

7. A fenti (a—d) lehetBségek koziil melyek és mikor lépnek fel. (Az a) és b)
esetre mdr adtunk példat, tehdt ezek a lehetSségek megvaldsulhatnak.)

Ha hatdrhelyzetként véges vagy végtelen sok paralelogrammatipus jon létre,
akkor megvizsgdlhaté:

8. Milyen tulajdonsdggal rendelkezik az igy nyert paralelogramma, illetve
a véges vagy végtelen szamu elembdl 4ll6 paralelogramma osztdly.

Ennek a kérdésnek a megforditdsa:

9. Milyen négyszogbbl kell kiindulni, hogy egy elére adott paralelogrammadhoz,
illetve paralelogramma osztdlyhoz jussunk? (Egy adott paralelogramma, illetve
paralelogramma osztdly eldadllithato-e ilyen eljards segitségével?)

Megjegyzés. Mindenképpen figyelembe kell venni azt, hogy a fenti (1—9.)
problémdkra adott vdlasz fiigghet a k értékétsl is. Egyébként a fentiekkel analog
kérdések (eltekintve a 6. problémdtSl) nemcsak négyszbgekre, hanem 4dltaldban
sokszogekkel kapcsolatban is felvethet6k. Az utébbi esetben,

10. Ha a kiinduldsi soksz8g nem sikbeli, még az is kérdéses, hogy hatdrértékként
sikbeli sokszdget kapunk-e.

Léttuk, hogy négyszégeknél a felosztdsi ardnyt meghatdrozoé k értéket nem kell
feltétleniil rogziteni az iterdcié sordn.

11. Vajon tetszbleges sokszog esetén is ugyanolyan eredményre jutunk az
elébbiekben emlitett mddon vdltozo k értékek mellett, mint rogzitett k haszndlatdval?

Befejezésként még a kovetkez$ problémdt emlithetjiik meg: Négyszogek esetén
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tulajdonképpen csak azt bizonyitottuk, hogy a hatdr-négyszog centrdlszimmetrikus
az &tlok ko6zos felez6pontjdra. Felmeriil a kérdés, hogy

12. Hasonlbéan egyszeri médon — az eddig haszndlt eszkdzokkel — tetszd-
leges pdros oldalszdmi sokszbgre bizonyithaté-e az adédd sokszbgsorozat centrdl-
szimmetrikussd vdlasa hatdrhelyzetben?

Ennek a kérdésnek a megvdlaszoldsakor mar nem vezet kdzvetleniil eredményre
az atlok felezGpontjait 6sszekots vektorok vizsgdlata. Példdul mér hatszog esetén is,
ha k=1/2, az 4tlék felezGpontjait Osszekotd szakaszok leghosszabbja az iterdciod
sordn Iépésenként csak a felére csdkken, mig bizonyos esetekben (megfelelé hurkolt
hatszognél) a legnagyobb dtlé hossza kozel 1/3 részére is csokkenhet.
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[1] Feies TOoTH LAszLO: Sokszogekre vonatkozo iteracids eljarasok. Matematikai Lapok 20 (1969)
(megjelendben). .

[2] KArTEszi FerRenc: Konvex Otszogbdol szarmaztatatt affin-szabalyos Otszogpar, Matematikai
Lapok 20 (1969) (megjelendben).

(Beérkezett: 1969. VL. 25.)

ON A CONJECTURE OF L. FEJES TOTH
by
M. Rubpa
Let Q, be a quadrangle and Q, the quadrangle whose vertices divide the sides of Q,,_; ina
given ratio k/(1—k)(n=1,2, ...; 0<k<1). It is shown that there are affine equivalent replicas of
Qy, O1, ... which converge to a square or its projection on a straight line.
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