AZ INTEGRALEGYENLETEK EGY OSZTALYAROL ES
ANNAK GYAKORLATI ALKALMAZASAROL

FENYO ISTVAN
Eléadta az 1950. november 29-én tartott osztdlyiilésen

Az integralegyenletek elméletének mind a matematikai fizikdban, mind
pedig a technikdban igen kiterjedt és sokoldalti gyakorlati alkalmazasa van.
Maga az egész elmélet fizikai problémak sziikségébél nott ki. Eppen a kiterjedt
alkalmazasok miatt, ebben az eldaddsban az integralegyenleteknek csupan egy
osztalyahoz kivanok néhany megjegyzést fiizni.

Ismeretes, hogy egy linedris integralegyenlet &ltalanos alakja

¢ (x) — 1 [ K(x, ) pO)dy = [(2), (1

ahol K(x, y) adott kétvdltozés fiiggvény, az egyenlet ti. n. magja, és f(x) szin-
tén adott. Ha f(x) =0, akkor (1) egyenletnek a ¢(x) =0 fiiggvényen kiviil
csakis abban az esetben van nemtrivialis megoldasa, ha a 2 paraméter bizonyos
Uiy Mzr o5 My €rtékeket vesz fel:

9, ()= [ KCx, )i G)dy.

A p,(x) ==0 fiiggvényeket a K mag sajatfiiggvényeinek, a p, allanddékat sajat-
értékeknek hivjuk.

Igen fontos szerepet jatszanak az integralegyenletek elméletében az 1. n.
Schmidt-féle sajatértékek €s sajatfiiggvények. A A; szamot Schmidt-féle
sajatértéknek hivjuk, ha a

b b
?; (9 = A[KG ) wi () dy, %) = 2,/Kr 99 0) dy
a a
egyenletparnak van nemtrivialis @/(x), p(x) megoldasa. Ki lehet mutatni,
hogy mig a pu; sajatértékek nem mindig 1éteznek, vannak sajatérték
nélkiili magok, addig a Schmidt-féle sajatértékek mindig léteznek, és valds
magok esetén ezek mindig valés szdmok. Természetesen, ha a K mag szimmet-
rikus, azaz K(x, y)=K(y,x) akkor ¢; (x) =y, (x), és 1, =pu; vagyis a ¢;és
y; fiiggvények kozonséges értelemben véve sajatfiiggvényei a szimmetrikus
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magnak. A A? szamok sajatértékei a kovetkezd szimmetrikus magoknak,
mint ahogy ezt az el6bbi egyenleteknek egymdasba valé behelyettesitéséb6l
azonnal be lehet 1atni:

b »
Rex,9) = [ KenKondt s K= [ K, 0K @t
A Schmidt-féle sajatfiiggvények birtokdban mind az elséfaju

| K x99 0y = 1),

mind a masodfaju
b
o) — 1 [ K(x,y) ¢ )y = f(x)

linearis integralegyenleteket meg lehet oldani, és a megoldast a ¢; Schmidt-
féle sajatfiiggvények szerint (melyek egy ortogondlis rendszert alkotnak),
halad6 sor alakjaban lehet megkapni.

Miel6tt tulajdonképpeni targyunkba kezdenénk, meg kell emliteniink
még, az u. n. alternativa-tételt. Egy inhomogén linedris masodfaja integral-
egyenletnek :

70— | K ) ¢ 0)dy = f(2),

(f(x)==0) mindig van egy, és csakis egy megolddsa, ha A nem sajatérték.
Ha torténetesen A éppen sajatérték, akkor ennek az egyenletnek akkor,
és csak akkor van megoldasa, ha f(x) ortogondlis a %(x, y) = K(y, x) magnak
a 2 sajatértékéhez tartozd Osszes sajatfiiggvényére. Ezesetben az egyenletnek
nem egy, hanem végtelen sok megolddsa van, és az altaldnos megoldast ugy
kapjuk, hogy egy tetszéleges megoldashoz hozzdadjuk a K(x,y) mag i-ho
tartozo sajatfiiggvényeinek tetsz@leges linearis kombinacidjat.

A kovetkez8kben az integralegyenleteknek ahhoz a fajtdjahoz szeretnék
néhany megjegyzést fiiznj, melyek magja — legfeljebb az x = y egyenes kivé-
telével — eleget tesz a kovetkezd relacionak :

oK oK N
ox T oy = D' a(x) i) @

=1

Az q; és b; fiiggvények lehetnek olyanok, melyek kozvetleniil K-val vannak
kifejezve, tehat példaul ilyenszerdi Osszefiiggés lehetséges :

2K © oK
22X ay

= K(x,o)K(‘y,l)—K(x, I)K()’:o)

El8szor szeretném az ilyen integrélegyénlet gyakorlati fontossagat néhany
példaval illusztrélni.
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A legrégibb integralegyenlet, melynek problémdjat egy mechanikai
kérdés vetette fel, szintén ebbe az osztalyba tartozik. Ez az t. n. Abel-féle
integralegyenlet. Ha fiigg6leges sikban fekv§ palyan egy anyagi test elhanya-
golhato Kicsiny strlédéssal mozog a nehézségi erd hatdsa alatt, akkor felmeriil az
a kérdés, milyen lesz a mozgds id6tartama, mig a test a palya elejétol a végéig ér.

Hogy erre a kérdésre valaszolhassunk, vélasszuk a koordindtarendszert
tigy, hogy a pdlya végpontja az origoba essék, és a Z tengely fiiggélegesen

1. abra.

lefelé legyen irdnyitva a rajzon lathaté mddon, s legyen a t id6 alatt befutott
it hossza.
A kezdeti P pont ordinatdja legyen x, akkor az energia tétele szerint

ds e
R % 2 g (x—2).
Ebbdél tehat az esési id6

t(x)=f ds i _1_ ; s’(z)dz.
J V26— Vg ) Vix—
Ha a kérdést forditva tessziik fel : el6re adva van a f = #(x) fiiggvény és azt
kérdezziik, melyek azok a palyak, amelyek befutdsahoz #(x) id6 sziikséges,
akkor az el6bbi Gsszefiiggésbll s = s(f) szamitando ki. Ez s’-re nézve egy integrél-
egyenlet. (Ha #(x) = ¢, akkor az izochronok meghatdrozdsanak problémaja
elgtt allunk, mely abban all, hogy meg kell hatarozni azokat a palyakat, melyek-
nek befutdsi ideje a magassagtol fiiggetlen.) Ennek az integrédlegyenletnek a
magja az (2)-tipustt magok kozé tartozik, amennyiben eleget tesz a
2K , 2K
ax 22

=0 2"

Osszefiiggésnek.
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Egy masik példat az optika teriiletér6l mutatunk be. A geometriai
optika tanitasa szerint, valamely lencserendszer altal adott leképezés a képet
geometriai értelemben a targyhoz hasonléan képezi le. Eszerint ha a targy egy
pont, akkor a kép is pont. A valésagban egy pontnak nem pont, hanem fényes
korong felel meg, melynek fényereje ott a legnagyobb, ahova a geometriai
optika szerint a targypont képe tartozik. A targynak az optikai tengelytdl
val6 tavolsaga legyen x, a képé y, akkor az egységnyi fényintenzitési pont-
szerli targy képének fényintenzitdsa nyilvan y fiiggvénye, de hogy ez milyen
fiiggvénye y-nak, az nyilvan x-t6l is fiigg. A kép fényessége, tehat K(x, y) két-

2. abra.

valtozds fiiggvény. A valésagban természetesen a targy sem pont, hanem véges
kiterjedésti vilagitd test, melynek fényességeloszldsa legyen f(x). A targy egy
adott x pontjabdl kiindulé fénysugar a képben olyan korongot hoz Iétre, mely-
nek fényességeloszlasa K(x, y) f(x). Vilagos, hogy a képben ezek a hatdsok
szuperponalédnak, ha x befutja az egész targy feliiletét, tehat a fenyesseg-
eloszlas a képben ez lesz:

+a

g0) = | K(xy)f(x)dx

—a

ha a targy az optikai tengelyre nézve szimmetrikus elhelyezkedésd. Optikai
szempontbdl a legérdekesebb ez a kérdés: mikor hasonlé a kép és a targy, nem-
csak geometriai, hanem fényességeloszlas tekintetében is? Vagyis milyen targy-
fényességeloszlasnal lesz a kép a targyéhoz hasonld fényességeloszlasu? Keres-
niink kell tehat azt az f(x) targyfényességeloszlast, mely mellett az el6bbi
gu) = c/(y).

Végeredményben az
+a
1
10) = | Koo 169

sajatfiiggvény- és sajatérték-probléma megoldésarél van szé. Mangyelstam
szovjet fizikus kutatdsai szerint a K mag kizarélag x—y-tdl fiigg, az eldbbi
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probléma tehat
W
10) = TJ Kx—) [9dx

sajatérték-probléma megoldasat jelenti. Centralisan megvnlagltott targynal és
négyzetalaku diafragma esetében

K(t)=smd h]c=2—7£g

Lf
(2 d a négyzet oldala, [ a fény hullimhossza, f a lencserendszer fékusztavolsaga).
Koralaka diafragma esetén pedig

: ct
Ko = 2@
e et 2 2nr £
(J, az els6faju Bessel-féle fiiggvény; ¢ = —1—7 r a diafragma sugara). Ezek a
magok eleget tesznek a
2
e oy
2X 2y

alaku differencialegyenletnek.

Tovabbi példa gyanant egy a statikdbdl vett esetet emlitiink meg. Egy
[ hossztisagti tartéra tengelyirdnyt eré hat, melynek hatasa alatt a tarté

YA

3. abra.

deformalédik. A vélasztott koordinatarendszer kezddépontja legyen a tarté
egyik végpontja; y jelolje a deformadlt tartd tengelyének az eredeti helyzettdl
valo tavolsagat. Legyen M(x, f) a f abszcisszéji pontban hatd egységnyi erd-
nek az x pontban el6idézett hajlitdsi nyomatéka, I(x) a tehetetlenségi nyo-
maték €s m(x) a hajlitési nyomaték Akkor, mint az Treftz kutatésaibdl ismert,

() —j MG ) g
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m . .
ahol E a rugalmassagi modulus. Ez E]—-re nézve elsrendd integralegyenlet.

Ha a tarténak tamasza van, vagy be van fogva, akkor

M,—Q, x, ha x=t,

M ) =
0.0 My—Q x —(x—t), ha x> 1.

Itt M,, Q, allandok (a tdmasztderd €s a befogder6tdl fiiggenek). Ez a mag ismét
(2') alaku relacionak tesz eleget, amennyiben az x = y pontoktdl eltekintve
érvényes ra ez az Osszefiiggés:
oM oM
ox at

= — Qo.

Végezetiil megemlitjiik, hogy ha adva van egy
Lul4+iu=0

alaku differencialegyenlet, ahol L[u] oOnadjungalt masodrend(i differencial-
kifejezés, akkor ennek megolddsat homogén hatarfeltételek mellett vissza lehet

«tni egy integralegyenlet sajatérték-problémajanak megoldasara. Ennek az
integralegyenletnek a magja tudvalevfen az ezen problémahoz tartozd 1. n.
Green-féle fiiggvény. Az emlitett differencidlegyenlet tehdt ekvivalens egy ilyen
alakii integralegyenlettel :

i
u(x) =4 [ Gex.y) u(y) dy.

A helyzet marmost az, hogy szamos probléma Green-féle fiiggvénye kielégiti
a (2') alatti relaciét ; ha pl. L{u] = u’’ és a hatarfeltételek u(0) = u(l) = 0,
akkor
Gy =1 x+y—2x+[x—y|]

Ennél, ha x £ y, teljesiil a

aG 20

+
aX 2y

3 1 X — y N
feltétel.

Ugyanennél az egyenletnél, de u(0) = u’(1) = 0 hatarfeltételek mellett

Gxy)=53x+y—|x—y[l
Itt ismét, ha x 7y,

G G
o + 74
ax 2y
Vagy u(0) = —u (1) és u'(0) = —u'(l) hatarfeltételek mellett
G(x,y) =— [x—y|+ .

=1.
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Ez pedig a

EXS oG
+
2x 2y

=0

feltételt elégiti ki.

Még tovabbi példdkat sorolhatndnk fel olyan magokra, melyek az emli-
tett tipusba tartoznak, de ugy gondoljuk, hogy ezek a példak is elegendGk
az integralegyenletek ezen osztalya gyakorlati szempontbd] vald jelentGségé-
nek illusztralasara.

A kovetkez6kben az integrdlegyenletek ezen osztdlyanak elméletéhez
kivainunk néhany megjegyzést flizni. ‘

Tegyiik fel tehat, hogy a K mag eleget tesz az (2) alatti egyenletnek,
és hogy van 4 sajatértéke, melyhez ¢, sajatfiiggvények tartoznak (k = 1, 2, ...r),
akkor

1

e () =2 [ K ) g (y) dy.

]
Ebbdl parcidlis integralassal a (2) alatti kifejezést figyelembevéve kapjuk,
hogy .

1

@i (x) = 4 j ?_Ka(;C_,y) P () dy =12 2 Bui @i (x) — AK(x, 1) @i (1) 4
0 i=1
+ 2K (x:0) 9x () +4 [ K (x,9) ' () dy.

0
ltt B,; allandok :

Bri = f b (¥) ¢k (v) dy-
Ha ’
Fi®) =2 2 faa () —AK (5 1) g 1) + 2 K (5,0) s (0),
akkor

1
P (X) = Fi () + 24 | K% 2) ¢ () dy. @)
[
A sajatfiiggvény derivaltjara nézve egy masodfajd, inhomogén Fredho!m-
féle integralegyenletet kaptunk, melynek A paramétere sajatérték, az emli-
tett alternativa tétel szerint tehat megolddsa csakis akkor van, ha

1 N
| P () Fr(x)dx =12 2 i Bri + 91 (0) g (0)— 3, (1) g (1) = 0, (3)

i—o

ahol y,(x) jelenti a K (y,x) mag A-hoz tartozé egyik sajatfiiggvényét és
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1
a; = Jy)l a;dx. Ez azt jelenti, hogy a sajatfiiggvényeknek ilyen alaku hatar-
o

feltételeknek kell eleget tenniok. Megjegyezziik, hogy a (3) alatti inhomogén
egyenletnek barmely 1 mellett van megolddsa, mert ha A nem sajatérték, akkor
nyilvdn van megolddsa, ha pedig 1 sajatérték, ugy ezt az egyenletet a sajat-
fiiggvény differencidlhanyadosa elégiti ki.

A (3) integralegyenlet egy tetszGleges megoldasa legyen @, (x), akkor
az egyenlet Osszes megoldasait tigy kapjuk, hogy a A-hoz tartozd Gsszes sajat-
fliggvénynek linedris kombindcidjat hozzdadjuk. Ha 2A-hoz r sajatfiiggvény
tartozik, akkor ezek szerint

P () = 0@ + D wup® (k=1,2,...,7, )
=1

ahol s, allandék. Az (2) tulajdonsidggal biréd mag sajatfiiggvényei tehat egy
allandé egyiitthatds, elsérendd differencialegyenletrendszert elégitenek ki.
Elegend6 szamu differencidlhatésédgot feltételezve nyilvanvald, hogy a (4)
alatti egyenletrendszer ekvivalens egy r-edrendd, lineédris, alland6 egyiitt-
hatoés differencidlegyenlettel :

A+ P o P gt ALy () =0,
ahol p{® és A, allandok.
A ¢,-k meghatdrozdsahoz quadratiirdra nincs is mindig sziikség, a (3)
integralegyenletbdl ugyanis

K(x,y)

1
70 = Fie @) + 2] =2 ) @y

Az elobbi eljarast megismételve kapjuk azt, hogy

N
Pe() = Fi () +4 2 a;() fu—2KE 1) gi (1) + 2 K(x, 0 (0) +
1

+ 2 [ K& gu ) dy,

o

vagy egyszeriibben
1
(@) =T () + 1] KX)o () dy.

Ez most %”,-re olyan inhomogén integralegyenlet, melynek A paramétere sajat-
érték. Ha ennek egyik megoldasa ¥, (x), akkor az 0sszes megoldds megint ugy
adédik, hogy ¥, (x)-hez hozzdadjuk a A-hoz tartozd sajatfiiggvények linearis
kombindciéjat. De akkor

=W+ EVup () k=12...0. O
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(4) egyenletbdl

174 ’ r ’ ’ r r
o = Dy +’£ v @1 (X) = @, (%) +1§1 %l [‘pt +£1 #im Pm (X)].

Vessiik ezt Ossze (5)-tel €s azt kapjuk, hogy
i ) = 2 a9, () = D, (x) + IIY st Dr (X) — i (%) (6)

Mivel Zak, @1 (x) a A sajatértékhez tartozo sajatfiiggvények linearis kombi-
nacidja, ezért f (x) is sajatfiiggvény. Ennek kivetkeztében (6) megadja az egyik
sajatfiiggvény explicit alakjat. A @, és v, fiiggvényekben, valamint z,,-ben
ismeretlen 4llanddk szerepelnek. Az allandékat tigy kell meghatarozni, hogy
(6)-ot a homogén integrélegyenletbe behelyettesitjiik és akkor az ismeretlen
egyiitthatok mddszerével ezen Aallandokra nézve egy linearis egyenletrend-
szert kapunk.

Megemlitjiik még, hogy igen egyszerii szdmitassal konstatdlhatjuk, hogy
a Schmidt-féle K és K magok szintén eleget tesznek egy (2) tipusii relaciénak ;
ez azt jelenti, hogy ezzel a modszerrel meg lehet hatdrozni a tekintetbe vett
magok Schmidt-féle sajatfiiggvényeit is.

Eddigi megallapitdsainkat arra szeretnénk felhasznalni, hogy megalla-
pitsuk két fontos specidlis mag sajatfiiggvényei néhany tulajdonsagat.

« . . . . oK oK
Az els¢ az, amikor K szimmetrikus és olyan, hogy P +—=

2y
Ez esetben = (x, y) = K(x, ¥) és @k (X) = v« (X), ekkor (3") igy médosul:
?(0)2 =9, ()2
Tehat vagy @, (0) = @, (1), vagy pedig @, (0) = — @ (1).
Ez azt jelenti, hogy a sajatfiiggvényeknek két rendszere van: az egyiknél
¢, (0) = @, (1), 2 masiknal ¢, (0) = —@,(1) érvényes. Erdekes tényként meg-
emlitjiik, hogy minden ilyen tulajdonsagd magnak mindkét fajtdbol van sajat-
fiiggvénye. Az az eset nem fordulhat el6, hogy csak az egyik, vagy csak a masik
fajta sajatfiigvénnyel rendelkezzék a mag.
Ha ugyanis mindegyik sajatfiiggvény pl. olyan lenne, hogy
P, (0) = @, (1),
akkor

P () =29 () [K(x, 00 —K(x, )] +2 | K (x, ) ¥ () dy ()

is érvényes volna. Szorozzuk ezt végig valamely mas A* sajatértékhez tartozo
sajatfiiggvénnyel és integraljunk :

[orods=Lp) (9" O —o (0 — [ 9 0.
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De a feltevés szerint ¢*(0) = ¢*(1) is fennall, amibél

(1 —;*) j ¢ (x)p*(x}dx = 0.

Mivel A* == 14, ezért
1
| @' (%) 9* (x) dx = 0.

Mivel @* akarmilyen sajatfiiggvény, ezért @’ ortogondlis K Osszes sajatfiiggvé-
nyeire, de nyilvan ortogondlis a A-hoz tartozé tobbi sajatfiiggvényére is, ami
(3)-b6! kovetkezik. Ortogondlis tehat K-ra is:

1
[Kx, ) @ ydy = 0.
De akkor (7) szerint ’
¢ (x) = 29(0) [K(x, 0)—K(x, 1)].
Ez viszont lehetetlen, mert akkor az Osszes sajatfiiggvény

1
P () = A9 0) 1 () + b, (n () = [ [K(x 0—K(, 1] dx)
0

alakd lenne. De a kiilonb6z§ sajatértékekhez tartozd sajatfiiggvények egymasra
ortogondlisak, és ebb6l a ténybdl egyszerti szamitéssal kovetkezik, hogy a sajat-
fiiggvények nem lennének linedrisan fiiggetlenek, ami pedig ellentmond az
ortogonalitdsnak.

A masik specialis eset, amit meg szeretnénk emliteni, az, amikor K(x, y) =
K(x—y) alaki periodikus fiiggvény egységnyi periédussal : K(t4-1) = K(f). Az
ilyen magokkal eldszor Egervdry Jend foglalkozott ismert doktori értekezésében.
Eredményei a mostaniakndl 4ltaldnosabbak, amennyiben a magrél nem téte-
leznek fel differencidlhatdsigot. Jelen esetben tehat a vizsgalt integralegyenlet

1

?(x) =2 Kx—)?0)dy.

Ez esetben ’
1
PO =1 [KENomdy &
0
1 3
¢ (1) =2 [ K(1—y) o)y =2 [ K(—) 9(0)dy =2 (0). ®)

Mivel K (x—1) = K (x—1 4+ 1) = K (x), ezért
1
¥ () = A [K(x—y) #'() dy.
0

9 Matematikai és Természettudomanyi Osztalyanak Kozleményei. II1. o.
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Ilyen magoknal tehat ¢’ is sajatfiiggvény, azaz
Ph )= X a,;%(%).
i=1

Ismeretes, hogy ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa ilyen alakii :
e X,

Ezt behelyettesitve az integralegyenletbe, és figyelembevéve a (8) alatt meg-
allapitott hatarfeltételeket kapjuk, hogy a sajatfiiggvények
(pk (X) — e—Zm'x
alakuak.
Ebbél viszont mdr kévetkezik, hogy az egyenlet sajatértékei

1
o= 1] [Kfye—2mMdt,
1]

Hasonloképpen kezelhetik azok a nﬁagok is, melyekre a K(x)=pK(x-1)
(p£1) Osszefiiggés érvényes.

Magyar Tudomdnyos Akadémia,
Alkalmazotft Matematikai Intézete.
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