ELLENARAMU DIFFUZIOS RENDSZEREKROL

PAL SANDOR
Eléadta az 1950. november 29-én tartott osztdlyiilésen

Szamos kémiai eljardsnal doéntd szerepe van a processzus tér- és idgbeli
lefolyasanal a diffuzionak.

A diffazios eljarasoknal az a cél, hogy valamilyen anyagbdl olddszer segit-
ségével egy harmadik anyagot kivonjunk. Modern berendezéseknél ez az extrak-
cios folyamat tébbnyire ellendramii.

Ellendramu diffiziés rendszerekkel torténik példau) cukorrépaszeletekbd:
vizzel, diffuzérokben a cukor kivonasa.! Hasonlé rendszer szerint torténik az
olajnak ndvényi magvakbol valoé kivonasa. Ellenarami diffazids rendszereket
alkalmazhatunk névényi olajok finomitasdra is. A finomitdsnal az olajbél
alkohollal ki kell vonni a zsirsavakat. Legcélszeriibb az olajat és szeszt oldé-
toronyban egymasra rétegezni, majd az olajrétegen szeszcseppeket, a szeszrétegen
olajcseppeket atengedni. Ellendramu rendszerben szokas barnaszénkdtranybdl
az alkohol a&ltal oldhaté anyagokat kimosni. Ezenkiviil még szdamos példat
mondhatnank arra, milyen elterjedt moddszer az ellendramu diffuzié a kémiai
iparban.

Legegyszer(ibb esetben haromféle anyag vesz részt az atalakuldsban :

1. Az az anyag, amelynek a koncentraciéja a difflizio sorén csokken
(1. kozeg).

2. Az az anyag, amelynek a koncentriciéja a diffuzié sordn novekszik
(2. kozeg). :

3. Az az anyag, amely egyik kozegbdl a masikba diffundal.

A folyamat természetesen annél gyorsabb, minél finomabb a két kozeg
egymasban vald eloszlasa.

Mi azzal az esettel foglalkozunk, amelyben a két kizeg koziil az egyik
folyadék, a masik pedig egybevdgénak tekintett, nagyszamn (apro) testbdl all,
és ezek egyiittesen nagy feliileten érintkeznek az els6 kozeggel. (Pl. szemcsék,
porok, cseppek, szeletek stb.) Az egyszer(i kifejezésmdd kedvéért nevezziik az
els6t folyékony, a mdésodikat szilard kozegnek.

Ha a két kozeg egymdashoz képest nyugszik, a két kozeg koncentracioja
kezdetben gyorsan, késébb mind Jassabban kézeledik az egyenstilyi allapothoz ;
ugyanis a diffdzié folyamatanak sebessége annal nagyobb, minél nagyobb
a kozegek atlagos koncentracidjanak eltérése a (kozds vagy nem kozds) egyen-
sulyi koncentracioktoél.
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A nyugvé diffL’lziés folyamatnél a nagy koncentréci(’)jﬁ szilérd k62e0 kis
nagy. Késébb, amikor a klegyenhtodes mar kozel megtortént, igen Kicsi a kon-
centraciokiilonbség. Tehat a szilard kozeg a nagy koncentracié stadiumaban kis
koncentracidju lével, a kis koncentracié stadiumaban nagy koncentraci6ju lével
érintkezik.

Az ilyen diffuzids rendszereket nyugvd, zart rendszereknek fogjuk nevezni.
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1. abra

Egy ilyen rendszer sematikus kivitelezési médjat lathatjuk az 1. abran.
A Cs csdben forgé propeller dllandé gyors cirkuldciéban tartja az oldé folyadékot.
A szilard részecskéket alul ésfeliil az Szsziirfkkel visszatartjuk. A folyadék nagy
sebességgel aramlik. Az aramlas turbulencidja miatt a folyadékban koncentracio-

1 folyodek t folyoddk t fo/yadel'l

]

koncentr.

hely vagy
1dokaard.

kiilonbségek nem lehetnek. A rendszer tehat tigy foghaté fel, mintha az edényben
levé szilard részek igen kis diffuziés ellenallésu, de nyugvé folyadékkal érint-
keznének. »Zartnak azért nevezziik, mert a szilard és folyékony kozeg egyiittes
diffundalé anyag-tartalma valtozatlan marad.

A berendezés jobb kihasznalasa szempontjabél kivanatosabb, ha a szilard
és folyékony kozeg koncentracidkiilonbsége nem valtozik erdsen, ha tehat a
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szilard kozeg a nagy koncentracié stddiumdaban nagyobb, a kis koncentracio
kovetkezik be, ha a két kozeg ellenkezd irdnyban dramlik, tigynevezett ellen-
4dramban. A koncentracié valtozésat mindkét fajta rendszernél a hely, illet6leg
az idd fiiggvényében a 2. abrén tiintettiik fel.

Az el6adas célja staciondrius ellendrami rendszerben a két kozeg koncent-
raciéjanak valtozasat visszavezetni az allé rendszer problémajara. Ekkor azon-
ban a gyakorlatban nagyon bonyolult rendszert indokolt munkahipotézisekkel
leegyszerfisitjiik.

Munkahipotézisek :

1. Abban a »nyugvd« rendszerben, mellyel az dramlé rendszert szembe-
allitjuk, valéjaban a szilard és folyékony fazist nagy sebességgel keverjiik.
A keverés eredményeképpen a folyadék koncentréciéja nagyon jo kozelitéssel
fiiggetlen a helytdl, mert barmilyen koncentraciokiilonbsége folyadékban elha-
nyagolhaté id§ alatt kiegyenlitédik a folyadék erdsen turbulens dramlasa miatt.

2. Ellendrami, vagy egyendramii rendszereknél feltessziik, hogy mindkét
kozeg allandé sebességgel halad, és hogy a szilard és folyékony kozegek kezdeti
koncentracidja legfeljebb az id6td! fiigg (a csébe 1épés helyétsl nem).

3. Feltessziik, hogy a folyékony kozeg diffuziéallandéja nem Kisebb
nagysagrendfi a szildird kozeg diffuzioallandéjanal, tovabba, hogy a csében
taldlhato folyadék térfogata nem nagyobb nagysagrendii a szilard kozeg tér-
fogatanal. Tovdbbd feltessziik, hogy a szildrd testekhez nem tapad tartésan nagyobb
tomegii folyadék, mely fermészetesen lényegesen nagyobb koncentrdcidju volna,
mint a kdrnyezd folyadékrészek.

Képzeljitk folyadékunkat allénak és mozogjanak ebben a folyadékban
a szildrd részecskék. Ha a folyékony kozeg egy kivalasztott keresztmetszetében
mindig ugyanazok a folyadékrészek érintkeznének szilard részekkel (és a folya-
dékban semmiféle dramlds nem volna), akkor egyez6 nagysédgrendii diffizid-
allandok esetén a folyékony kozeg kivalasztott rétegében fellépé koncentracio-
kiilonbségek nagysédgrendben megegyeznének az ott talalhaté szilard részekben
fellép6 koncentraciokiilonbségekkel. Azonban a kivalasztott folyadékréteg
a szilard részek szabalytalan térbeli eloszlasa miatt mindig mas pontokon érint-
kezik a szilard részekkel, tehat a folyadékban az el6bbinél sokszorta kisebb
koncentracidkiilonbségek 1épnek fel a keletkezd koncentraciokiilonbségek statisz-
tikus kiegyenlitédése miatt.

Kiilén csokkenti még a folyékony kozeg keresztmetszeteiben létrejovo
koncentracidkiilonbségeket a szilard testecskék kozotti labirintusokban térténd
folyadékaramlas turbulencidja. _

Tehat ellendrama vagy kiilonbdzé sebességli egyenarami rendszereknél
(relativ sebesség legyen!) sok gyakorlati esetben nem kovetiink el 1ényeges hibat,
ha feltessziik, hogy a folyadék koncentrdcidja csak a cséirdnyii koordindtdtdl és az
idotol fiigg, egy megadott csdkeresztmetszetben, egy adott idépontban dllandd.

10 Matematikai és Természettudomanyi Osztalyanak Kdzleményei I11. o.
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4. Feltessziik még, hogy a folyadékban a csé hossziisagaban torténd
koncentraciovaltozdsok kialakitdsdban az 4ramldsnak van donté szerepe,
tehat, hogy a diffuzié okozta koncentracidkiegyenlitédés lassii az aramlashoz
képest.

Ezekkel a kézenfekvd feltevésekkel lehetGvé valik az aramlé rendszer
problémajanak visszavezetése az allé rendszer esetére.

A stacionarius egyen- vagy ellenirami problémat pedig visszavezetjiik
az 4ll6, zart rendszer problémajara. Zart rendszernél a szilard és folyékony
kozeg Osszes diffundalé anyag-tartalma konstans marad.

Végiil foglalkozunk cukorrépaszeletek diffuzérokben valé killigozasaval.
Ez j6 példa az altalanos elmélet gyakorlati alkalmazasara.

Az dlld, zdrt diffuzids rendszer

Jelolje t az idét,

X, ¥, 2 a helykoordinatakat,

C (x, ¥, 2, t) a szilard rész koncentracidfiiggvényét,

¢ (f) a folyékony rész koncentraciéfiiggvényét (miutdn a folyadékban
koncentracidkiilonbségek nem lépnek fel, a helytdl nem fiigg),

D a diffazidallandét a szilard kozegben,

V a szilard test térfogatat,

pV a folyadék térfogatat (itt p az tigynevezett lélehiizas),

k az egyensulyi allandé. Egyenstly esetén: ¢ = kC.

Ervényes a szilard kozegben a diffiizié differencialegyenlete :

aCc
“—=Dd4C. 1
py M

A differencidlegyenlethez tartozé hatarfeltételek : A II. Fick-féle torvény
szerint a szilard test felszinén kidiffunddlé anyag mennyisége az idéegységben

——DJ. € aF
{Fy on

aholaa—(;;- a normdlis iranyt derivaltat jelenti. Az anyag megmaradasa miatt
ugyanannyit vesz fel a folyékony kozeg. A folyékony kozeg koncentracidja az
id6egységben % mennyiséggel né. Ez térben allandé mennyiség, tehat a felvett
anyag-mennyiség

de

PVE‘
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Vagyis a hatarfeliileten a kovetkezd hatarfeltételek érvényesek :

¢ = kC,
dc + 3C
V-—=—D| —=dF. - 2
4 dt P an ( )
Vagy osszefoglalva :
pkv—+D[‘£dF—o* @A)
at im n
Ha még ehhez hozzévessziik a
C(x, 9,2, 0) = CO (x, ¥, ?), (5a)
c(0)=¢ (5b)

alakt kezdeti feltételeket (ahol ¢, nem egyezik meg feltétleniil kC, értékével
a hatarolo feliileten), akkor mindkét koncentraciofiiggvényiink egyértelmiien
meg van hatarozva.**

Egyenletesen dramld rendszer

Tegyiik fel, hogy szilard kézegiink I', cseppfolyés kozegiink ¥ sebességgel
aramlik a cs6 hossziranyaban felvett g-tengely irdnyaban. (Természetesen
I’ és v elbjellel vett szamok, mert az aramlds lehet egyendramd vagy ellen-
aramua.)

Koordinatarendszeriinket most tigy vessziik fel, hogy egy kivélasztott
szilard résszel egyiitt haladjon, tehat I' sebességgel. Ebben a koordinatarendszer-
ben a szilard kozeg nyugszik, a folyékony pedig ¥—I" sebességgel dramlik &
iranyban. A nyugvé szilard kozegben valtozatlanul érvényben marad az (1)
differencialegyenlet.

A szilard és folyékony kozeg koncentréciéja, minthogy feltessziik, hogy
a diffuzios kiegyenlitddés £ irdnyban kicsi a konvekcids koncentraciévaltozashoz
képest, az id6n kiviil £-t6l is fiigg :

C=C(&5xy2;5 0,
c=c (0.
*) A Gauss-féle tétel alkalmazdsaval (1)és (2) egyenleteinkb8l a kovetkez§ egyenlet

nyerheté egyszerii modon :
E
CdV + pc
ot [V(J;) P ]

vagy, tekintettel arra, hogy az —‘7‘ CdV C-nek a térfogatra vonatkozd intregnal kozepét

jeloli, melyet C-sal jelolhetink, a
C + pc = konst. @)
egyenletet kapjuk, amely a diffunddlé anyag megmaradasat fejezi ki.

**) Erdekes tovabbi probléma, melynek megoldasat programmba vettem, ennek a dif-
ferencnélegyenletnek mint sajatfiiggvény-problémanak vizsgalata, a (2) hoz hasonlo hatar-
feltételekkel, némi altalanositassal.

10%
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A (2) egyenlet, mely a diffundalé anyag megmaradasat fejezte ki az allé
rendszernél, egy (j taggal boviil. Jeiolje p egy kivalasztott (nagynak tekinthetd)
térfogatban levg Osszes cseppfolyds és szilard kozeg térfogataranyat. Akkor
a folyadék éltal az idéegységben felvett diffundalé anyag mennyisége most is
pVe-nek id6 szerinti differencidlhanyadosa, de tekintetbe kell venniink, hogy
¢ explicite a helytél is fiigg. A szilard kozegiinket koriilvevd 16 y—1I sebességgel
aramlik, tehat & = (y—I') ¢, és igy a folyadék Altal az idGegységben felvett
anyagmennyiség Kiszamitasanal tekintetbe kell venniink, hogy ¢ kétvaltozos
kozvetett fiiggvénye az idének :

dc ‘oc  d& ac
Vo =pV[E 4= 2,
PWa = a T 35)
dé dc ac ac
amde — =y —1I" st pVE =pv & —(r—p .
amde 7= , tehat p 0 p [at ( 7)95
Ezt az egyenletet (2)-be helyezve
ac ac aC
viE —r—n%l=_p|2ta4F. 6
p [at ( y)aEJ k- (6)

Kihasznalva, hogy a hatdron c = kC, egyenletiink kdvetkezéképp alakui:

acC *2C ac
kV—4+ D) —dF = V(I —y)— -
P at + (,'j)an oV y)af

M

Az egyenlet baloldalan allé kifejezés a szildrd részecske és az 6t koriilvevs pV
mennyiség( folyékony kozegnek a diffundalé anyagban vald egyiittes szaporu-
latat jelenti. All6 rendszernél (v. 6. (3) egyenlet) ez a mennyiség O volt. Most
pedig azért nem O, mert a folyadékaramids kovetkeztében a testet koriilvevd
folyékony kozeg kicserélédik. Ha a kozeget egy pillanatra aliénak képzeljiik,
ugyanazt a hatast akkor is elérhetjiik, ha a szilard testet koriilvevé (allénak

s rer

ac
lisaval az idGegységben mesterségesen (I"'— y)a—t-vel »noveljiike,
S

Staciondrius eset

Ezen oly dramlast értiink, melynél a rendszer mar oly hosszti ideje miikddik,
hogy a koncentracidk a csé barmely keresztmetszetében gyakorlatilag fiigget-
lenek az idgtol.

A cs6 rogzitett keresztmetszetének egyenlete p sebességgel mozgé koordi-
natarendszeriinkben

£=—Ft+a9

ahol a a keresztmetszetnek cs6hoz képesti helykoordinataja, tehat konstans.
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Minthogy erre a &-re ¢ (&,1) fiiggetlen az id6tol, azért

dc dc dé&
dt 2¢ df + -

, 2§ . s
és i I tekintetbevételével
a _ 1o
& I at

Helyettesitsiik be ezt a stacionarius és nem stacionarius esetre egyarant érvényes
(6) egyenletiinkbe. ¢ = kC tekintetbevételével a

ra
kV—— D|—dF=0
P T (,.-[an

egyenletet kapjuk, mint hatarfeltételt. Az egyenletben szerepl6 —}},—p jelenti

egy meghatarozott idétartam alatt a csébe adramlé folyékony és szildrd kozeg
térfogataranyat (mig p egy tetszésszerinti térfogatban taldlhato folyékony és
szilard kozeg térfogataranyat jelentette). Nevezziitk draml6 diffiizids rendszerek-

nélezt a viszonyszamot lélehiizasnak. Ha a% p = ¢ jel6lést vezetjitk be, akkor a

aC aC .
kV—+D| —dF=0 8
7 at + (p[;an ( )

egyenletet kapjuk, amely (3) egyenlettel teljesen analég. A kezdeti feltételekre
figyelemmel a C fiiggvény egyértelmiien meg van hatarozva, az allo zart rend-
szerrel formailag azonos médon.

Kimondhatjuk tehat, hogy a fentebb kdrvonalazott dramld diffuzids rendszerek
szdmitdstechnikai szempontbdl olyan dlld, zdrt rendszerrel azonosak, amelynél
a folyékony és szildrd fdzis térfogatardnya q, a kezdeti koncentrdciék pedig az dramld
rendszer szildrd fdzisdnak bemend oldaldn vett koncentrdcidk.

Nézziik, hogy alakul modelliink ellendramii esetre. I" és y most ellentett
el8jeld szamokat jelentenek. A kovetkezoékben I, ¥ és ¢ alatt inkabb az abszoltit

értékeket értjiik, ¢ = %megint egy tetszésszerinti idétartam alatt bemeng tér-

fogatok ardnya.

Staciondrius ellendrami rendszeriink [gy matematikailag oly dlld, zdrt
rendszerrel azonos, melynél a folyékony és szildrd kizegek térfogatardnya —q
(negatlv lélehiizds), a szildrd és folyékony fdzisok kezdeti koncentrdcidja pedig
az ellendramui rendszer szildrd kizegének bemend és folyékony kozegének kilépd
koncentrdcidjdval azonos.
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Cukorkiliigozas ellendrami rendszerben

A cukorgyartasnal a cukrot a cukorrépabd! forré vizzel vonjak ki. A répat
vékony szelefekre vagjak. A répaszeletek tomegét nagyon valtozatos médon
érintkezésbe hozzak a forré vizzel, mire a szeletekben levd cukor kivandorol
a forré vizbe.

Egy ilyen megoldas, hogy a répaszeleteket tartanyokba (. n. diffiizérokbe)
rakjak, majd a sorbakapcsolt tartanyokon keresztiilaramoltatjdk nyomassal
a vizet. Ez a kildgozasi moéd megkozelitéssel staciondrius ellenaraminak fog-
hato fel.

A cukor kivandorlasa a répaszeletekbdl meglehetsen bonyolult folyamat,
minthogy kiilonb6zé vegyi folyamatok, sejtfalakon valé atdiffundalas stb. szabja
meg a lefolydsat. Els6 kozelitésben megengedhetd egyszerdsités, ha a cukor
kivandorlasanal feltessziik, hogy a répaszelet homogén €s benne a cukor vandor-
asa a diffuzi6 differencidlegyenlete szerint megy végbe.

Irodalmi dttekintés

A cukoriparban a modernebb telepek a cukorrépaszeletekbél ellenarammal
vonjak ki a cukrot. Az ellendramt cukorkivonds elmélete a legutébbi id6ben
alakult™ki, foként szovjet tudésok kutatdsai alapjan.

P. M. Szilin és Z. M. Szilin 1937-ben kozolt dolgozataban? a diffuzérokben
tobb fokozatban torténé ellendrama cukorkiltigozasnal fellép cukorkoncent-

3. abra.

racidk kiszamitasaval foglalkozik. A cukorrépaszeleteket [ vastagsagd plan-
parallel lemezeknek tekinti. Fick torvényébdl kiindulva, azzal az erfsen egy-
szer(sité feltevéssel €I, hogy a diffuziénal I/, kizepes diffuzids tavolsaggal
szamolhatunk, vagyis a szelet cukortartaimat a szelet feliiletéts] I/, tavolsagra
koncentralva képzeli (3. abra).

Ez a feltevés egyébként egyenérték(i azzal, hogy a szelet szimmetria-
vonalatél mindkét irdnyban linearisan csékken a koncentracio.

d . g
Legyend—tQ az iddegységben kidiffundalé cukormennyiség

g az idGegységben beadagolt szelet és 1é térfogataranya,
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D a diffiziéallando,

F a szelet feliilete,

C(?) a szeletkoncentracié (térbeli) kozépértéke,*

¢(f) a lékoncentracid (térbeli) kozépértéke,

t az idg,

[ a szelet vastagsaga.
(Szil in jeloléseit kissé megvaltoztatjuk a targyalds folyamatossaganak bizto-
sitasdra.)

Akkor — Szilin szerint —

dQ C—c¢
— =DF . 9
it T 9
4
Az egyenletet kissé atalakithatjuk, ha a koncentracié = cukor’mennylseg
térfogat
d ac l-
egyenléségbil —d?— helyébe — It F 7-et helyettesitiink. Ezaltal a (9).
egyenletet felirhatjuk tisztan koncentracidkra :
ac 4D F
—_— = — = — (C—0). 1
T T, ( ) (10)

Planparallel lemezalakii szeletnél, melynek vastagsaga kicsiny masik két
méretéhez képest, v = 1 FL Ennélfogva vékony szeletekre Szilin feltevésével

aC 8D .
i 2 (C—c) vezetheto le.

A (9) egyenlet teljesen analdg a hékicserélékben a kicseréld falan at torténd
héatadas térvényszeriiségével. Ezért Szilin felhasznélja a hékicserélék Grashof-
féle formulajat.

Ez a formula lényegében a koncentraciok A + Be~¢ alakui valtozasanak
feltételezésével egyenértékii (f az id6, A, B, ¢ a folyamatra jellemz konstansok).
Evvel a folyamat matematikailag nagyon egyszerii fogalmazést kapott.

Szilin a fenti Jényeges egyszeriisit§ feltevésekkel hallgatélagosan felteszi,
hogy a cukorrépaszeletek feliileti koncentraciéja megegyezik a kérnyez6 higzéviz
koncentraciéatlagaval (kornyez6 alatt értendé egy olyan térrész, melynek
linearis méretei nem nagyok a szelet linearis méreteihez képest). Ez azt jelenti,
hogy a szelet kdrnyezetében koncentraciévaltozas nincs. Szilin eredményei
akkor fogadhatck el, ha feltessziik, hogy a szelethez hosszabb ideig nem tapad
a szelettérfogattal egyez§ nagysagrend(i létérfogat.

*A t valtozé helyett bevezethettiik volna a szeletaramlas irdnydban mért & hely-
koordinatat is.
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Viszont tagadhatatlan, hogy az egymasrazsifolt hazteté-keresztmetszetd
szeletekhez mindig tapad némi folyadék.

Dronov kiegésziti cikkeiben® Szilin eredményeit, tekintetbe véve a folyadék
diffizids ellenallasat is, €s ezaltal megalapozza a killigozas egészen tij, dinamikus
elméletét.

A kovetkezd alapvetd egyenletet kapja (jeldléseink szerint ):

aQ  C—c

dt l 1 F an
+ .

4D ' B

B az altala »konvektiv diffuziés allandé«nak nevezett szam, a szeletek kozti
hézagoktol, a szeletek alakjatol, a sebességtdl stb. fiigg konstans. Kiszamitasa ne-
héz hidrodinamikai szamitasokat tesz sziikségessé. (V.0o. fent idézett cikkek.)

1
—- a folyadék diffaziéval szemben kifejtett ellendllasara jellemzé tag. A

B
b1
T (1a)
4D Ji]
altalanos diffazios koefficiens értelmezésével*
d
—Q=D0 (C—o¢) F. (11b)

at

Dronov kisérleti eredményei alapjan kis (0,15—0,30 cmy/sec) lésebességeknél
a sebességeknek nagy befolyasa van a konvektiv diffiziés koefficiensre. A kovet-
kezd értékeket kozli:

Az extrahalé folyadék | A diffazio altalanos Konvektiv
Kisérletek szama sebessége koefficiense difluziés koeff.
CMygec, CMysee, cm/gec,
1. kisérlet ............... 0,307 1,112 2,795
2. kisérlet ............... 0,201 1,012 2,392
3. kisérlet ............... 0,154 0,927 1,926

Viszont, a ndlunk szokasos sebességértékek 1—2 cm/sec nagysagrendiiek,
ezeknél a Cukoripari Kutatéintézet feltevése alapjén a g érték mar meg-

1
lehet§sen nagy, tgyhogy az elsé kozelitésben ?:O-val szamolhatunk.
Eredményiink ezutdn tovabb finomithaté Dronov képletének felhasznalasaval.

* Megjegyzend8, hogy a Dronov altal bevezetett B és D, ,,diffuzidegyiitthaték’ di-
menziéja nem egyezik meg a diffuzidegyiitthatd ndlu nk szokasos dimenzidjaval, illetbleg
a D molekularis diffuzidegyiitthatd dimenzidjaval.
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Slavilek* a kovetkezd két egyenletbdl indul ki :

dQ=+vdc=—TIdC (a)
a cukor megmaradasat fejezi ki ;
DF
dQ= =~ (C—od, (b)

ahol a L a cukormolekula »kdzepes uthossza« a szelet belsejébdl a 1ébe, a Fick-
torvény alapjan. A %1-:- meghatarozashoz sziikséges mennyiségek egy része
ismeretlen. Ezért ezeknek az egyenleteknek a szdmszer{i megoldasahoz sziikséges
%{:— konstans értéket kisérletileg ohajtja meghatéarozni.

Oplatka® hasonlé egyenletekbdl indult ki. A (b) egyenletnek megfeleld
egyenlet :
dC=—A1(C—o)dt
Osszefoglalva: Az eddigi szerzok vizsgalataiban kozds, hogy az ellenaramu
diffuziéra két egyenletet allitanak fel, melyek koziil az els6 a kontinuitast
fejezi ki, a mésodik pedig a Fick-térvénnyel anal6g. Szelethez rogzitett koordi-
natarendszerben : ’

aC 2C ac

=S =D T, (12)
ac

—31 =—A(C—o). (13)

Itt p a cs6ben valamely pillanatban talalhaté folyadék és szelet térfogataranya ;
A empirikusan vagy elméleti titon meghatarozhato konstans.

A Cukoripari Kutatéintézet ezt a két egyenletet stacionarius esetre
megoldotta a kovetkezd hatarfeltételek figyelembevételével :

C (0) = C,, a szeletek kezdeti koncentracidja és

¢(T) = ¢, a 1é kezdeti koncentracidja ismert.
T jelenti a csovon, illetéleg a diffuzérsoron valé végighaladas idejét.

Eredményei a kovetkezdk :

0t __p —oT
CO=a+C—a~" 07

e—Qf ) —QT

c(®) =6+ (Co—¢1) , (15)

ahol C, a szelet
¢ alé

g a cs6von hatarozott id6 alatt belépd ligzdviz és szelet térfogataranya,

T a csovon valé athaladasi ideje.

=)

g—e—eT

kezdeti koncentracidja,
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A Osszefiiggése kisérletileg meghatdrozhaté mennyiségekkel

Nagyon kivanatos a cukorgyari ilizemben, hogy az ilizem rugalmasan
alkalmazkodjék a kiligozasra keriil§ szelet mindségének valtozisiahoz. Tehat
pl. ha rosszabbul vagott, vagy kisebb diffuziéallandéju szelet keriil az elsd
diffazérbe, a ¢ térfogatardnyt — lehetéség szerint késedelem nélkiil — célszerii
megnovelni.

Ezért a Cukoripari Kutatdintézet részérdl felmeriilt az az o6haj, hogy
taldljunk Osszefiiggést a stacionarius ellendrami rendszer A-ja és az allo, zart
rendszerben mérhetd Dji2 mennyiség kozott. (D a répaszelet diffizidallanddja,
!l a vastagsaga.)

Ha ez sikeriil, a diffuzérbe adagolt répaszeletekbél vett minta D/2-ét gyorsan
végrehajthaté laboratériumi méréssel meghatarozzuk, ami két idépontban valé
koncentraciomérést kivan, majd nomogrammbdl rdgtén a megfelelé A-hoz
tartozo legkedvezdbb lélehnizast olvassuk le.

A feladatot olymédon oldottuk meg,! hogy feltételeztiik, hogy a szelet
és 1¢ koncentracidja a diffuzié soran kevéssel kiilonbozik. Hibaja ennek a mod-
szernek, hogy csak bizonyos (1 koriili) 1élehtizésokra érvényes eredményt ad,
tehat nem illesztheté be egy altaldnosabb képbe, és nem .magyarazza meg,
miért éppen A = l-re egyszer(isodik le a diffuzié differencialegyenletével vald
bonyolult targyalasmod a (13) egyenletre, amely, mint lattuk, az I.Fick-térvénnyel
teljesen analég. Tovabba nem allapithaté meg, milyen lélehizasokra milyen
pontossaggal érvényes az Osszefiiggés.

Az ellendrami rendszer levezetett altaldnos torvényszeriiségét alkalmaz-
hatjuk most is.

All6, zartrendszerii cukorkiliigozasnal a cukor kozepes koncentracidja
aszeletben és a 1ében nem tilsagosan kicsiny idGértékekre jol konvergald végtelen
sorral adhaté meg :

Co +cop LY _

Ct——°—° +2 4D (Co— co), |

0 Z(puk)2+p+1 7 G )
C0+Cop — ( )t

c() - — ¢ —4D Cp-— €g), 18

0= Z(puk)“pw (Co—to) (18)
ahol u#r a .

tgu = — pu (19)

egyenlet k-adik pozitiv gyokét jelenti (4. ébra),

crer

s res

Most alkalmazzuk az ellendrama rendszerre levezetett altalanos torvény-
szeriiséget erre a speciélis esetre. p helyébe — ¢ -t helyettesitve :

qu — (”—k)zf
C l‘)—— +2¢2(Cy—c E ——— DN 20
( 1 72 (Cy O)k_,(q“k)2+l~q (20)
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P Ll L B PN ~ S FARE T ) R
-q =5 (quk)2+ 1= :
ahol most ¢, a
fgp = +qu (22)
egyenlet k-adik pozitiv gyokét jelenti (4. abra).
otk A
! ] |
e s
! ‘ ! i 90
| ; i Hyupin 90
! I P A W f o, i
/T : x!} ': T E' N
: |l :: 1
! % p i
Egaiy
/ | i
4, abra

-t meghatarozhaté példaul az I. mellékleten megadott nomogramm segitségével
is. A nomogramm pozitiv és negativ ¢-k meghatarozasara egyarént hasznalhato
(negativ ¢ = pozitiv p).

A nomogramm hasznélatdndl {igyelniink kell arra, hogy

1. A nomogrammbél nem %, hanem #, — kx = §, olvashatd le.

2. A p-k szamozasa pozitiv g esetén némileg eltér a cikk tobbi részében
hasznalttél. (k=0,1,2,3,... ésnemk=1,2,3,...).

3. Pozitiv és negativ ¢-khoz tartozé 8-k leolvasasanal ugyanaz a ¢ skala
de mas ¢ skala hasznalando.

4. k = 0-ra a nomogrammbol csak nagyon pontatlanul, 0 < ¢ < 1 eset-
ben pedig sehogy sem lehet értéket leolvasni, de ez nem is sziikséges, mert ezek
az értékek a Jahnke—Emde-ben tablazatosan megtaldlhatok (0 < ¢ < 1 eset:
lasd alébb).

(0 < ¢ < 1 esetben az egyenletnek van egy imagindrius gyoke is, melyet
szintén tekintetbe kell vermﬁnk Erre kés()'bb még visszatériink)
lékoncentracié, hanem a friss szeletet koriilveve nyersle koncentraciéja, vagyis
a 1é végkoncentracidja, amelyet nem ismeriink, épp ez az egyik meghatarozando
mennyiség. Viszont ismerjiik a 1ékoncentracié kezdeti értékét a masik csévégen :
¢; = ¢(T). (21) egyenletbe f = T-t helyettesitve kifejezheté bel6le c,. gy most
mar a (20) és (21) egyenletek jobboldaldn minden mennyiség kifejezhetd ismert
adatokkal.

Hogy az ellendrami killigozast osszehasonlithassuk az egyendramiival,
mégis rogzitett C, és ¢, mellett abrazoltam kiilonboz6 ¢ értékek felvételével
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a C(f) és a c(f) fiiggvényeket (II. melléklet), a (20) és '(21) képleteken alapulé
szamitds eredményeképpen.

Az ébra értelmezésénél iigyelni kell arra, hogy ha az egyen- és ellenaramd
rendszer lizemi viszonyait akarnok Osszehasonlitani, ez az eljaras (t. i. C, és ¢,
rogzitése) teljesen helytelen volna, tekintettel arra, hogy egyendrami rend-
szernél ¢, ellendramu rendszernél pedig ¢, jelenti a lugzé viz kezdeti koncentra-
ciéjat (altalaban 0-t).

(19) és (20) egyenlet minden g-raigaz, kivéve a ¢ = 1 értéket, ahol értel-
metlenné vélik. ¢ = 1 értéke a lélehtizasnak akkor van, ha egy adott id6 alatt
széllitott répatérfogat megegyezik a széllitott Iétérfogattal. (Répatérfogat alatt
természetesen a szeletnek 1évelkito1tott térfogata, tehat rostszgvet nélkiili térfogat
értendd.) ¢ = 1-nél a (22) egyenletnek u = O kétszeres gydke van. Ebbél lathato,
hogy a ¢ =1 érték Kivételes szerephez jut az egyen- és ellendramd diffuzié
vizsgélatnal, és varhatd, hogy a ¢ = 1 koriili értékekre a difftiziés folyamat
lefolyasa egész mas jellegii legyen, mint az 4ll9, egyendramii vagy 1-t6l lénye-
gesen eltéré lélehtzast ellendramd rendszereknél. (A g = 1 kivételes szerepe
egyébként az 5. abrdbdl is Kkitiinik.)

A gyakorlatban el6fordulé lélehtizésok ellendrami rendszereknél ¢ = 1
kozelébe esnek. Ugyanis, mint ismeretes, ha ¢ << 1, végtelen id6 alatt sem allhat
be teljes koncentraci6 kiegyenlit6dés, viszont ¢ > 1 esetben tiilsagosan sok vizet
kell a nyersléb6l elparologtatnunk, hogy bestiritett cukorszirupot kapjunk.
Ezért ¢ = 1 érték kozelébe esé rendszerekkel bévebben foglalkozunk.

q 1 kozelébe esik

a) Ha q> 1, akkor a yu,-k sorozatanak legkisebb tagjat, u,-et az y = fgu
gorbe 0 < u <™ szakaszanak az y = + ¢ - u egyenessel valé metszéspontja
adja (4. abra). Szemlélet alapjan belathato, hogy u-t ¢ fiilggvényeképpen felfogva
g-nak monoton novekvé fiiggvénye, lim p =0, tehat 1 kozelébe esG g ér-

g1
tékekre u Kkicsi lesz.

Elég kis u, értékekre azonban a (17) és (18) sor tagjai k = 2-t6] kezdve
gyakorlatilag elhanyagolhaték a sor konstans és k = 1-es tagja mellett.

Példaul ¢ = 1,25 ellenaramti cukorkiliigozdsndl mar elég nagy érték.

Erre
T
M 0 y 4845 ,
7T
pe2 2,78
2
Ebbdl (%} == 33. Ennyiszer nagyobb a k = 2-es tag kitevdje a k = 1-es tagé-
1

nal, ami azt eredményezi, hogy a k = 2-es tag 33-szor gyorsabban tart 0-hoz,
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mint a k = 1-es tag. Ezért nagyon kis id6értékektdl, illetdleg nagysagrendben
a cs6hossz 33-adrészétl eltekintve gyakorlatilag a k= 2, 3, 4,... indexi
tagok elhanyagolhaté Kkicsinyek, tigy hogy jo6 kozelitéssel

Co—gco 2¢* —40(&)2t
cH~ —+ e kL 23/
e Paog (qu)*+ (1 —9) 2
ELLS Hi)2
C(t) N CO qCO- + 2 q e—4 D (T) t. /24/

B ke A T e
b) Ha q < 1, akkor (23) és (24) valtozatlanul érvényben marad. Azonban
tekintetbe veend6, mint mar emlitettiik, a tgu = qu egyenlet imaginarius gyoke
is. Jeloljiik ezt u, = iu-sal. Akkor (19) [19a] egyenletiink a kovetkez6kép alakul:
thu = qu.
Ennek egy pozitiv megoldasa van, ha ¢ < I, nincs pozitiv megoldasa, ha ¢ > 1
(5. abra).

. —— — — — — — — — — —— —— —_— — — —— —— —

Y

— e — T e B B R R

5. 4bra.

A (17) és (18) sorok tagjai koziil a k = 1-es exponencidlisan ndvekedd,

minthogy
m?= (0 =—pt,

k=2, 3,4,...-es exponencilisan csokkend tagok. Ezek a tagok anndl lassab-
ban csokkennek (v. 0. 4. dbra), minél kisebb értékii q. Ekkor viszont az exponen-
cidlisan novekedé elsé tag gyorsabban ndvekszik (v. 6. 5. 4bra). Mindenesetre
megallapithat6, hogy megint kis ¢ értékektdl, illet6leg a cs6 elejétdl eltekintve
elhanyagolhatok a k = 2, 3, 4, . .. tagok. A (23) és (24) képlet most is érvényes
marad, csak — u,2 helyébe + u* helyettesitendd.

Hibabecslés

Az egyen- és ellendramu, tovabba az all6 difftiziés rendszer cukorkiltigozasa
vgyanazzal a (17), (18) formuldval adhaté meg. Lattuk, hogy Kis ¢ értékektdl
eitekintve ¢ = 1 koriili értékekre, tovabba a [0<q<1] értékekre, tehat O0-tdl
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kb. 1,4-ig terjed6 lélehizasértékekre j6 kozelitéssel két taggal kozelithetjiik
fiiggvényiinket (23) és (24) szerint.

Semmi nehézséget nem okoz annak a hibanak megbecslése, melyet g
k=2,3,4,... tagok elhanyagoldsa okoz.

Egyszeriiség kedvéért vezessiik be a kdvetkez§ jelléseket :
Cl)=A+q2B e %"

t)=A+ 3 B e
k=1 .

A jobboldali sorok monoton csokkenéek minden nem-negativ f-re. Felirhaték
a kovetkez6é egyenldtlenségek :

0<Ct)— A—qBye—! =¢ 3 Be—e,' <ge—2o $B,°
q : q ~ B

O<ecf)—A—Be®'= ¥ B e—e! <e—ed 3B, .
2 2
Marmost t = O-ra
[o.9]
Co— A—gB, =g f B,

o— A— B, = %"Bk.

Ebbél ¢(f) — A— gBye ol < (Co— A — q B)) ee:1,
Hasonléképpen ¢(f) — A — Bye~ et < (¢ — A— B)) e,
Ha @o-t 0i-hez képest nagynak tételezziik fel (0 < ¢ < 1,4), ¢! mir kis ¢
értékeknél nagyon kicsivé valik, vagyis kozelitéleg
Cit)= A+ ¢B, e,
()= A+ B e (t£0).
Az egyenldség nem all fenn t = O-ra:

lim )y <Co (= A+ q Z By,
zl-l—To ) <cp (=A+ ZBy.

Tehat a koncentrdciék igen rovid idé alatt leesnek C,-rol lim C(f)-re ill.
t—>0

-

1ol lim c(t)-re
t~>0
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Ennek a gyors koncentracidesésnek oka az, hogy kis idGértékeknél a diffiizi6
a szelet hatdrrétege és a 1€ kozti nagy koncentraciokiilonbség miatt ugrasszeriien
csokken, amig a szelet belsejében egy aranylag egyenletesebb eloszlas fel nem 1ép

A Kkezdeti szakaszban a magasabbrendii tagok is erdsen belefolynak
a koncentracidvaltozasba ; a sor rosszul konvergal.

Nevezzitk &ltaldban »kezdeti koncentracidesése-nek a C,-— lim C(f),
t—0

illet6leg ¢, — lim c(f) kifejezéseket.
t—»0

C(f) és c(t) alatt a (23) és (24) szerinti C és ¢ értendd. (Megjegyzendd, hogy az
elnevezés csak 0 << g < 1,4 esetben taldld, egyébként a koncentracidesés nem
gyors.)

(23) és (24) szerint

. 1 , 2q )
C,— lim C()= —(C,— ¢ | -+ J:
0 30 () ( 0 0) q -1 __q (q Hl)z _+_ l—q

g — lim o(f) = — (Cy— ¢p)
t—>0

b 2q J
- .
l—q¢ (Gu)*+1—¢
Ez a kezdeti koncentricidesés jellemzg§ arra a hibdra, melyet akkor kive-
tiink el, ha a (17) és (18) sor helyett csak az egyszerii exponencidlis (23) és (24)

kifejezést vessziik figyelembe. A képlet alapjan kiszamitott koncentracideséseket
q fiiggvényében a [II. mellékletben abrazeltuk.

Co — ¢, azonban ellendrami, 1-nél nem sokkal nagyobb lélehiizasd rend-
szereknél kicsi C,-hoz képest, tehat 1 kozelébe esé lélehuzasoknal valéban
elhanyagolhaté az 4bra szerint a (23) és (24) hasznalatanal elkovetett hiba.
Egyendramu és zart rendszereknél ez mar egyaltalaban nem allithaté.

A kés6bbi exponencidlis tagok azért is elhanyagolhatok ¢ fenti értékeire,
mert az elhanyagolt exponencialis tagok kitevéinek egyiitthatéi nagy abszolit

pontértékd negativ szdmok. A IV. mellékletben az »idédllandék« ardnyat,
2

vagyis ‘lilé -et abrazoltuk ¢ fiiggvényében. Ha ez kicsi, az els§ exponencialis
2
tag szerepe tulnyomd.

A meghatdrozdsa
(23) és (24) szerint
(23a) C(f) = A+ qBe™!,
(24a) cf)y> A+ Beet
alakja van a koncentrécio fiiggvényeknek, (az I indexet B és ¢ melldl elhagytam)
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ahol
4D
0= M (25)
illetéle T 4p —
: e=—"p (26)
(23a) és (24a) segitségével
acC
—— =—qBoeot,
it gbe
C—c=(g—1) Beet
dcC
L S dt q g 4D
€S 1 A= — = = 1 7 2,
&y C—¢ —1 " e
27)
izletileg p= 4 4D
1—q B2

Kellemetlen még, hogy a formuldban g, és u® implicite tartalmazza ¢-t. Ezért
— tekintve, hogy ¢ nem sokkal kiilonbozik 1-t6l, — u,-t Taylor-sorba fejtjiik,
g = 1 koriil ¢ szerint. Az alabbiakban irjunk #; helyett egyszeriien u-t.

w definidlé egyenlete :
Bu=qu

f
Ebbdl ¢ —1= e 1,és a tgu Taylor-sorat y = O hely koriil felhasznélva
2

g— 1= g (1) 2% (2% — DB k2

- (2k)! ’
ahol a B,,-k a Bernoulli-szamokat jeldlik. Innen
i 2 17
I 1 [ 7 X 4 6 . 2
q 3,“ T15'u +—*105,“+ (28)

Az Abel-féle tételt alkalmazva sorok megforditisira, megkapjuk u?nek ¢ —1

szerint halad6 sorat. Az igy kapott sort még 1 szerint haladé sorba rendezve

a kovetkezdé sort kapjuk:

g—1 1 (q~1‘)2 4 (q~1)3 J
231 . = el
I [ g 50 ¢ + 175 | g + (29)
Ezt a sort (27-be) visszahelyettesitve
12D 1 ¢g—1 4 (q—1)\2 ’
A= — 11— —
s w i) 0
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Szerencse, hogy ez a sor lényegesen jobban kozelithetd elsé tagjaival,
mint a ¢— 1 hatvédnyai szerint haladé sorfejtés. Ezért j6 kozelitéssel igaz
2 elsé kozelité formuldja :

12D

- P

A (30a)
Ez a formula megegyezik az I. Magyar Matematikai Kongresszuson levezetett
értékkel.
g=1

Teljesség kedvéért kiilon foglalkozunk ¢ =1 esettel, mely mint mon-
dottuk, kivételes szerepet tolt be az egyen- és ellenaramu rendszerek kozott.

g = l-re (23) és (24) értelmetlenné valik. Ezéit ki kell hasznalnunk, hogy
C és ¢ a g folytonos fiiggvényei, tehat

lim C(t) = [C()]4=1 » @31
finl () = [e(® o= - (32)

Felhasznalva #? fent kozolt végtelen sorat, a hatarérték egyszerti eszko-
z6kkel kiszamithato :

€O = Co—Co—cl =i |t=Co —5Co—e)—2Co—ct ¥
O =co—C—c) |[f— 7 |t=e = Feo—cp—rc—e. @Y

Az osszefiiggésbdl lim C(f) = C, — _15 (C,—c,), tehat a koncentracio-fiigg-

t—o0

1
vények jobboldali hatarértéke 5 (Co— ¢o)-lal kisebb a kezdeti koncentraciok-

1
nal, azazE (Cy—c¢,) koncentracidesés 1ép fel.

Elvileg ez a koncentrécidesés a végtelen sor k=2, 3, 4,... tagjainak
egyiittes értékével egyenld ¢ = 0-nal, €s azért esik le hirtelen a koncentracid,
mert ezek a tagok k novelésével gyorsan tartanak 0-hoz, tehat gyorsan helyreall

aC
a g = — 4 (C—c) egyenlet érvénye.

A gyakorlatban Cy—c, nem szokott C, 15--209%,-4ndl tébb lenni, és igy
1
az 3 (Co—¢,) tag Kicsi a Cy mellett. Egyébként is, amennyiben a kiltigozas sorba-

kapcsolt diffuzérokben torténik, a legnagyobb koncentracidju diffuzérben kisebb
a héfok, azonkiviil az 4dramlés irdnya megfordul a diffuzdér lagzdévizzel vald

11 Matematikai és Természettudomanyi Osztalyanak Kozleménye. III. o.
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feitoltésének id6tartaméra. Ebbél kifoly6lag a kisérletek tanisaga szerint a
lékoncentracié valtozasanak gorbéje nem exponencidlis, elméleti eredményeink
erre az aranylag rovid kezdeti szakaszra nem alkalmazhaték. Ezért az
+(Cy—¢,) koncentracioesést kisérletileg igazolni nagyon nehéz volna.

A (33) és (34) képletek levezethetdk — ha az Y/, (Co—¢,) tagot elhanyagol-
juk — a (12) és (13) egyenletbdl nyert képlettel.

Hasonloképpen g <1 és ¢ > 1 esetben is a kezdeti kis koncentracidesés
elhanyagolasa utan képleteink megegyeznek a (14) és (15) képlettel. Tehat
a (14), (15) képletek eredményeink elsé kozelitéseképpen foghatok fel, ha
0<g<i14.

Egybevetés Szilin és Dronov eredményeivel
A (10) képlet alapjan Szilin I/,-es »diffiiziés utjavale szamitott A érték

2= 8D

[2
szemben a (30a)-ban levezetett elsé kozelitd
1= 12D

lZ

értékkel.

Ez azt jelenti, hogy a »diffuziés tit« hosszat elvi szempontbdl helyesen
I/, helyett I/;-nak kellene venni. Vagy tekintetbevéve, hogy téglalap kereszt-
metszet szeletnél 1 cm3 térfogatra még nagyobb felszin jut, mint planparalell
lemez alakd szeletnél, még kisebbnek.

Feltehet6, hogy Dronov a Szilin-féle hipotézis alapjan szamitotta ki a
molekularis difftizio-allandé mérhet6 értékébdl és az altalanos diffizidallandonak
az iizemi ellendramu gorbébdl visszaszdmithatd értékébdl a 1€ »konvekcids«
diffuziéallandojat, g-t.

Sajnos, a molekuldris diffiziéalland6 értékeit Dromov nem adta meg.
Ezért feltételezve, hogy g értékét a molekuldris és az altaldnos diffizidegyiitt-

hat6bdl szdmitotta, visszafelé kiszamitottuk azokat a # -ket, melyek D, és g
kozolt értékével kielégitik a (11a) egyenletet. A (11a) egyenlet szerint
r_1
B D
Ha a (30a) szerinti levezetett 4 értéket és az ebbdl folyd 61 diffuzids tthosszt

fogadjuk el helyesnek, akkor Dronov g allandéjanak értéke a kovetkezGképpen
modosul :

I
-1 35
* D, &D° (39)




Vagyis

A 2. tablazatban feltiintettiik a Dronov altal k6zolt értékek mellett vissza-

ELLENARAMU DIFFUZIOS RENDSZEREKROL

g* < B.

felé kiszamitott értékeit, tovabba a (35) szerinti értéket is.

4D/l
. . (11a)-val *
Kisérletek szama V cm/sec Dy vissza- (Dronov sz.) : (35) szerint
szamitva
1. kisérlet ......... 0,307 1,112 1,847 2,795 1,867
2, kisériet ......... 0,201 1,012 1,754 2,392 1,644
3. kisérlet ......... 0,154 0,927 1,787 1,926 1,417

Dronov hangstlyozni kivanta a szeletek kozott megtapadé 1€ diffiizids
ellenallasanak szerepét. Eredményiink ezt a nézetet még jobban alatdmasztja
az altala mért kicsiny sebességeknél.

Az ismertetett elméleti eredmények kisérleti vizsgalatarél a Cukoripari
Kutatéintézet kizremiikddésével késébbi cikkben lesz sz6. Végiil koszonetet kell
mondanom a Cukoripari Kutatéintézet dolgozdéinak, hogy elméleti és kisérleti
téren egyarant segitségemre voltak a diffiiziés jelenségek tanulmanyozasaban,
a sziikséges irodalmat rendelkezésemre bocsatottak ; el6adasom kisér§ abrait is
részben 6k bocsatottak rendelkezésemre.

Magyar Tudomdnyos Akadémia,
Alkalmazott Matematikai Intézele.
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