A VARIACIOSZAMITAS ES TENZORKALKULUS
FIZIKAI ALKALMAZASAI

NOVOBATZKY KAROLY r. tag
Elfadta az 7950. november 30-dn tartott osztdlyiilésen

A fizika szamos fejezetében kettds tagozédés észlelhets. A probléma egy-
felgl az egyensiily feltételeinek meghatdrozasa, masfel6l a természeti torténés
torvényszerii leirdsa. Ez a két feladat matematikai mddszereiben jellemzgen
kiilonbozik egymastél. Az egyensily feltételeit rendszerint egy fiiggvény szélsd
értéke szabja meg. Ez a mechanikai sztatikdban a rendszer potencialis energiaja-
nak minimuma, az elektrosztatikdban a Thomson-féle tétel szerint ugyancsak
az elektrosztatikai energia minimuma, a termodinamikdban, melynek talalébb
neve termosztatika volna, az entrdpia, vagy termodinamikai potencial maximuma,

Egészen masképpen all a helyzet, amikor jelenségek iddbeli lefolyasanak
leirasardl van szé. A differencidlegyenletek, melyek a fizikai mennyiségek id6-
fiiggését jellemzik, nem valamely fiiggvény, hanem egy hatdrozott integral
extrémumfeltételeib6] szarmaznak, Euler-féle egyenletei egy variacids problé-
manak. Elég futélag atlapozni valamely modern fizikai kompendiumot, hogy
meggy6z6djiink réla, mennyire centrdlis médszere a variadcidszamitds a mai
elméleti fizikanak. Espedig kettfs értelemben : ugy is, mint kutaté médszer,
ugy is, mint paratlan Osszefoglalé képességii kalkulus. Ha az elméleti fizikus
olyan helyzetbe keriilne, hogy hidnyos emlékezetét semmiféle kézikdnyv nem
tamogatnd, akkor is kénnyen reprodukdlhatnd a kérdéses fizikai fejezet
minden mennyiségi vonatkozdsat az oOsszes részletfinomsagokkal egyiitt, ha
egyetlenegy kifejezést emlékezetében tartott: a fejezet Lagrange-fiiggvényét.
Csodalatos és mindmaig meg nem indokolhaté tény, hogy a klasszikus és rela-
tivisztikus mechanika, az elektromagneses tér, a skaldr- és vektormezontér,
az elektron- €s gravitacios-tér differencidlegyenletei egy-egy varidciés probléma
Euler-féle egyenleteiként adddnak.

Legismertebb a mechanika esete. Ha valamely rendszer altalanos
koordinatait q,, ¢s, . . . -vel jeldljiik, id6szerinti differencidlhanyadosaikat pedig
¢, Gz - - --vel, akkor a mechanikai mozgasegyenletek pontos ekvivalensek azzal
a kovetelménnyel, hogy a kovetkezé integrdl

fy

l=JL(q1, Qoo v @y Gul) ... dt
L

stacionér értéket vegyen fel. Az L Lagrange-fiiggvény a kiasszikus mechanika-
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ban végig a rendszer kinetikai és potencialis energidjanak kiilonbsége :

L=T—V.
A problémab¢l eredé Euler-egyenletek :
aL d oL
0 dt

és ezek csakugyan azonosak a dinamikai meggondoldsokbol adédé G. n. masod-
faju Lagrange-féle mozgasegyenletekkel. A variaciét allandé integralhatarok
mellett kell keresztiilvinni. Jellemz§ és a felsorolt tereknél folyton megismétl6do
jelenség, hogy az alapvetd Lagrange-fiiggvénynek kozvetlen fizikai jelentése
nincs. Igy pl. az elektromagneses tér esetében a Lagrange-fiiggvény az ‘elektro-
mos és mégneses energiasiirtiség kiilonbsége, holott Gsszegiiknek volna kézzel-
foghatd fizikai jelentése. Ugyancsak altalanos vonds, hogy a vazolt esetekben
az integral szélsG értékének természete, vagy létezése, egydltalan nem érdekli
a fizikust. Masképpen all a helyzet specidlis problémék megoldasandl. Ott a
masodik variacié definit vagy indefinit jellege lényeges szerepet jatszik.

Az Aaltaldnos relativitds elméletének megalkotdsaval a varidciészamitas
fontossaga er6sen megnévekedett. Ez az elmélet dj g,, (xy, X, X3, X,) fiiggvé-
nyeket vezet be, melyek egyiitthatéi a tér ivelemnégyzetének :

d82 == Zzgik dx, dxk.

A g, mennyiségek a gravitdcids teret jellemzik és mdasodrendd parcialis dit-
ferencidlegyenletek 4altal vannak meghatdrozva. Nevezetes, hogy ezeket az
Einstein-féle gravitaciés egyenleteket ugyancsak varidciés elv szolgéltatja.
De fizikai szempontb6l sokkal fontosabb a kévetkezé tény : most mar az alta-
lanos kovariancia kovetelményének megfeleléen pl. az elektromagneses tér
Lagrange-fiiggvényét mint invarianst, a szigortian vett elektromagneses mennyi-
ségeken kiviil, a g;,-bél is fel kell épiteni. A feladat nem nehéz, hiszen lényegé-
ben semmi mast nem jelent, mint L-t 4italanos koordinatakban felirni. A g;,-k
variacidja alkalmabdl L tizenhattagu Osszeget ad, mely ilyen alakii: &L =
= 2 X T;, 68, Nagy horderejii koriilmény, hogy ezeknek a T, koefficiensek-
nek elsérendd fizikai jelentésiik van. Jelentik sorban az elektromagneses tér
energidjat, harom impulzuskomponensét és a Maxwell-féle fesziiltségeket.
Tovabbmenden ezeknek a komponenseknek a divergencidja a Lorentz-féle
ponderomotoros er6t adja. Gondoljuk meg, milyen faradsédgos fizikai meg-
gondoldsok ttjan jutott el Maxwell az energia és a fesziiltségek analitikai
kifejezéseihez, milyen mély elmeriilés vezetett a Poynting-féle vektor fogalmi
megkonstrudlasahoz, most pedig egyszerdi varidciés formalizmus megengedi,
hogy jatszva alkossuk meg ezeket a fontos fizikai mennyiségeket. Ha egy
elméleti fizikus szellemesen el akarna szdrakozni, iréasztala mellett iilve, kol-
tott Lagrange-fiiggvényb6l megalkothatnad egy lehetséges erdtérnek nemcsak
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differencialegyenleteit, hanem Osszes fontos fizikai mennyiségeit. Olyan tisztan
latna bele ebbe a koltott vildgba, mintha valésdgban elGtte dllana. Ez termé-
szetesen csak jaték volna, de vilagosan megmutatja a variaciés modszer heurisz-
tikus erejét. [gy pl. mikor Proca mélyrehaté meggondolasok alapjan megalkotta
a ma annyira fontos mezontér Lagrange-fiiggvényét, mar tulajdonképpen
készen is volt feladataval. Nem kellett végig jarnia el6dei faradsagos utjat,
formalis eljarassal meghatdrozhatta ennek az erétérnek minden jellegzetes
mennyiségét. Einstein és Schrodinger, akik hisznek a gravitdcié és elektroméag-
nesség szerves egységében, hosszii évek 6ta a varidciés mddszerrel folytatjak
kutatasaikat.

Ismeretes, hogy a mechanikdnak és az eréterek elméletének legfontosabb
és leggyakrabban felhasznalt tételei az energia és impulzus megmaradasa.
szolgaltatja. A gondolatmenet igen egyszerdi. Tekintettel arra, hogy az
I = { L dx, dx, dx; dx, altalanos hatéasintegral feltétel szerint invaridns, egy
x; = X; + &; infinitezimdlis transzformacio, hol &; végtelen Kicsiny, tény-
leges valtozast nem idézhet el6 benne. Formalis valtozasok azonban a transz-
formaci6 végrehajtasa alkalmaval igenis fellépnek. Magatol értet6dd tehat,
hogy ezek a valtozasok azonosan zérusok, ha [ invaridns. Rendkiviil érdekes,
hogy az igy kapott négy azonossag éppen az energia és impulzus megmaraddsat
fejezi ki. A transzformaci6 keresztiilvitele adott esetben nem éppen egyszerii
feladat. A varidciészamitds azonban itt is segitségiinkre siet, és a hosszadal-
mas szamitdst sima alakisagga valtoztatja.

Maga a kanonikus elmélet, mely kiilonosen az tjabb idében a kvantum-
eimélettel kapcsolatban egészen kiilonleges fontossdgra tett szert, ugyancsak
kozvetlen dosszefiiggésben 4ll a varidcidszamitdssal. Egyfeldl azért, mert a
Lagrange-fiiggvénybdl >zdrmazé Euler-egyenletek egyszer(i Legendre-transz-
formacidval atmennek a kanonikus egyenletekbe, masfell maguk is Euler-
egyenletei egy masik variaciés problémanak.

Végiil feltétleniil fel kell emlitenem a variaciészdmitas 1. n. hatérfor-
muldjanak nevezetes fizikai szerepét. Egyszeriiség ked véért ismét a mechanika
esetére szoritkozom. Ha a hatasintegral kifejezésében az integrdl hatarait
nem tekintjitkk valtozatlanoknak, hanem magat f-t, a fiiggetlen valtozét is
varialjuk, akkor &7 kifejezése valamivel komplikaltabb lesz. A jol ismert

t2
51 = | 2L 50, a1
n 9q;

kifejezéshez hozzajarul még a kovetkezd:
—H ot+py 0q1 + pedga+ ...

Itt H jelenti a mechanikai rendszer Hamilton-fiiggvényét, p;, po, . .. 2 ¢y, Gy + « =
nek megfelel6 kanonikus impulzusokat. Ez a hatarformula szolgal most a
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kanonikusan konjugalt mennyiségek definicidjaul. A 4§q, egyliitthatéja p,,
a ¢,-hez rendelt kanonikus impulzus. De épp oly jogosan megéllapithatjuk
Pauli tiltakozasa ellenére, hogy a t iddnek konjugaltja a — H. Ennek pedig
a kvantumelméletben fontos kdvetkezménye van. Ez az elmélet a kanonikus

a
konjugaltakat differencidloperatorokkal azonositja. Igy a p,-t a?;q—-vel, po-t
1
2 2
?ﬁ-vel stb. Ennélfogva a ! idének konjugaltjat, — H-t a ?;-vel kell azono-
2
sitani. De tudvalevéleg a H Hamilton-fiijggvényt a ¢, koordinatakkal és a p;

impulzusokkal is ki tudjuk fejezni: — H = — H (g, p;). A két operédtor

megkovetelt egyenlségeébdl kovetkezik tehat, hogy mindkett6 csak olyan
2

v (1 go, - . ) fiiggvényekre alkalmazhat6, melyekre fennall a ? (t;tﬁ = — Hy»

vagy BT %% + H vy = 0 egyenldség. Ez a kvantummechanika j6l ismert hulldm-
egyenlete. Kiilonos, hogy a vazolt leszdrmaztatdsra az irodalom nem utal.
Kiemelendd, hogy a kanonikus egyenletek nem definialjak f-t és H-t konjugalt
parnak, ott ugyanis az eldjelek nem vagnak. A definiciét csak a variaciészamitas
hatarformulajara lehet alapitani. Az erfterek négydimenzids elméletében
egészen hasonléan megéllapithatjuk az xi, x,, X3, x, fiiggetlen valtozok kon-
jugdlt tarsait, €s ugyancsak levonhatjuk a kvantumelméleti kovetkezményeket.

A variaciészamitds mddszerei nélkiil a klasszikus és a kvantumfizika is
nehezen hozzaférhetd, mddszertanilag széthulld diszciplindkbol allna.

A tenzorkalkulushoz is megadja az atvezet6 hidat. Hiszen az els6 variaci6
két végteleniil szomszédos vonalhoz vagy feliilethez tartozé integrélértékek
kiilonbsége, és mint ilyen, fiiggetlen minden koordinatarendszertél. A vonat-
koztaté rendszert6l fiiggetleniil értelmezhet6 mennyiségeket altaldban ten-
zoroknak szoktuk nevezni, és ebbe a fogalomcsoportba beletartozik a vektor
és a skalar is. A vektor miniatiir hasonmdsa a koordinatadifferencidlok altal
megadott iranyitott ivelem. Eppen ezért a vektort tgy is definidljuk, hogy
komponensei tgy transzformdlédnak, mint a koordinatadifferencidlok : v; ~
dx;. Ennek mintdjara a kétindexes tenzort is igy hatérozzuk meg: olyan
mennyiség, melynek T, komponense ugy transzformdlédik, mint a dx; dx,
szorzat. A definicid kovetkezménye, hogy a transzformdlt komponensek az
eredetieknek linearis forméi: T, = XXa,Tw. Az a kijelentés tehat, hogy
egy tenzor komponensei egy koordinatarendszerben 0-ok, azt jelenti, hogy min-
den mas koordinatarendszerben is azok. A kijelentés minden vonatkoztato
rendszertdl fliggetlen. Az altaldnos relativitas elméletének egyik szép alkotasa,
hogy kimutatta: minden fizikai mennyiség transzforméciés tulajdonsédganal
fogva skalar, vektor, vagy tébbindexes tenzor, melynek lehetnek még specialis
szimmetriatulajdonsagai. (Ujabb felismerés a szpinor.) [gy pl. az elektromos
és magneses térergsség harom-harom komponense ugy transzformalodik, mint




172 NOVOBATZKY KAROLY

egy antiszimmetrikus tenzor. A legegyszer(ibb ilyen tenzort egy vektornak
a rotacidja szolgaltatja. Es valoban kitiint, hogy az elektromagneses térerfsség
a négyes potencidlnak a rotdciéja. Nem &llhatom meg, hogy rd ne mutassak
ennek a Kijelentésnek az Oriasi horderejére. Ez az egyszeri mondat magaban
foglalja az indukcid egész jelenségkorét, mai elektrotechnikdnk alfdjat és
omegajat. Ez a formalis kijelentés Osszesiti Faraday sokévi dramai kutaté-
harcanak eredményét, s6t megtoldja még azzal, hogy valédi méagnesség nincs.
Matematikailag jobban athatni egy jelenségkort, eredményeit tomdrebben
Osszefoglalni mar igazdn nem lehet.

A relativitds elmélete azonban egy masik koveteléssel is elall. Ismere-
tes, hogy a fizikai elméleteket differencidlegyenletrendszerek irjak le. Gon-
doljuk ezeket zérusra redukait alakban. Exakt elmélet esetében a baloldalak-
nak tenzorkomponenseknek kell lenniok. PL. Ty = 0. Ugyanis ekkor az elébb
mondottak szerint egy masik koordindtarendszerben ugyancsak igy hangzanak :

Ty = 0. Ez a koriilmény évtizedeken &t szuggesztiv hatassal volt a spekulativ
kutatasra. Gondoljuk el pl., hogy némi tapogatédzassal sikeriilt megallapita-
nunk, hogy egy jelenségkorben fellép6 mennyiségek milyen jellegli tenzorok.
A reajuk vonatkozé természettGrvények baloldalai tehat az el6bbiek szerint
nem lehetnek masok, mint beldliik képezett ujabb tenzorok. Nem kell mast
tenniink, mint — a tenzoralgebra és tenzoranalizis kitlinden kidolgozott mod-
szereit igénybe véve — a térmennyiségek tenzoraibol tijabb tenzorokat alkotni
¢s ezeket a téregyenletek baloldalainak tekinteni. De a fak nem nének az égig.
A kapott differencidlegyenletek legtébbszoér oly komplikaltak, hogy meg-
oldasuk nem sikeriil. Pedig csak igy valnék lehetévé a tapasztalattal valé
osszehasonlitdsuk. A médszer néhany esetben mégis megmutatta rendkiviili
teljesit6képességét. Igy sziilettek meg az Einstein-féle gravitacids egyenletek,
a Dirac-féle elektronegyenlet és a Proca-féle mezonegyenletek. A modszer
jelentdsége éppen napjainkban ébredt fel 1jbél, mikor az elméleti fizikusok
igyekezete arra irdnyul, hogy szingularitdsoktél mentes kvantumelméletet
épitsenek ki. Ennek a faradsagos munkdnak elsé eredményeként elkdnyvel-
hetjiik, hogy Tomonaganak és Schwingernek sikeriilt mind a csererelaciokat,
mind a hulldimegyenletet szembeszokden kovaridns alakra hozni. Meg vagyok
gy6z8dve, hogy az ut faradsagosabb mdsodik szakaszidn a tenzorkalkulus
ugyancsak jelent8s szerepet fog jatszani.

Budapesti Edtvis Lordnd Tudomdnyegyetem,
Fizikai Intézete,
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