HARMADFOKU SZEKULARIS EGYENLETEK KOZELITO
MEGOLDASANAK FIZIKAI ALKALMAZASAL

KOVACS ISTVAN lev. tag
Elbadta az 71950. november 30-dn tartolt osztdlyiilésen

1. § Ismeretes, hogy a fizikai problémdk kvantummechanikai targya-
lasara felallitott Schrodinger-féle differencidlegyenletek matematikailag exakt
modon csak néhany specidlis esetben oldhaték meg. Olyan esetben, mikor az
exakt megoldas nem lehetséges, tigy jarunk el, hogy konstrualunk egy az eredeti
egyenlettdl lehetGleg kevéssé eltérd, de matematikailag exakt mddon kezelhet6
masik egyenletet, s ennek megoldasait, valamint a megoldasokhoz tartozé
sajatértékeket az eredeti egyenlet megoldasai (vagyis sajatfiiggvényei) és sajat-
értékei (vagyis energiaértékei) nulladik kozelitéseinek tekintjiik. Ez utébbi
sajatfiiggvényeket és energiaértékeket a megoldanddé probléma perturbélatlan
sajatfiiggvényeinek és perturbalatlan energiaértékeinek nevezziik. A konkrét
fizikai problémara felallitott és exakt médon meg nem oldhaté hullamegyenlet
sajatfiiggvényeit és energiaértékeit azutan — a perturbalatlan értékeknek
kiindulépontul valasztisa mellett — az elhanyagolt tagoknak a kvantum-
mechanikai perturbaciészamités szerint vald figyelembevételével szamitjuk Kki.
Ez az eljaras sok esetben a perturbdlt energiaértékek kiszamitasara egy szeku-
laris egyenlethez vezet, melynek diagondlisdban az emlitett nulladik kozeli-
tésti perturbélatlan energiaértékek, egyéb helyein pedig a hullimegyenletben
elhanyagolt tagok és a perturbdlatlan sajatfiiggvények segitségével kiszamit-
haté 1. n. perturbaciés matrix elemei allanak. Mind a perturbalatlan energia-
értékek, mind pedig a perturbdciés matrix-elemek kiilonbdz6 paraméterek
fiiggvényei lehetnek ugy, hogy a szekuldris egyenlet megolddsa nem egyetlen
numerikus egyenlet megolddsdnak probléméja. A f6kérdés, amire a megoldas-
nal kivancsiak vagyunk, az, hogy a megoldasok milyen fiiggvényei azoknak
a paramétereknek, melyekt6l a perturbalatlan energidk és a perturbacids
matrix elemei, mas széval a szekuldris egyenlet egyiitthatoi fiiggnek.

A probléma igen egyszer(i akkor, amikor a szekuldris egyenlet masod-
fokii : ilyenkor az exakt megoldas jol attekinthetd médon, egyszerii zart alak-
ban adhaté meg. Bonyolédik a helyzet azonban, amikor masodfokdnal maga-
sabb fokszamu egyenlet &ll elgttiink. Ilyenkor a legtobb esetben exakt meg-
oldés nem is adhaté meg, amikor pedig megadhaté (mint harmad- és negyed-
foku egyenlet esetében), akkor ez a megoldas olyan bonyoluit, hogy a fizikus
gyakorlatilag nem is tudja felhasznélni. Ilyenkor inkdbb megelégsziink koze-
litd megoldasokkal, csak hogy tovabbi kovetkeztetésekre alkalmas formulat
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nyerjiink. Ezek a kozelitések azonban tébbnyire a vizsgdlt probléma sajatos
természetéhez hozzaidomitott »ad hoc« megoldasok voltak, és éppen ezért
alkalmazasuk csak olyan, vagy hasonlé esetekben volt lehetséges, amelyekre
éppen késziiltek, kielégité eredményekre azonban itt sem vezettekl.

Kivanatosnak latszott tehat — legalabb is harmadfokd szekularis egyen-
let esetében — olyan &ltaldnos megoldast keresni, amely egyrészt nem fiigg
a targyalt probléma sajatos természetétsl, masrészt pedig pontossiga tetszés-
szerinti modon fokozhatd, mas széval az exakt megoldast tetszés szerint meg-
kozelitd, ugyanakkor azonban a fizikus szamara mégis kdénnyen Kkezelhetd
kifejezéseket ad. :

2. § Altaldnos megoldds. A harmadfokd szekularis egyenlet megoldasat
az eddigiekben ugy szoktdk megkeriilni, hogy tdbbé-kevésbbé indokolt elha-
nyagolasokkal masodfoki egyenletre vezetik vissza, melynek megoldasa azutan
zart alakban adhat6é meg, vagy pedig bizonyos paraméterek szerint sorbafejtik.
Az ilyen sorfejtés pontossiga a paraméterek Kkiilonbozé értékénél mas
€s mas, és vannak olyan tartoményok, ahol egyaltaldban nem hasznalhato.
Ebben a munkdban a harmadfokt szekuldris egyenlet megoldasara olyan sor-
fejtést fogunk alkalmazni %, amely a paraméterek kiiloinb6z6 értékeinél is
kielégit6 kozelitést ad.

A szekulaiis egyenlet altalanos alakja:

WI_W H12 H13
Hyy Wo—W Hyg =0 (1
H31 Haz Wa—W I{
ahol H; = H*,. Helyettesitsiik be a gyokok helyébe a kovetkezd kifejezést
W, +W,+W
W=w-L _Q%J (2

Ezzel kettds célt ériink el: egyfel6l azt, hogy a szekuldris determindnsban
a perturbalatlan értékeknek csak a kiilonbségei fordulnak eld, masfel§l pedig
azt, hogy a kifejtett harmadfokd egyenletben masodfokii tag nem szerepel.

fgy nyerjiik, hogy

i (Wi + W) —w 1H12 His
( Hy 7 (Wog+ Wy )—w . Hy, =0, &)
} Hgy Hs, (Wa + Wa) —w
ahol
Wa=W,—W, 4

A determinans kifejtése utan egyenletiink a kévetkez$ alakot &lti :

wi—aw+b=0 ©)
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a= E[W%-{—’Hm

- 2{[(% 'l
(i,k,1) =(1,2,3) (2,3,1) (3,1,2)

és R(H,H,H;) a Hy Hy Hy; szorzat redlis részét jelenti.

2 ] (k) = (1,2), @3), G.1)

}( Wy + W,k) —2R (H,k HyH), )} (6)

Tegyiik fel, hogy ()
(o]
w= D W, )", b b="by ®)

Behelyettesitve ezen értékeket (5)-be, a megoldandé harmadfokil egyenlet
y polinomjava alakul at:

[e2] n n-k
SIS Swaomm—an| v +uy-0 ©

n=o0 k=0 I=0

Ez az egyenldség y minden értékénél csak akkor lehet zérus, ha y minden hat-
vanyanak egyiitthat6ja kiilon-kiilon eltiinik. E feltételek rekurziés formuldkra
vezetnek, melyekbol

W, = +g 1 )"2n (_n:%) a%(;%l)

N AR F: N L)t GO
a

Wy = _5__2%(”_ )—_—(3[’)1?1)

A (10) sor konvergencidjanak vizsgalata aZt mutatja, hogy a sor akkor és csak
akkor konvergens, ha
s
3 < an
2 * T
a ’

Szekularis egyenlet esetében ez a feltétel mindig ki van elégitve, mivel (11)
identikus a

—r _

4 27 (12
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egyenlGtlenséggel, amely a gyokok valdés voltanak feltétele. Szekularis egyen-
letnek pedig, mint ismeretes, csak valés megolddsai vannak. A (10) sor tehat
szekularis egyenlet esetében mindig konvergens.

Megtartva (10)-nek az elsé két tagjat, és felhasznalva a (6) és a (2) egyen-
letet, a kiinduldsul szolgélé (1) szekuldris egyenlet kozelitd megoldaséra a
kovetkez§ kifejezések adédnak :

2

it S-S
;{[(W" +~H,k w,,+w,k) 2R(H,~,‘H,‘,H,,-)}
3 [ ]

Wy =3 2 W+
S o

ikl

|-

A

-

w,,~+ w,k) — 2R (HyHy H,.-) } (13)

Z (%]

-+

ik

R

ikl

2}~
(Wit wa) o (arnar,)
2[ 6’3k

ik

ik

ahol (i, k, Iy = (1,2, 3), (2,3, 1), 3, 1,2) lehet.

Ezen altalanos formuldk a targyalt probléma specidlis természetétil
fiiggetlenek, ami nemcsak a levezetésbdl tiinik ki, hanem az egyes determinans
elemeknek a formuldkban valé szimmetrikus eléforduldsabol is; a formulak-
ban semmiféle kélcsonhatdst nem tiintettiink ki. A formuldk pontossiga
tovabbi tagok figyelembevételével tetszés szerinti médon fokozhaté. Ha a (13)
formuldkat valdban ij tagokkal 6hajtjuk kiegésziteni, nem kell dj kifejezéseket
kiszdmitani : az Gjabb tagok szdmlaléjaban és nevezdjében ugyanazok a kifeje-
zések fordulnak el6, mint a (13) formula utolsé tagjaban, csak mas kitevével
és mas numerikus faktorral.
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Az igy nyert megoldasrél kénnyen ki lehet mutatni, hogy az nem mas,
mint a harmadfokd egyenlet trigonometrikus megolddsénak Mac—Laurin-
sora.? Az itt kozolt eljards azonban minden tovabbi nélkiil alkalmazhatd
magasabb fokszamii 4ltalanos egyenletek esetére is, ahol mar a trigonometrikus
megoldasok nincsenek.2* Magasabb fokszamt egyenleteknél esetenként kell eldon-
teni, miszerint fejtsiink sorba ahhoz, hogy a nyert rekurzids egyenletek egy-

W

J

1. abra.
A perturbélatlan termek menete két atmetszési pont esetén.
szertien megoldhaték legyenek. Negyedfokii egyenlet eseténél pl. az els6foku
tag egyiitthatéja mutatkozik e célra legmegfelelbbnek.

3. §. Alkalmazdsok. A (13) megoldasok alkalmazhatésagéat egy molekula-
spektroszkopiai példan fogjuk illusztralni, ahol a harom perturbélatlan term
és a matrix-elemek a J rotaciés kvantumszam fiiggvényei. A példa arra is alkal-
mas lesz, hogy az eddig hasznélt eljarasok hatranyait bemutassuk. Tekintsiik
azt az esetet, amikor ugyanazon multiplett-term két komponensét egy har-
madik tetszés szerint futé term perturbélja. (l. 1.4bra) Ilyen probléma lép fel
tobbek ko6zott példaul a 1I7 —3X*t perturbaciéndl az azonos szimmetridju
komponensek koz6tt. Ebben az esetben a szekularis egyenlet alakja a kovetkezo:

Wi—W Hy,  Hy
Hy  We—W 0 =0 (14)
Hgy 0 W—W
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Az eddigiekben szokasos legegyszer(ibb megold4si mddszer abban Aallt,
hogy a (W,, W,) atmetszés kornyezetében a H,; matrixelemet, a (W,, W)
atmetszés kornyezetében a Hy, matrixelemet elhanyagoljuk. gy a perturbalt
termek értékei az elsd, illetve a masodik atmetszés helye kornyezetében elsé
kozelitésben egy-egy masodfokii egyenlet megolddsabdl adédnak.® Lesz téhat

W _w;-+Wk_V Wic)?
Wkl T 2 + ( 2 ) +

2
Hik

(i,k) = (1,2)ill. (3,1) (15)

Ezek a viszonylag egyszer(i megolddsok azonban nem minden helyen
adnak jo kozelitést. Tovabba, ha a két dtmetszési hely egymaéshoz kozel fekszik,

W

J
2. é4bra.
A perturbalt termek menete a (15) formuldk szerint. W/, ill. W/, termek a (15)
formuldkbdl adod6 W’, értékeknek felelnek meg, ha ott + ill. — eiGjeleket vessziik
figyelembe. -

a (15) kifejezések a kozbens6 tartomanyban egyéltaldban nem hasznalhatok,
mert az elhanyagoldsok, amelyek alapjan e kifejezéseket nyertiik, ott nincse-
nek megengedve. A W, termek menetét a (15) formula alapjan a masodik dbréan
sematikusan é&brézoltuk.

Léathat6, hogy a W, és a W, gorbék nem futnak Gssze egyetlen gorbébe,
ami azt eredményezi, hogy a két atmetszés kozotti tartomanyban a perturbalt
termre két értéket is kapunk, melyek koziil bizonyos ,hogy egyik sem j6. Mindez
egybehangzdsban van a kozbens6 tartomanyt illet6 fenti megjegyzésiinkkel.

A harmadfokd szekuldris egyenletet még més mddon is visszavezethet-
jlik mésodfokira. Jobb kozelitést érhetiink ugyanis el, ha az dsszes matrix-
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elemet megtartjuk ugyan, de kozelitéleg W,—W helyett W;—W,-et irunk a
(W, W,) atmetszés helye kornyékén, illetve W,—W helyett W,—W-et irunk
a (W,, W,) atmetszés helye kornyékén.

Ez a modszer még tovabb finomithaté olymddon, hogy W értékét min-
dig azon W, értékkel pétoljuk, amelyr6él mar elére tudjuk, hogy a keresett
W értékhez a legkozelebb esik.* W értéke tehat az atmetszés helye el6tt és
utan mindig méas és mas értékkel helyettesitends. [gy nyerjiik a kovetkezo
kozelité megoldasokat :

W'i_Wi+Wk_IHil |2—-—V[Wki n | Hu IZ}Z H 2
W 2 2Wy + 2 2wy, |+

ahol (i, k, ) = (1,2, 3). Ha (i, k, ) = (1, 3, 2), akkor a F jel 4 jellel p6tlandd.
Aszerint, hogy a perturbalt term W, ill. W,-hoz fekszik kozelebb, r =i ill. k.

Ennek az eljdrdsnak két hatrdnya van: elfszor is nyolc formulat ad,
melyek koziil a perturbéci6 kiilonb6zé tartomanyaiban mindig a harom leg-
jobbat kell kivalasztanunk, masfel6]l ehhez a kivalasztashoz a perturbalt term
menetének elfzetes ismerete sziikséges, amit pedig éppen a (14) egyenlet meg-
old4sabél kell kapnunk. Megtehetjiitk azt is, hogy éallandéan r = i-t irunk,
ekkor csak négy formuldt kapunk, azonban az igy nyert formuldk kevésbbé
alkalmasak a hasznalatra, mivel szingularitdsok (pdlusok) lépnek fel, ami a
szingularis helyekt6l még viszonylag nagy t4volsagban is csokkenti a pon-
tossagot.

Egy harmadik megoldasi médszer abban all, hogy egyenletiinket az algeb-
rai egyenletek megoldasara szolgdlé jolismert Newton—Fourier-médszer alap-
jan targyaljuk, azzal a kiilonbséggel, hogy a kézelit§ gorbéiil szolgalé érinték
helyett minden gyokre egy oszkulalé parabolat alkalmazunk.? Ha a szokésos
modon érintdket alkalmaznank, akkor a Schridinger-féle perturbéciés formula
masodik kozelitését kapnok, amely, mint ismeretes, éppen olyan esetekben
mondja fel a szolgalatot, amikor a termértékek egymés kozelébe Keriilnek,
vagy €éppen atmetszik egymast.

Az emlitett mdédon nyert formuldk lényegében ugyanolyan szerkezetet
mutatnak, mint (16). Itt hat gyok koziil kell kivalasztani az éppen odaillGt
és a kivalasztas itt is fiigg J értékétdl s tobbek kozott az atmetszés helye el6tt
és utan mas és mas formula veendd. Ezenkiviil, eltekintve attél, hogy a for-
mulak (16)-nal valamivel bonyolultabbak, nem adnak annal nagyobb pon-
tossagot.

Ha azonban megoldasul a (13)-as formuldkat valasztjuk (melyek alakja
Hy; = O miatt most valamivel egyszer(ibb lesz), akkor itt minden agnak egyet-
len formula felel meg, tigy, hogy a perturbdlt termek menetéhez azoknak eld-
zetes ismerete nem sziikséges. Annak kimutatasara, hogy itt a perturbalt ter-
mek a perturbalatlanokhoz helyesen vannak hozzérendelve, alkalmazzuk a
kovetkezd kozelitéseket :

(16)
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Az els6 atmetszési helyt6l balra nagy tavolsdgban nyilvan irhat6
| Wig| ~ | Wis| » |[Wys| ~ O (17
| Hyg|? ~ | Hy |2 | W5 |2 ~ | Wiy |2

Ha ezenkiviil a gyokok kifejezésében eléfordulé egyik 3-as helyett 81/25-6t
irunk, akkor az emlitett tartoményra nézve ezt kapjuk :

W W+ 2W, ‘/(W;,——Wﬂz (Ws—W,)
o 3 5T i D

Lot s SRR (18)
% 9 3
Wi+ 2W 2 (W—W W,—Ww
W2l i 1—{_3 3 + ( 39 1) s W3 + 1 2 3 =5 W,
Wal A Wl—{z)’st + (Wa—s_;wl)2 P Wa‘—g—Wl i W3 Yo% Wl;-W3~ ‘4/3
25

W

il
3. éabra.
A perturbalt termek menete a (16) formuldk szerint.

(Mivel W, — Ws-at irtunk, természetesen W', és W’; ugyanazon kozelitd

értékekhez vezet.) Hasonlé médon a mésodik 4tmetszési helytdl nagy tavol-
sagban jobbra nyerjiik a kovetkezbket :

Wi We 1 Wy ~W, 5 Wy~ W, (19)
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Ezek a hozzarendelések azt mutatjék, hogy a (13)-as formuldbél nyert meg-
oldasok a termek menetét a valésdgos viszonyoknak megfelel6en 4llitjdk eld,
amint ez a 3. abrabdl is lathato.

A (15), (16) és (13)-as formuldk hasznalhatésagat egy szdmszer(i példan
mutatjuk meg. A CO molekula A'//, v = O nivijat egy |32_ term perturbalja.
A perturbéci6 menetének kiszamitésa egy harmadfoku szekularis determinans-

MW em™

/!f.i}

> 220

4a. 4bra.

4b. 4bra.
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4c. &bra.
Hibagorbék a perturbaciés tartomanyban.

hoz vezet, ahol a perturbalatlan energiaértékek és a determinans elemek J-t6l
val6 fiiggése elméletileg pontosan megadhatd. Az itt szereplé egyéb allandok
pedig spektroszképiai mérésekbfl pontosan ismeretesek. Ezen adatok fel-
haszndlésaval a megoldandé szekuldris egyenletet néhany J értékére numeriku-
san megoldottuk. Ugyanezen J értékeknél kiszamitottuk a (15), (16) és (13)-as
formuldk értékeit, és ezeknek az exakt megoldasi értékektdl vald eltérését
a 4. abrékban tiintettiik fel.

Az emlitett dbrdkban a (13) formuldk alapjan nemcsak az explicite meg-
adott tagokkal 4brazoltuk az eltéréseket (v. 6. 13,), hanem még két tovabbi
tagot is hozzévettiink, melyeket (10)-bél egyszeriien lehet szamitani (13, és 13;).
Még tobb tag figyelembevétele mar ebben a léptékben nem abrazolhaté Kkis
eltérésekhez vezet. : :

Az eltéréseket csak a perturbéciés tartoményban J = 5-t61 J = 20-ig
abrazoltuk, ami megfelel annak, hogy a perturbélatlan termek J~ 9, ill. 18
kvantumszamok koriil metszik 4t egymadst (a J tengelyen vastag ponttal jelolve).
A részletes szamitds azt mutatja, hogy a (15) formuldk éppen az atmetszések
helye kornyékén konvergélnak a legjobban, mdas szdval itt mutatkozik a leg-
kisebb eltérés az exakt megolddsi értékektél. Az abrdk mutatjak, hogy (13)
minden eddigi megoldési kozelitésnél jobb értéket szolgéltat.

Ezzel a modszerrel az emlitett példan kiviil szamos mas molekulaspketrosz-
képiai problémét sikeriilt méar megoldani. [gy meg lehetett adni tobbek kozt
a Hund-féle b’ és d’ eset kozotti altalanos kozbiilsé esetre érvényes termfor-
muldkat, melyek az 1. n. d-termkomplexhez tartozé termek menetét a tapasz-
taldssal megegyezésben irjék le. Azel6tt ezt semmivel sem egyszerlibb mds
formuldkkal szamitottdk, amelyek egyike csak a b’, masika pedig csak a d’ eset
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kozvetlen kozelében volt érvényes. A termértékek ismeretében meg lehetett
adni az intenzitaseloszlasra érvényes explicit formuldkat, amelyek addig szin-
tén nem voltak ismeretesek. Ugyancsak sikeriilt kiszdmitani az emlitett kozbiilso
esethez tartozé termek Zeeman-effektusat is, amely addig szintén csak a b’
és d’ esetek kozvetlen kozelében érvényes bonyolult formuldk alapjan voit
targyalhaté. Mindez a He, molekula 4d-termkomplexén Keriilt bemutatésra,
ahol a kisérleti adatokkal igen jonak mondhaté megegyezés mutatkozott.®
Ezeken kiviil még szadmos mdas probléma esetén bizonyult a mddszer alkal-
mazhatonak.

Magyar Tudemdnyos Akadémia
Kazponti Fizikai Kutalé Intézete,
Spektroszkdpiai Oszdlya.
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