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A KASZKADFOLYAMATOK EGY STATISZTIKAI
PROBLEMA JAROL

JANOSSY LAJOS r. tag
Elgadta az 1950. riovember 30-dn tartott osztdlviilésen

1. §. Bevezelcs

Eldadasom célja egy példat adni a matematikai statisztika alkalmazasairél
a kisérleti fizika egyik problémakorében.

A kozmikus sugédrzads terén taldlkozunk 1. n. kaszkadfolyamatokkal.
A legismertebb példa az u. n. elektron-foton-kaszkad. Ha egy elektron abszor-
bens rétegre esik, energidjat elvesziti, részben ionizaci6 alakjéban, de féleg tgy,
hogy nagy energidji fotonokat bocsat ki. A fotonok azutdn az atommagek
elektromos terében elnyelfdnek, és pozitiv-negativ elektronpéarokat hoznak létre.
Ezek az elektronok folytatjak a folyamatot mindaddig, amig az elektronok
szamaval ardnyosan novekvd ionizacié végiilis az egész energiat a folyamatbol
kivonja és a folyamat végére jut. Meg kell jegyezniink, hogy a kaszkad nem-
csak elektronnal, hanem fotonnal is kezdGdhet.

A masik fontos kaszkadfolyamat a nukleonok kaszkadja. Nukleonnak
nevezziik kozos néven a protont és a neutront. Itt egy gyorsan mozgé nukleon
egy nyugvo nukleonnal iitkozik. Az iitk6zés eredménye egy mezon kibocsatasa,
és ezenkiviil az eredetileg nyugvé nukleon iitkozés altal impulzust vesz fel,
az iitkozd nukleon energidja pedig csokken. A mezon szerepe a tovabbi folyamat-
ban nem lényeges. Ezzel szemben a két nukleon (az eredeti és meglékott) tovabb
fejleszti a kaszkadot. A kaszkad akkor ér véget, amikor az energia nagyobb része
a mezonok €s a lassti nukleonok kozott szétoszlik.

A nukleon-kaszkadnal matematikailag és fizikailag kétféle probléma meriil
fel. A hidrogén kivételével a nukleonok nem egyenként lépnek fel, hanem
csoportosan, atommagokban 0sszefogva. A nukleon-kaszkad egyetlen egy atom-
magban is kifejlédhet. Erre afolyamatra Heitlerrel' egyiitt mutattunk ra par évvel
ezel6tt. Azdta azt is megmutattuk, hogy a fotografikus emulziokban talalhato
1. n. athatolo csillagok e folyamat alapjan jol magyarazhatok. A mi felfogasunk
éles ellentétben all Heisenberg felfogasaval, aki szerint a »csillagok« egyetlen
nukleon-nukleon (itkdzésbdl keletkeznek, melynek sordn egy nukleon majdnem
Osszes energidjat elvesziti és sok mezont bocsat ki egyszerre. Meg vagyunk
gy6zddve arrél, hogy az altalunk feltételezett folyamat (amit mi plurdlis mezon-
keltésnek neveziink) helyesen irja le a tényeket. A fenti példat annak bizonyi-
tasara hoztam fel ilyen részletesen, hogy ezen keresztiil is megmutassam a kasz-
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kadfolyamatok statisztikai elemzésének fontossagét elvi jelentdségli kérdések
tisztdzasanal.

Azok a nukleonok, amelyek az atommagbdl kiszabadulnak, képesek tovabbi
atommagokkal iitkozni és 11jbol egy-mag-kaszkadokat létre hozni. llyen modon
tobb egy-mag-kaszkadbdl tijabb folyamat keletkezik, melyet Gsszetett kasz-
kaddnak neveziink. Az Gsszetett kaszkadfolyamatot példdul szamlalé csovekkel
figyelhetjiikk meg.

2. §. A kaszkdd statisztikai megfogalmazdsa

A kaszkad folyamatok iitkozései valdszintiségi torvények szerint térténnek,
és azért a folyamat maga nagy ingadozdsokat mutat. Egyszer(i példa : egy nagy
energiaju elektron egy bizonyos rétegben atlagosan mondjuk egy millié részecskét
valt ki. De megtdrténhetik az is, hogy az els§ részecske titja soran nem jut egy
atommag kozelébe sem. Ebben a kivételes esetben kaszkad nem keletkezik és
millié részecske helyett csak egy részecskét taldlunk (a primér részecskét).

Azon diffuziés egyenleteket, melyekbél az atlagokra kovetkeztetéseket
lehet levonni, Bhabha és Heitler allitottak fel 1937-ben. Késébb Landau és Rumer
szovjet tuddsok kimutattdk, hogy ezen egyenletek megoldasait a Laplace-féle
transzformacio segitségével kényelmes alakban lehet megadni. Tamm és Bjelenky
moédszereket dolgoztak ki arra, hogyan lehet az ionizaciés energiaveszteséget is
pontosan bevezetni a szdmolasokba. Sok mas tudés is kozremiikddott a probiéma
megoldasaban, mint pl. Bhabha és Csakrabarty indus matematikusok.

Kideriilt azonban, hogy nem elég csak az atlagokra érvényes diffizids
egyenleteket megadni. Mint méar el6bb emlitettiik, az ingadozasok igen fontosak
és ezért olyan &ltaldnosabb egyenletek kivanatosak, amelyek a valészinfiségi
eloszldsokra vonatkoznak.

Uhlenbeck és munkatarsai olyan egyenleteket allitottak fel, melyek segit-
ségével a masodrendli momentumokat is meg lehet allapitani.

Az eredeti egyenletek alakja a kévetkezd :

0 — _

i e . 1
5x N L (N (x)) (1
N(x) a részecskék atlagos szdma x vastagsdgli abszorbens utdn; L egy adott
linearis operator. Az Uhlenbeck-tipusu egyenlet alakja a kovetkez6 :

—s_x‘ N¥(x)= L® (N*(x) + M (N(x)). (2

Most N2(x) a részecskék szama négyzetének atlaga (masodrenddi momentum);
L™ és M megadott operatorok, melyek koziil L™ linearis.

Bhabha, tovabb Aaltalanositva a fenti egyenleteket, a kovetkezd alakn
egyenletrendszerhez jutott :
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a_i NF () = L% (NE(9) + M (N (), N2 ), ... N (%))
k=123...

©)

A (3) egyenletek alapjan N(x), N2(x),... stb. rendre Kkiszdmithatok,
és ezekb6l a momentumokbdl, legalabbis elvben, a valdszinfiségi eloszlast ki
lehet szamitani. Gyakorlatban mér a masodik momentum kiszdmitasa is igen
sok munkat igényel, és igy ez az eljardsmdd nem sok sikerrel kecsegtet.

Egy évvel ezel6tt sikeriilt egy egyenletet feldllitanom, melyben maga
a valészintiségi eloszlds szerepel ismeretlenként. Az (1), (2), (3) egyenletek mind
specidlis esetei ezen dltaldnosabb egyenletnek, melyeket a tovabbiakban G-egyen-
leteknek fogunk nevezni. Ennek szarmaztatésat és sajatsagait részletesen meg-
adtam? és Akadémiank majusi iilésén el6 is adtam. Ezért itt csak az egyenletek
felirdsdra szoritkozhatom. Az egyszeriiség kedvéért ehelyiitt csak a nukleon-
kaszkad egyenletét irom fel.

Jeldljiik ¢ (e, n; x)-szel annak a valészindiségét, hogy x vastagsagn réteg
utdn pontosan n olyan nukleon legyen taldlhat6, melynek energidja nagyobb,
mint €E,, ahol E, a primér nukleon energiaja. Bevezetjiik a kovetkezé generator-
fiiggvényt

G, x; = T g(s,n;x). 4)

(Késébb G-nek csak azokat a valtozdit fogjuk feltiintetni, amelyek a kérdéses
Osszefiiggésben 1ényegesek.) A nukleon-kaszkadra vonatkozé G-egyenlet a

kovetkez6 :
6 G ( ) 1 l 8 8’ 8” 8, L4
3 JOJ-{ ( ) ( ) G()} w (¢, e") de de )

w (¢'e") de’ de” dx a valészinfisége annak, hogy egy E energiajil nukleon egyetlen
itkozést szenvedjen dx dton, és az iitkdzés utdni két nukleon energidja
¢ E, (¢ +de') E és ¢" E(¢" + de”) E intervallumokba essen. Itt féltessziik, hogy
az litkozési hataskeresztmetszet csak a primér és szekundér energidk viszonyatol
fiigg.

A =1 esetében (4) jobboldala a teljes valészinliséget fejezi ki €s értéke
ezért az egység. Tehat

G@E,x; A=1)=1 "~ (6)
azonkiviil

(‘a—(;);_ﬂ,= N (&, ), (aa—(,}l)A= =N (5, )— N, %),
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és 2altalaban
‘Q’ﬁ(ﬁ}l
9 (log A)* 21
Differenciadljuk (5)-t A-szerint k-szor és utdna helyettesitsiik 4 = 1—t.
fgy (7) segitségével megkapjuk a (3) egyenlet explicit alakjat.
A G-egyenlet numerikus megolddsa részleteiben egyelére ismeretlen.
(5)-t mindenesetre numerikus integracié titjan 1épésrél-lépésre lehet megoldani.

A megoldasok részletesen szdmot adnanak a kaszkadeloszlds alakjarol.
Megjegyezziik, hogy

= N¥(e,%). (7)

1 9"G o
v =) ®)
N
Kis n értékek esetében (Z A"J rekurzids modszerrel kiszamithaté. Nagy
A=0
n értékek szamara pedig célszerli komplex integraciét hasznalni, éspedig
9
. —_ —n-—-1 9
p(n,e;x) omi =Ol G (x) dA. 9

A komplex integral kiszamitdsdt a nyeregpont integraciés modszer szerint
hajtjuk végre,
*

A G-egyenletet komplikaltabb folyamatokra is lehet altalanositani. Nemrég
megmutattam Messel volt munkatarsammal egyiitt, hogy a G-egyenletet dssze-
tett nukleon-kaszkadokra is lehet altalanositani.

Ebben az esetben, ha most I-t irunk G helyett, kapjuk a kovetkezdket :

50 S Al Ao s

n=170

ahol w, (e;, &, ...¢,) de,de,. .. de, dx annak a valdszintisége, hogy egy
E energiaju nukleon dx uton egy maggal {itkozik, és ott egy olyan kaszkadot
hozzon létre, amelynél a magbdl n olyan nukleon Iép ki, melyek mindegyike
& E,(e; +de)E (ahol i =1, 2,. .., n) intervallumok egyikébe esik.

A wp(ey, &, ...6,) fiiggvényt Osszefiiggésbe lehet hozni w (¢, &")-vel.
Erre a célra az egy-mag-kaszkadot kell megvizsgalni. Ha nem kivanjuk a I'-kat
megallapitani, hanem megelégsziink csupan a momentumokkal, t. i.

ek (e, x))
9 (log )¢ ) ;

akkor nem sziikséges a bonyolult w -fliggvények explicit ismerete, mint ezt a
kovetkez6kben megmutatjuk.

= EE(EIX), (11)
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Ha 4 = 1—t helyettesitink be (10)-be, akkor Ilatjuk, hogy, mivel
I'(s, x; A = 1) = 1 kivetkezésképpen o I'(e,x; ) /6 x)s-1 =0, és (10)-nek
A -szerinti derivaltja ilyen alaka :

ki 8 ele; ! !
!%(dg()} _l=j{dp(/8)n ([I‘) Wi (€1, €y ... &) dey ... de, —

=1
8F8
()ZJ IR ARTAY: den}del. (12)
n=00 V]

Egyszeriien lehet meggy6z6dni arrél, hogy

o] 1 1

ZnJ |wn<al,sg,...en)ds2...den:N@

ij 'Wn(81,82,...sn)dgl...dgn:__a,

ahol N (¢) de azon nukleonok atlagos szama, melyek az ¢éE , (e + de) E energia-
intervallumba esnek, és amelyek egy E energiaval kezd6d6 egy-mag-kaszkadbol
szarmaznak. Tovabba a a teljes iitkozési hataskeresztmetszete egy-mag-nukleon
iitkdzésnek (11), (12), (13) segitségével a kovetkezé eredményt kapjuk :

8_171@ - f]{ H (f) N(gl) —a ﬁ(s) } de, (14)
0 1

(13)

ox

A (14) egyenletb6l latjuk, hogy a H atlagos az egy egyenletet nyeriink, ha
N(e)-t, t. i. az egy-mag-kaszkad atlagos részecske szamat ismerjiik.

llyen médon ki lehet mutatni tovabbd, hogy H* (e, x) egyenletében a
bonyolult w, kifejezhetd az egyszeriibb Nk (e) fiiggvények segitségével. Ez
annyit jelent, hogy az osszetett kaszkdd momentumai visszavezethetdk az egy-

mag-kaszkdd megfeleld6 momentumaira.
Magyar Tudomdnyos Akadémia
Kozponti Fizikai Kutaté Intézete,

Kozmikus Sugdrzdsi Osztdlya.
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