GEP EGYUTTALLASOK VALOSZINUSEGSZAMITASI
TARGYALASA TEKINTETTEL A VARAKOZASI IDOKRE

TAKACS LAJOS
Elfadta az 7950. novemnber 30-dn tartott osxtdlyiilésen

Ez a munka olyan problémakkal foglalkozik, melyek a gyakorlatban gépek
egyitttallasanal fordulnak el6, ezenkiviil a telefonbeszélgetések egy bizonyos
kérdésénél is alkalmazhatok.

A probléma a kovetkezdkép hangzik :

Tobb miikod6 gépet egyetlen kezel§ szolgal ki. Ha valamelyik gépen
hiba keletkezik, a gép leall, és mindaddig nem indul meg, amig a hibat ki nem
javitottdk. A kezel§ a ledllas utan azonnal hozzdkezd a javitashoz, és addig
folytatja, mig csak all6 gép van.

Ha egyetlen személy tobb gép kezelésével foglalkozik, akkor az egy gépre
jutd allasi idé nagyobb, mint egy gép kezelése esetén, mivel a javitasi id6 alatt
leallé djabb gépeknek addig kell varakozniok, amig a javitas az el6z6 gépeken
befejezGdik, és sor Kkeriil rajuk.

A Kkérdés, melyre feleletet fogunk adni, a kovetkez6 :

m szamu gépnél mennyi lesz a gyartasi idé alatt, (0, ) id6kozben a javi-
tdsra forditott dtlagos (vdrhatd) idé: &,, a ledlldsok dtlagos szdma: x,, a gép-
dlldsok dtlagos iddtartama:z,,.

Legyen annak a valészindsége, hogy egy miikodé gép f ést - df ido-
pontok kozott ledlljon: di/i, azaz legyen minden idépont a géplealiasra
egyenlden valoszinti. Egyetlen hiba javitasi ideje legyen : 1. allandé @ idétar-

. . ¢
tamu, 2. barmely & és & + d £ kozé es6 idGtartamu: e~ §la— valésziniiséggel.
a

Targyalasunk konkrétizaldsara gondoljunk a kdvetkezd példakra:

1. A szovogép eknél egyetlen személy m szamit gépet kezel, ha valamelyik
gépen fonalszakadas torténik, a gép leall. Annak a valésziniisége, hogy egy
miikod6 gép t és t 4 df idépontok kozott ledlljon : dt/A. A kezeld ledllds utén
azonnal hozzékezd a kotéshez és addig folytatja, mig all6 gép van. Egy kotés
a ideig tart.

2. Telefonbeszélgetéseknél eldfordul az az eset, hogy valamely hazikdzpont
m szdmu késziiléke hivasait egy kiilsé vonal tovabbitja. Annak a valdszintisége,
hogy valaki egy késziiléken £ és t - df id6pontok kozétt hivast akar kezdeni,
legyen dt/A. Ha a kiils6 vonal nem szabad, tigy a hivé addig var, amig sor keriil
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r4. A Kkiszolgalas torténjék hivasi sorrendben. Legyen annak a valdszindsége,
— &g d
hogy egy beszélgetés id6tartama & és § 4- d & kozé essék: ¢ fa 75. Ez a probléma

megegyezik a gépek egyiittallasanak problémajaval, csupan a ledllds helyére
hivaskezdés, a javitasi id6 helyére pedig beszélgetési idG 1ép.

A feladat targyalasa a valdsziniiségszamitasban a stohasztikus folyamatok
korébe esik.

Jeldljiik f(#, x)-szel annak a valdszinfiségét, hogy ¢ idépontban éppen
x gép dlljon. Ha x = 1, ugy a gépek koziil egy javitds alatt van. Ekkor :

A javitdsra forditott dtlagos idé (O, t) idbkiozben :

t
19,,;=f[1——/(t,0)]dt. (1)
[/]
Ugyanis f (t, 0) jelenti annak a valdsziniiségét, hogy t idopontban egyetlen gép
se alljon, 1 — f (¢, 0) annak a valdszintisége, hogy legalabb egy gép alljon.
Ha legalabb egy gép all, akkor egy koziiliik éppen javitas alatt van, ennélfogva
1 —{(t,0) integralja a gyartdsi iddétartamra szolgéltatja a javitasra forditott
atlagos idét.
A ledlldsok dtlagos szdma (0, f) id6kézben : Annak a valdsziniisége, hogy
t és t - df id6pontok kozétt ledlljon egy gép:

e = 300 @0 Im—a0l

X=0

ahol
aty = 3 xf(t,x)
X=0

jelenti a f id6pontban all6 gépek atlagos szamat. Ugyanis ¢ és ¢ 4 dtf idpontok
kozott leallhat egy gép gy, hogy t idépontban x gép all, aminek a valdsziniisége
f(t,x) és a miik6dd (m-—x) gép koziil df idd alatt egy gép ledll, aminek a valo-
(m —x) dt
A
és ezt Osszegezve minden x-re kapjuk a keresett valdsziniiséget.
Kovetkezésképpen a ledllasok atlagos szama :

t

sziniisége : - Az dsszetett esemény valdszintisége a kettd szorzata

§m=jg(g)dt= %’——% a (i) dt. @)

A gépdlldsok dtlagos iddtartama (0, f) idokozben : Az x-szeres llasok atlagos
idétartama : j ' ft,x)dt. Ez okoz x j 1t x) dt idétartamni gépallést. A gép-
allasok Osszes id6tartama egyenld ezek Osszegével, minden x-re, azaz:

m

Ty = 2xjf(t,x)dt=_[a(t)dt. 3)

X=0
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Ezt az el6zével Osszevetve :
Ty + AXpy = mit

-re jutunk, ami egyszerii dsszefiiggést fejez ki a gépallasok atlagos id6tartama
¢s szama kozott.

Meghatarozandé tehat f (¢, x). Jelentse g (f, x) dt (x =1, 2,..., m) annak
a valdszintliségét, hogy f id6pontban x gép alljon és azok koziil egynek a javi-
tasa t és t 4 df id 6pontok kozott befejez6djék. Ebben az esetben f (t, x)-re az
alabbi differencia-differencial egyenletet frhatjuk fel:

)
2 (=0 e —x+ D[ Ex— D] + g Ex+ D).
Ugyanis :

f(t+dtx) =1 (tx—1) (m~xz+ 1) dt

) I (m—x) dt
A

+ [ 0 —g ) at).

] +& (x4 1) dt.

Annak a valésziniisége, hogy ¢ + df id6pontban x gép élljon, tigy johet létre,
hogy t id6pontban x — 1 gép all, és a miikodd gépek koziil df idd alatt egy leall ;
vagy t id6pontban x gép 4ll és dt id6 alatt nem fejezddik be javitas, és a m{ik6do
gépek koziil nem all le egy sem ; vagy t idépontban x 4 1 gép all és dt idé alatt
egynek koziiliik befejez6dik a javitdsa. Az els6nél magasabbrenddi végtelen
kis mennyiségeket elhagytuk.

[ (¢, x) atlagara a (f)-re, mely formuldinkban explicite szerepel, a kovet-
kez§ egyenletet irhatjuk fel:

da (f)

_m_a_ 7
i 2 zgtx) ©)

x=1

Ugyanis fennail :
a(t + dfy = a (f) + [—"-’:19(’—)] dt— 5 g(tx)dt

x=1

A t 4 dt idépontban &ll6 gépek atlagos szamat megkapjuk, ha a ¢ id6pontban
allo gépek atlagos szamdahoz hozzdadjuk a df id6 alatt ledlld gépek atlagos
szamat, és levonjuk a kijavitott gépek atlagos szdmat.
A g (t, x) meghatarozasara szolgalé egyenlet a specidlis javitasi id6t6l fiigg.
1. a id6tartami javitasi id6k esetén:

xX—

_ax1 _a x+1
g(t,x)=f(t—a,0)’—;’-(”’“‘) (G—e B e 2™ 4 S gt—q,j).

x—1 =2
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a x—j+1

I a
(’"“‘{“)(1—-{7) e " g i>a ©)
x—j+1
€s
gt,x)=0, hat <a.

Ugyanis annak a val6sziniisége, hogy t id6pontban x gép alljon, és koziiliik
egynek a javitdsa befejez6djék df id6 mulva, gy johet 1étre, hogy vagy t—a
idépontban nem all gép, €s a kdvetkezd df id6 alatt ledll egy gép, €s a kovetkez6
a idd alatt még x— 1; vagy t—a idépontban &ll j (j =2, ... x + 1 = m) gép,
azok koziil egynek a javitdsa befejezddik dt idé elteltével, és a miikodé m —j 4 1
gép koziil a id6 alatt leall x — j 4 1. Itt annak a val6szintisége, hogy egy mii-
kodé gép a idGtartam alatt nem all le: e~%* | hogy leall : 1 — /4,

o d
2. gsla as valészintiségi eloszlasti javitasi id6k esetén :
a

gt x)dt = [t x) —dai )

Ekkor ugyanis annak a valésziniisége, hogy egy esemény (javitas, beszélgetés)
dtf idGtartam alatt befejezfdjék, fiiggetleniil az esemény kezdépontjatél, mint

v

dt
azt A. K. Erlang el6szor észrevette: —.
a

Az étlagokra a kovetkezd oOsszefiiggéseket irhatjuk fel, kihaszndlva a

1. esetben :

t
)= a(— )+t—fa[m a@] —[—ft—a0lhatZa g
és
aty =m(1 —e*), ha t <a.

Ugyanis, ha { — o id6pontban atlagosan a (¢ ——a) gép all, agy a (f)-t megkapjuk,
ha hozzaadjuk a ledllé gépek atlagos szdmét : f g (f) dt-t és kivonjuk a kijavitott

gépek atlagos szdmat, ami 1 — f ( —a, O), mert ha t — qid6pontban egyetien
gép sem all, ugy nem is lesz kijavitva egy sem (f —«, f) kozben, mig ha legalabb
egy gép all, ugy az biztosan ki lesz javitva.
2. esetben _
da() _ [m—a@® _ 1 [ _
R 7 " [1—1(t, 0)] )
Ez az éltaldnos (5) egyenletbél nyerhetd, ha abban a kovetkez§ helyetesitéssel
éliink

"j‘: glbx)= ':T T 9= _l:%(fﬁ)_

x=1 x=1
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A probléma téargyalasa az 1. esetben differencia-differencial egyenlet-
rendszer megoldaséra vezet, a 2. esetben m-edrendd linedris differencidlegyenlet
megoldasara.

Amint lathatjuk, a minket érdeklé: 9., x,, 7, mennyiségek kiszami-
tasahoz csupdan f (¢, 0) és a (f) ismeretére van sziikségiink. Ha f (f, 0) ismeretes,
gy az atlagokra vonatkozo egyenlet segitségével meghatarozhaté a (f), még-
pedig az 1. esetben egy differencial- és egy differenciaegyenlet megoldasaval,
a 2. esetben egy differencidlegyenlet megoldasaval.

Ha feltételezziik, hogy a gépek végtelen hosszd id§ 6ta, (— o, f) inter-
vallumban miikddnek, és a (0, f) intervallumban szdmitjuk a fenti mennyisége-
ket, ugy M j(t,x)=1() é M g(t,x) = g (x)-szel szamolhatunk. Ekkor
azt mondjuk, hogy stacionarius allapot (egyenstlyi allapot) jott 1étre. Ekkor az
allé gépek atlagos szama :

a= lim a)= 5 xf(x)
t— x=0
Ha 1<« 1, azaz a gyartési idGtartam sokkal nagyobb 2-ndl, tgy nem
kovetiink el durva hibat, ha stacionarius allapottal szdmolunk. A kiilénbség
annyi, hogy most az idfszamitas kezdetén van a all6 gép, mig az el§zd szerint
nincs all6 gép. Tekintve, hogy a konvergencia exponencialis jellegii, ha t elég
nagy, ugy a kiilonbség rendkiviil Kicsiny.

Staciondrius allapottal szamolva :

O = [1—1(0)]¢, (10)
X =_(m;;ﬂ’ (11)
7, = di, (12)

ahol a szamara (8) és (9) egyenletekbd! mind az els6, mind a masodik esetben :

(n—0 _ (i=/0] 3

addédik. Ekkor ugyanis a fiiggvények konstansok lesznek, id6 szerinti derivalt-
jaik pedig zérusok.

Elegend6 tehat f(0) meghatarozasa az 1. és 2. esetben:

1. Legyen

a

un=§¢wwﬂae7=m
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ugy (6) egyenlet stacionarius esetben :

ro— ()G +§¢(i)( TG

x=12,...,m)

Mindkét oldalt osszegezve x-re, 1-t6l m-ig, azt nyerjiik, hogy ¢ (1) = 1, melynek
segitségével sorjdban meghatédrozhaté: ¢ (2),...,® (m).

Tew= 210 3 pw- 0 L]

a

x=1

m
(5) és (13) fennalldsa kovetkeztében. Innen » @ (X)= Gm (u)jeldléssel:

x=1
L 1@= mal (14)
1+ _ﬂ.—Gm )]
Specialisan :
G @w=1
G,(u)=u

Gy,(u)=u*—u?+4+u
G,u)=us—u5—u*+4-3u3—2u+u -
G,(W)=u"0—u®— ¥4+ 4u8—2u5—4u*+4+6u3—3ut4u

1
2 g(x)=f(x) - folytan a (4) egyenlet staciondrius esetben :

| | Lio="10
it n—(+ 510 + BT fe = o= 1,200 m)

Ennek megolddsa :
i@=x( T} (5] 10

EO f () = 1 kovetkeztében :
X=

|

f@= xz: - (t:) (%)x (15)

= [1—1O]t (16)

Mindkét esetben :
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x—m=[‘;af@_]f, (17)
(1 ——/(c»)'t

a

T = [m—). (18)

ahol f (0)-t az els6 esetben (14), a masodik esetben (15) egyenlet definidlja.

Hinesin »O szrednyem vremenyi prosztoja sztankove cimii cikkében*
altalanos eljardst ad a gépek atlagos varakozasi idejének kiszdmitdsara, bar-
milyen javitasi id6k mellett, stacionarius allapotot feltételezve. Hincsintdl alta-
lanos esetben levezetett ¥ varakozdsi id6 a mi specidlis eseteinkben :

1. és 2. esetben egyarant :
=M% (a2
=170 (¢ +4) (19)
v segitségével 9, xm T KONnyen Kiszamithatok.

Amig Hincsin staciondrius allapot esetén altalanos eljarast ad a varakozasi
id6 kiszamitaséra, addig targyaldsunkban nem stacionarius dllapotra vonatkozé
tulajdonsagat. Ezekb6l hataradtmenet segitségével szamitjuk ki a stacionarius
dllapotra vonatkozé 9,,, x., v, €rtékeket.

A fenti adatok birtokaban, ismerve a gyartasra vonatkoz6 koltségeket,
eldonthetd, hogy hany gépet gazdasdgos egyetlen kezel6re bizni, illetve, hogy
hazikozpontoknal hany késziiléket szabad egy kiilsé vonalra kapcsolni, ha azt
akarjuk, hogy a véarhaté varakozasi id6 egy bizonyos értéken alul maradjon.

Magyar Tudomdnyos Akadémia,
Alkalmazott Matematikai Intézete.

* A. 51. XuHyud: MatematHyeckdii CGopHuk 40 (1933) 119.
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