A KOTORES VALOSZINUSEGSZAMITASI TARGYALASAHOZ

SZEKELY GABOR
Eljadta az 1950. december 1-én tartott osztdlyiilésen

A. N. Kolmogorov szovjet matematikus egy 1941-ben megjelent dolgozata-
ban! az apritasi folyamatokndl keletkezd szemcsék logaritmikus normaélis
megoszlasat igazolta. Kolmogorov elméletét specidlisan a koétérésre Rényi
Alfréd? alkalmazta. Bizonyos egyszeriisitd, de a lényegen nem valtoztaté fel-
tevések mellett kimutatta, hogy gépileg ztizott ké szemnagysag szerinti eloszlasa
kozelitGen logaritmikusan normalis, és meghatdrozta a zazasi folyamathoz
sziltkséges energiamennyiséget.

Mindkét szerzé feltételezi, hogy adott anyagban a meghatéarozott aranyban
valé torés valészindsége fiiggetlen a nagysagtol. Targyalasi modjuk kozoétt az
eltérés az, hogy Kolmogorov a ziizast folytonos stochasztikus Markov-folyamat-
ként interpretdlja, Rényi Alfréd viszont diszkrét stochasztikus Markov-folya-
matnak tekinti. Diszkrét Markov-folyamaton a kovetkezdt értjiik : adva van
egy rendszer, melynek allapota lépésenként valtozik, a valtozds a véletlentdl
fiigg, és annak a valdsziniisége, hogy az n-edik 1épésnél a rendszer egy bizonyos
allapotba keriiljon, kizdrélag attél fiigg, hogy az (n — 1)-edik Iépésnél melyik
allapotban volt. A kdtérés is ilyen Markov-folyamat. Tovabba ismeretes az,
hogy ha nagyszami egymastdl fiiggetlen véletlen ok hatdsa dsszeadddik, és ha
az egyes okok hatasa az dsszeghez képest kicsiny, a centralis kézépértéktétel
értelmében az Osszeg megoszldsa kozelitéleg normdlis. A k&tdrés esetében e
véletlen okok hatasai szorzédnak, tehat a logaritmusaik dsszegezddnek, és ezért
jon létre kozelitGleg logaritmikusan normélis eloszlas.

Erdekes lenne megvizsgalni a z(zast azon hipotézis mellett — kiilonds
tekintettel a golyésmalmok &rlési folyamatara — hogy a nagyobb szemcse
torésének valdszintisége nagyobb, mint a kisebb szemcséé. Ebben az esetben
a folyamat ugyanis nem Markov-féle, és targyaldsmodja az elébbinél bonyolul-
tabba valik. Kérdés, hogy a szemcsék nagysag szerinti eloszlasa logaritmikusan
normalis lesz-e az 4j hipotézis mellett is?

Jelen dolgozat célja, hogy a zuzas folyamatdnak olyan targyaldsi modjat
mutassa be, amely lehet6vé teszi az el6bb felvetett hipotézis megvizsgalasat.
Ez ut6bbirél, amelynek kidolgozasa még folyamatban van, itt nem kivanok
beszamolni, a dolgozat csupan a Rényi Alfréd cikkében targyalt problémara
szoritkozik, azonos hipotézis mellett, de mas targyaldasmédban, amennyiben
a torési mozzanatot masképpen definidlom. A valdsagban lejatszddé torés mas
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elemi térési mozzanatok sorozatdra valé felbontdsa a végeredményen nem
valtoztat, viszont a problémanak bizonyos szempontbél elényds interpretalasat .
teszi lehetové. ’

Valamely anyag Osszetdrése 4ltal milyen lesz a szemcsék nagysag szerinti
eloszldsa? Induljunk ki egy egységnyi élii kockabol. A torés miiveletét a kovet-
kez8 séma szerint képzelhetjiik el : az elsé torési mozzanatnal a kocka szétesik
nyolc 1, élhossziisagti kockdra. A tovabbi torési mozzanatokndl mindig egy
kockat vélasztunk ki taldlomra, és azt nyolcadoljuk a mar ismertetett modon.
A valészinfiségszamitasi targyalds azt mutatja, hogy a zizas utjan nyert szem-
csék nagysag szerinti eloszlasa messzemenden fiiggetlen mind a zizasi folyamat
elkezdése el6tti kezdeti eloszlast6l, mind a szemcsék alakjatél. [gy valik lehet6vé
egy ilyen egyszerii torési modell vélasztasa, mely a felvetett probléma teljesen
elemi valészinfiségszamitasi targyaldsara vezet. Kérdés, hogy N torési mozzanat
utdn mi lesz a szemcsedtmérdk valdsziniiségi eloszlasa, ha egyenléen valészinii-
nek tekintjitk badrmely szemcse kivélasztasat?

Jeloljiik az —% élhossziisagu kocka el6forduldsi valészinlségét Wy (k)-val,
az N-edik torési mozzanatnal.
1
Az ok atmér6ji kocka gyakorisaganak varhat6 értéke az (N 4+ 1)-edik
torési mozzanatndl a kovetkez6képpen fejezhetd ki az N-edik 1épésnél fellépd
varhatd értékkel :

ON+DWy =Wy (k—1) [ N —6) Wy () + 8] +
+ W@ [(N—6 Wy(R)—1]+ M
F=Wyk—1)—WyHK)] ON—6 Wy (k)=
=TIN—D W) +8 Wy (k—1).

Ugyanis az els6 torési mozzanat utan 8 kockdnk van, a masodik utan 15,
1
az N-edik utdn 7N + 1; tovéabba az o atmérgjii kocka gyakorisdganak

varhat6 értéke az (N -+ 1)-edik torési mozzanatnal attél fiigg, hogy mit hiztam
az N-edik torési mozzanatnal : ez a varhaté érték N-nél (7 N — 6) Wy (%), és

ha

1
e 4tmérgjiit huaztam, hozzad kell még adnom nyolc ox atmérdjiit, ha
1

1 - 1

o atmérgjt haztam, egyet le kell vonnom, és végiil ha sem oK sem gy

atmérgjiit nem haztam, ez a véarhat6é érték nem valtozik; ezek a megfelel§
1

hiizési valdsziniiségekkel szorozva és Osszegezve, szolgaltatjak az o atmérojd

kocka gyakorisaganak varhaté értékét az (N + 1)-edik torési mozzanatnal.
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Vezessiik be a Wy (k) valésziniiségek generatorfiiggvényét :

N—1

D' Wyt = Uy (). )
k=0
1) és (2)-b6l kovetkezik, hogy
(IN+ 1)Uy () =TN—1) Uy (@) +8tUx (), )
és igy
7(N—1) 4 8t 8(t—1) .
Ui 0 = T2 Uy 0= (1 + T 077 ) Un0;

U, () = 1 kezdeti feltételre megoldva kapjuk, hogy

Uy ()= (1 + M)——) (1 T —k‘—)—) (1 +§(t_—12) _

T(N—1)+1 T(N—2) +1 8
N1 8(t )
= 1
jI—_-ll ( 7]+1) 4)

Ha ezt t hatvanyai szerint sorba fejtjiik, a keresett valdszintiségeket nyerjiik.

Az U, (f) generatorfiiggvény logaritmusaban ¢ = ex -et helyettesitve, annak
x szerinti elsd, illetve masodik derivaltja az x = 0 helyen szolgaltatja az atlagot
(m), illetve a szérasnégyzetet (o?).

Kiszdmitva nyerjiik :

N-1 8 . . N—I 8 N—1 8 2
m= 2 et O C _ZﬂT—Z(ﬁH) '

= =1

Az eloszlasfiiggvény  aszimptotikus  értékét akarjuk kiszdmitani,
N — co-re. Generatorfiiggvényiinket irjuk &t karakterisztikus fiiggvénnyé.

Legyen
U €9 = Fy 00 = 3] Wy (0 = TT (1 + 2= (e""_“) )
N N N pi ( 7]+1 ’
és vezessiik be a z aszimptotikusan normalizalt valtozot :
N-1 8§
bk —
kT
N—1 8§

Tj+1
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A z valtozé karakterisztikus fiiggvénye :

—ix|/ 27_i1 x
I Fy

Gy (x) =e 1 5 .8 =
7j+1
8 N-—1 ix
—ix'/ 2— ar 8(exp. —1
7j+1 I I 8 6)
~-e . Z 741 (
=t 1+ ‘ -
7j+1

Ebbdl némi szamolassal adodik :
x2 x3
log G (9 =—5 + 0 (1) %)
tehat, ha N elég nagy, a szemcsedtmérék logaritmusainak -eloszlastiiggvénye
kozelitleg normélis lesz.

Magyar Tudomdnyos Akadémia,
Alkalmazott Matematikai Intézete.
IRODALOM
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