AZ ELMELETI FIZIKA ES TECHNIKA SORFEJTESEI ALTAL
ELERHETO0 MEGKOZELITESEK NAGYSAGRENDJEROL

ALEXITS GYORGY r. tag
Elbadta az 7950. december 7-én tartott osztdlyiilésen

Az elméleti fizika és a technika szamos problémajénak alapja a kivetkezd,

hulldmegyenlet néven ismert masodrendii parcidlis differencialegyenlet :

2 (N2 2 2

*u _ (a_u 4 otu a_u)_

at? 9x2  8y? o2
Ennek a differencidlegyenletnek megfeleld keriileti feltételek melletti megoldasa
teszi lehetvé a hirok, hartydk, palcdk, lemezek, héjszerkezetek rezgéseinek
leirasat, nagy szerepet jatszik tovabba a rezgékorok elméletében, de a kvantum-
mechanikaban is alapvetd jelent8ségii. Mindebbél vildgos, hogy a hullimegyenlet
matematikai targyaldsa szdmos, elméleti és gyakorlati szempontbdl egyarant

fontos kérdés megoldasanal alapvetd jelentdségdi.
A hulldmegyenlet megoldasdnak szokdsos mddszere abban All, hogy az

u(t,x,y,2) =Tt X(x) Y») Z2(2)

eldallitasboél kiindulva, a T, X, Y, Z fiiggvényekr6]l kimutatjuk, hogy azok
megfeleld masodrend, linearis, kozonséges differencidlegyenleteknek tesznek
eleget, saz u (t, x y,2) fiiggvény pedig ezek sajatfiiggvényei szerint haladé
sorba fejthet6. Az emlitett fizikai és technikai problémak megoldasa tehat meg-
kivanja a kovetkezé matematikai probléma targyaldsat:

Legyenek @g(x), ¢1(x), . .., @n(X), ... egy masodrendd, linedris, homogén
differencidlegyenlet sajatfiiggvényei; a megfelel6 tulajdonsigokkal rendelkezd,
adott f(x) fiiggvény a

T =10

egyenletesen és abszolit konvergens sorba fejtheté. A sorfejtés c, egyiitthatdi
elvileg konnyen Kiszamithat6ék a

b
= k;I If(x) Pn (X) dx
képlet alapjan, ahol
b
kn = fq)?, (x) dx.



AZ ELMELETI FIZIKA ES TECHNIKA SORFEJTESEI 275

A szamitds tényleges keresztiilvitele altalaban nehéz és (hosszadalmas, ezért
igyeksziink a sorb6l minél kevesebb tagot Kkiszamitani. Ahhoz azonban,
hogy exakt médszerrel megallapithassuk, hdnyadik tag utdn szabad megéllnunk
anélkiil, hogy a gyakorlati probléma természetéb6l ad6do hibakorlatot tullép-
nénk, meg kell tudnunk becsiilni a hatralevé tagok ki nem szdmitdsa kovetkez-
tében elkovetett hibat. Az emlitett elméleti és gyakorlati problémdak tehat
a kovetkez6 matematikai kérdés megoldasat kovetelik téliink :

Bevezetve az

S (%) = 2’2" e Px (X)
k=o0

jelolést, megdllapitandé az |f(x)—s,, (x)| hibakorldtja bdrmely n index mellett.

Barmennyire fontos is ez a probléma, ma még az a helyzet, hogy teljesen
kielégits, gyakorlatilag is hasznalhaté eredmények csupan abban az esetben
allnak rendelkezésiinkre, ha a @,(x) sajatfiiggvények sin nx vagy cos nx alakiak.
illet6leg bizonyos feltételeknek eleget tevé ortogondlis polinomok. Pedig gyakor-
lati szempontbdl fontos volna hasonlé eredményeket elérni akkor is, ha a @,(x)
sajatfiiggvények rendszerét a Bessel-fiiggvények, vagy a Laguerre-, illetve
Hermite-polinomok alkotjék.

A trigonometrikus fiiggvények esetében
o
2

alaku, ahol a, és b, a 2z szerint periodikus f(x) fiiggvény Fourier-egyiitthatdi.
Ennek az esetnek rendkiviil kiterjedt irodalmabél kiemeljilk a kovetkez
szerzGk miiveit : Lebesgue, Bernstein, Jackson, De la Vallée-Poussin, Krilov,
Kolmogorov, Ahiezer, Krein, Favard, Nyikolszkij, Sz.-Nagy Béla. A szamos
ismert eredmény Kkoziil példaként bemutatjuk a kovetkezd, gyakorlatilag taldn
leghasznalhatébb tételt :

Ha a 2x szerint periodikus f(x) fiiggvény r-edik derivdltja minden pontban
eleget tesz az

o) — @)= M|x' —x] 0 <aex1)

Lipschitz-feltételnek, akkor

S, (%) = + g’ (a, cos kx + by sin kx)
k=0

Max /(1) —s, (0| < SULIEN
nH—a
ahol A explicite megadhaté abszolut dllandd.

E tétel és a még ismert tobbi eredmény alapjan felmeriil a kovetkez§
megforditott probléma: ha ismeretes a Max | f(x)y—s, (x)| hibakorlat n-t61
fiiggé nagysagrendje, milyen kovetkeztetéseket lehet ebbgllevonni a 2z szerint
periodikus f(x) fiiggvény és derivaltjai folytonossdgi viszonyaira vonatkozéan?
Ez a kérdés nemcsak elméletileg igen fontos, hanem gyakorlati szempontbdl is

18%
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érdekes, mert el6fordulhat, hogy az f(x) fiiggvény tulajdonsagait egyaltaldban
nem ismerjiik, csupan f(x) explicite megadott Fourier-sordt; ha pedig ebhdl
a sorfejtésb6l f(x) és derivaltjai folytonossagi viszonyaira tudunk kovetkeztetni,
akkor ezzel felvilagositast kaphatunk a vizsgalt fizikai vagy technikai jelenség
természetére is. Igy pl. f(x) derivaltjanak esetleges nem-folytonos volta jelenthet
torést vagy szakadast a vizsgalt anyagi folyamatban.

A probléma felvetése és a legfontosabb idevagé eredmények Bernsteint6l
szarmaznak. E targykorben ismert eredményeik vannak a kovetkezd szer-
z6knek : Bernstein, De la Vallée-Poussin, Natanszon, Krilov, Alexits, Zygmund,
Zamansky. A problémara vonatkozé szdmos ismert tétel koziil bemutatjuk
a kovetkez6t :

Ha van olyan f(x)-hez konvergdlo Ty(x), T,(X), .. .,T, (X), ... trigonometrikus
polinomsorozat, melyben T, (X) pontosan n-edrendii, és ha

Max |f(x)=-Tp(x)| =< (K = konst.,,0 <a < 1),

nr+a
akkor a 27 szerint periodikus f(x) fiiggvénynek van r-edik derivdltja, és az eleget
tesz egy

‘ f(r)(x,) o fm(X) I é M I x'—x 1(1

alaku Lipschitz-feltételnek.

A trigonometrikus fiiggvények mellett még aradnylag elég messzemend
eredményeket ismeriink akkor, han (x) egy teljes ortogonalis és normalt polinom-
rendszer n-edik tagja. Ez annyit jelent, hogy egy alapintervallumban, amely
az- egyszerliség kedvéért legyen —1 < x <1, adva van egy w (x) > 0 siily-
fiiggvény, ez egyértelmfien meghatéroz egy p, (x) n-ed foku polinomot, ha
kikotjiik, hogy x" egyiitthat6ja legyen pozitiv és teljesiiljén a

+17 PRI
[ w0 ps ) dx ={°’ ha 1%}

—~1

1, ha i =j

ortogonalitasi és normalési feltétel. Ez esetben

$n(¥)= ¥ Cpr(®),

k=o0

ahol
+1

o= [ W) pe() dr.

-1

Ilyen tipusti specidlis polinomokra Bernsteinnek van szdmos erednténye ;
az tjabb irodalombél elsésorban Szegd és Geronimusz munkait kell megemli-
teniink. Az &ltaldnos esetben Alexits kezdte meg a kérdés vizsgalatat ; méd-
szerét Sz.-Nagy Béla javitotta meg, ennek felhasznalasdval sikeriilt a kovetkez
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jol hasznalhaté és teljesen altalanos eredményt elérni (Alexits, I. Magyar Mate-
matikai Kongresszus) :

Ha f(x) a —1 < x <1 intervallumban r-szer differencidlhato és r-edik deri-
vdltja egy a-ad rendii Lipschitz-feltételnek tesz eleget, akkor a

K,, log n
- nrta

Max 19— <

—1+h=x<1—

(K, = Kkonst.)

hibabecslés érvényes minden olyan — 1 4+ h < x < 1 — h bels6 részintervallumban,
ahol w(x) is korldtos, és a p,(x) polinomok is egyenletesen korldtosak.

Eszerint tehat az ortogondlis polinomsorokkal elérhet6 megkozelités az
alapintervallum belsejében nagyjabédl ugyanolyan j6, mint amilyen a Fourier-
soré. Ezzel azonban egyel6re el is értiikk erre a problémakorre vonatkozd,
gyakorlatilag is hasznalhat6 ismereteink hatarat, ami azért jelent nagy hidnyt,
mert éppen a technikus szdméra legfontosabb Bessel-fiiggvények, valamint
a Laguerre- és Hermite-polinomok szerint haladd sorfejtésekkel valo megkdzeli-
tésekre vonatkozéan az eddigiek alapjan semmit sem tudunk mondani. Igaz
ugyan, hogy Jackson és tanitvanyai a Sturm-Liouville-fiiggvények szerinti
kifejtésekre vonatkozdéan bebizonyitottdk azt, hogy ha f(x) és derivéltjai bizonyos
feltételeknek tesznek eleget, akkor a megkozelités nagysagrendje ez esetben
Bn™’, de e tételek csupan a B allandé létezését bizonyitjak be anélkiil, hogy
annak nagysagat az adott feltételek alapjan explicite meg lehetne hatarozni.
Az ilyen, elméletileg egyaltalaban nem érdektelen eredmény a gyakorlat szamara
semmit sem hasznal, mert ha B nagysagat explicite nem ismerjiik, nem allapit-
hatjuk meg, hogy az n-edik taggal befejezve a sorfejtés klszamltasat nem kovet-
tiink-e el a megengedettnél nagyobb hibat.

A tovabbi kutatdsok szamadra talan utmutatéul szolgalhat a kovetkezds
Lebesguet6l szarmazé modszer :

Legyen az a < x < b intervallumban definidlt ¢,(x) ortogondlis és normalt
fiiggvények rendszere olyan, hogy minden n-re 1étezzék egy

djn(x) = Qo Po (X) + al?’l(x) 4+ an‘pn(x)
fiiggvény, mely eleget tesz a
Max | f(X) — @n (x)| = Max | [ (x) — ¥ (%)

egyenlGtlenségnek barmilyen linedris kombinacidja is ¥,(x) az els6 n -+ 1
¢-fiiggvénynek. Els§ teend6nk megallapitani, hogy az f(x) fliggvények egy
C osztalyara nézve mekkora az

E.(f) = Max |{ () — Pn (0 |

érték. Ha ez sikeriilt, mint ahogy Bernsteinnek polinomok esetében sikeriilt,
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akkor megéllapitandd az ortogondlis és normalt ¢, (x) fiiggvények rendszeréhez

tartoz6
b
L, (x) =f > o) i ()

ugynevezett Lebesgue-fiiggvények felsé korlatja, melyet 4,-nel fogunk jelolni.
Figyelemmel arra, hogy

b
=< Maxj

a

dt,

Max| @, (x) —s, (%) dt < E, (f) A,

(@, (O—1) 1 : S o) 9 )

azonnal kovetkezik, hogy
Max |f (x)—s, (x)| <Max| {(x) — P, (x)| + Max | D, (x) — 5, () | < E. () (1 + 2,)s

Ez a modszer vezetett sikerre a —1 < x <1 intervallumban definialt
ortogonalis polinomok szerint halad6 sorfejtések maradéktagjanak hibabecslé-
sénél, és remélhetd, hogy ilyen médon sikert érhetiink el akkor is, ha a végtelen
intervallumban definialt Laguerre- vagy Hermite-poIinomok;szerint haladé sor-
fejtéseket vizsgaljuk. '

Miiszaki Egyetem
I111. Matematikai Tanszéke, Budapest.

IRODALOM

A targyalt kérdés-komplexus irodalma igen nagy, ezért e helyen még a legfontosabb
eredeti miivek felsorolasara sem véllalkozhatunk. Az egyes kérdésekr6l jo tajékoztatot nyuj-
tanak a kovetkez6 miivek :

Axpesep H. M. : Jlekuuu no Teopud aNnpoxcuManud. Mocksa, 1947.

Jackson D.. The theory of approximation. New-York, 1930.

HaraHcon H. II. : KoHerpyKTiBHas teopusi GpYHKUHH. Mocksa, 1950,

Hukonckuit C. M. : Maremaruka B CCCP 3a tpuauath Jier. Mocksa, 1948. 288—318 /.
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